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Ho6here Mathematik fiir Bachelorstudiengénge 1.2

Wir nehmen an, dass die LOA bereits in Normalform vorliegt:

ST

Maximiere ¢ &, wobei AZX=0b sowie ¥ >0

mit A € R™*", b € R™ und & € R™. Neben b > 0 nehmen wir noch an, dass
m < n gilt (weniger Gleichungen als Variable) und dass A keine linear abhéngigen
(tiberfliissigen/widerspriichlichen) Zeilen enthilt, also Rang(A) = m ist.
Beispiel 6.12

In unserem Beispiel ist

8 -3 110 (33
A=13 2 01 1), b=|(29| und &é=(3,2,-3,—4,-1)".
1 4 001 21

Wir wihlen also ein Simplextableau fiir n = 5 Variablen und m = 3 Gleichungen.
Vorbereitung des Simplextableaus

(1.) Trage in die erste Zeile die Namen der Variablen (z.B. z1, 2, ..., 2,) ein
und darunter die Koeffizienten der Zielfunktion (ci,cs, ..., ¢,).
Var. — || 71 To T3 Ty Ty

Nr. | Bl ¢l |3 2 -3 —4 —1 rpl || Q|
1
2
3

A — —z

(2.) Trage darunter die Matrix A und rechts davon die rechte Seite b in das
Tableau ein.

Var. — || =1 T T3 Ty T
Nr. | B| ¢l |3 2 -3 —4 -1 rpl || Q1
1 8 -3 1 1 0 33
2 3 2 0 1 1 29
3 1 4 0 0 1 21
A — —z
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(3.) Forme das LGS AZ = b wie beim GauB-Verfahren so um, dass einige Spal-
ten zusammen die Einheitsmatrix F € R™*™ ergeben. Diese Spalten
in der richtigen Reihenfolge bilden die Basis B. Im Beispiel bietet sich
B = {3,4,5} an, da die zugehorigen Spalten von A schon nahe an der
Einheitsmatrix sind.

Var. — || 23 To T3 Ty Ts
Nr. |B] ¢l |3 2 -3 —4 -1 zpl || @1
1 8 -3 1 1 0 33
2 2 -2 0 1 0 8
3 1 4 0 0 1 21
A — —z
Var. — || =y To T3 Ty T
Nr. |B] ¢l |3 2 -3 —4 —1 rpl | Q1
1 6 -1 1 0 0 25
2 2 -2 0 1 0 8
3 1 4 0 0 1 21
A — — 2z

Achtung: Hier muss kontrolliert werden, dass alle Eintrége in der Spal-
te xp wirklich > 0 sind! Ansonsten wiére der Basisvektor nicht zuléssig,
und wir miissten es entweder mit einer anderen Basis B versuchen oder

(systematischer) die sogenannte Phase I vorschalten.

(4.) Schreibe die Namen der Basisvariablen in die Spalte B und daneben
die zugehorigen Koeffizienten cg der Zielfunktion.

Var. — || =1 Ty T3 Ty T
Nr. | Bl ¢l || 3 2 -3 —4 -1 rpl || Q1
1 T3 -3 6 -1 1 0 0 25
2 T4 —4 2 -2 0 1 0 8
3 T5 -1 1 4 0 0 1 21
A — — 2z
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(5.) Berechne die Optimalitétsindikatoren A;, := ) ¢; a;; — ¢, und trage sie

jEB
in die mit A bezeichnete Zeile ein.
Var. — || 1 To T3 Ty Ty

Nr. | Bl ¢l |3 2 -3 —4 —1 rpl | Q|
1 T3 -3 6 -1 1 0 0 25
2 Ty —4 2 -2 0 1 0 8
3 Ts -1 1 4 0 0 1 21

A— | =30 |5 0 0 0 — z

Kontrolle: Bei den Basisvariablen muss A, = 0 stehen.

(6.) Berechne die Zielfunktion z = ) ¢; ; und trage den Wert in die mit z

JEB

bezeichnete Zelle ein. Das Simplextableau ist nun fiir den ersten Simplex-
schritt vorbereitet.

Var. —

Ty To T3 T4 T
Nr. |B] ¢l |3 2 -3 —4 -1 zpl || Q1
1 T3 -3 6 —1 1 0 0 25
2 T4 —4 2 —2 0 1 0 8
3 Ts —1 1 4 0 0 1 21
A— || =30 |5 0 0 0 —128 || «— 2

www.tu-chemnitz.de/mathematik/part_dgl/teaching/SS2009_Hoehere_Mathematik_I



mailto:roland.griesse@mathematik.tu-chemnitz.de
www.tu-chemnitz.de/mathematik/part_dgl/teaching/SS2009_Hoehere_Mathematik_I

HoEg TECHNISCHE UNIVERSITAT . m
CHEMNITZ Prof. Dr. Roland Griesse

Durchfiihrung eines Simplexschrittes
(7.) Fiihre den Optimalitétstest durch: Sind alle A, > 07

— Wenn ja, dann ist das aktuelle 5 mit Zy = 0 eine optimale Losung
der LOA. ENDE

— Wenn nein, dann wéhle (eine Spalte) & mit A < 0. Im Beispiel kommt
nur in Frage.

(8.) Fiihre den Quotiententest durch: Berechne dazu

Qj = ﬁ fiir diejenigen j € B mit positiven Matrixeintrégen a;, > 0.
Var. — || 21 T2 T3 Ty x5
Nr. |B|l ¢l |3 2 -3 |4 | -1 |zl || Q|
1 T3 -3 6 -1 1 0 0 25 25/6
2 Ty —4 2 -2 0 1 0 8 4
3 x5 —1 1 4 0 0 1 21 21
A— || =30 |5 0 0 0 —128 || « 2

— Wenn in der gewéhlten Spalte £ alle aj; < 0 sind, ist die LOA unbe-
schrankt und damit nicht 16sbar. ENDE

— Ansonsten merke den Index r € B, bei dem (); am kleinsten ist. Im

Beispiel: [ = 4], da der kleinste Quotient in der zu z, gehérenden Zeile
auftritt.

(9.) Bereite das Tableau fiir den néchsten Schritt vor. Die bisherige Basisvariable
xy wird durch z, ersetzt (Spalte B). Der daneben stehende Koeffizient aus
der Zielfunktion cp wird ebenfalls ersetzt. Im Beispiel ist B = {3,1,5} die
neue Basis. Die Spalte ) wird geltscht.

Var. — || 24 T T3 Ty Ts
Nr. |B| ¢l |3 2 -3 | -4 | -1 |zl |Q|
1 T3 -3 6 —1 1 0 0 25
2 1 3 2 —2 0 1 0 8
3 T —1 1 4 0 0 1 21
A— || =30 |5 0 0 0 —128 || «— 2
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(10.) Die Matrix und rechte Seite miissen wie im Vorbereitungsschritt (3.) auf
die richtige Form gebracht werden, und zwar passend zur neuen Basis. Im
Beispiel: B = {3,1,5}.

— Die 3. Spalte der Matrix muss (1,0,0)" sein (stimmt noch).

— Die 1. Spalte der Matrix muss (0,1,0)" werden.

— Die 5. Spalte der Matrix muss (0,0,1)" sein (stimmt noch).
Beachte: Es gibt immer nur eine Spalte, die nicht stimmt, ndmlich die zum

Index |k | der neuen Basisvariablen, im Beispiel: & = 1.

Zunéchst bringen wir eine 1 auf die entsprechende Zeile und erzeugen an-
schlieffend dariiber und darunter Nullen:

Var. — || 23 To T3 Ty Ts
Nr. |B] ¢l |3 2 -3 —4 -1 zpl || Q1
1 T3 -3 6 -1 1 0 0 25
2 T 3 1 -1 0 /2 |0 4
3 x5 —1 1 4 0 0 1 21
A— || =30 |5 0 0 0 —128 | «— 2
Var. — || 71 To T3 Ty Ts
Nr. | Bl gl || 3 2 -3 —4 -1 rpl || Q1
1 T3 -3 0 5 1 -3 0 1
2 1 3 1 -1 0 1/2 |0 4
3 x5 -1 1 4 0 0 1 21
A— || =30 |5 0 0 0 —128 || «— 2
Var. — || =1 To x3 Ty T
Nr. | Bl ¢l ||3 2 -3 —4 -1 rpl || Q1
1 T3 -3 0 5 1 -3 0 1
2 1 3 1 -1 0 /2 |0 4
3 x5 —1 0 5 0 —-1/2| 1 17
A— || =30 |5 0 0 0 —128 | «— 2

Kontrolle: Die Basisvariablen (Spalte xp) diirfen keine negativen Werte
annehmen.

www.tu-chemnitz.de/mathematik/part_dgl/teaching/SS2009_Hoehere_Mathematik_I


mailto:roland.griesse@mathematik.tu-chemnitz.de
www.tu-chemnitz.de/mathematik/part_dgl/teaching/SS2009_Hoehere_Mathematik_I

HoEg TECHNISCHE UNIVERSITAT

CHEMNITZ

Prof. Dr. Roland Griesse

m

(11.) Abschlieflend miissen wir noch die Optimalitétsindikatoren A und den Wert
der Zielfunktion z aktualisieren. Dazu konnen wir diese entweder wie bei
den Vorbereitungsschritten (5.) und (6.) neu berechnen, oder wir kénnen
die A-Zeile wie eine zusétzliche Zeile der Matrix behandeln und eine Null

in Spalte k£ = 1 erzeugen:

Var. — || 71 T Z3 T4 Zs5
Nr. | Bl gl || 3 2 -3 —4 —1 rpl || Q1
1 T3 -3 0 5 1 -3 0 1
2 1 3 1 -1 0 1/2 |0 4
3 x5 -1 0 5 0 —1/2 |1 17
A— || =30 |5 0 0 0 —128 || «— 2
Var. — || =1 To x3 Ty T
Nr. | Bl ¢l |3 2 -3 —4 -1 rpl || Q1
1 T3 -3 0 ) 1 -3 0 1
2 1 3 1 -1 0 /2 |0 4
3 T5 -1 0 5 0 —-1/2| 1 17
A— |0 —-25 |0 15 0 -8 —z

Kontrolle: Bei den Basisvariablen muss wieder Aj; = 0 stehen.

Kontrolle: Der neue Wert der Zielfunktion (hier z = —8) darf nicht kleiner

sein als der alte Wert (z = —128).
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Durchfiihrung des nichsten Simplexschrittes

(7’.) Beim Optimalititstest sind wieder nicht alle Ay > 0. Wir miissen einen
weiteren Simplexschritt durchfithren. Wieder kommt nur eine Spalte
in Frage.

(8”.) Fiir den Quotiententest berechnen wir wieder

Qj = &f fur diejenigen j € B mit positiven Matrixeintrégen a;, > 0.
Var. — || o1 T2 x3 Ty T
Nr. | Bl gl ||3 2 -3 —4 -1 rpl || Q1
1 T3 -3 0 5 1 -3 0 1 1/5
2 T 3 1 -1 0 /2 |0 4 —
3 T5 -1 0 5 0 —-1/2| 1 17 17/5
A— 0 —-25 |0 15 0 -8 — 2z

Der kleinste Quotient tritt in der Zeile mit x5 auf, also setzen wir .

(9’.) Die bisherige Basisvariable z;, wird durch z, ersetzt (Spalte B). Der dane-
ben stehende Koeffizient aus der Zielfunktion c¢p wird ebenfalls ersetzt. Die
Spalte @ wird geloscht. Im Beispiel ist B = {2,1,5} die neue Basis.

U=

Var. — || =1 Ty T3 Ty T
Nr. | Bl ¢l |3 2 -3 —4 -1 rpl | Q1
1 T 2 0 5 1 -3 0 1
2 1 3 1 -1 0 /2 |0 4
3 x5 —1 0 5 0 —-1/2| 1 17
A— |0 —-25 |0 15 0 -8 — 2z
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(10’.) Die Matrix und rechte Seite miissen wieder auf die richtige Form gebracht
werden, passend zur neuen Basis B = {2,1,5}.

— Die 2. Spalte der Matrix muss (1,0,0)" werden.

— Die 1. Spalte der Matrix muss (0,1,0)" sein (stimmt noch).

— Die 5. Spalte der Matrix muss (0,0,1)" sein (stimmt noch).

Zunéchst bringen wir eine 1 auf die entsprechende Zeile und erzeugen an-

schlieBend darunter Nullen:

Var. — || 23 To T3 Ty Ts
Nr. |B] ¢l |3 2 -3 —4 -1 zpl || Q1
1 T 2 0 1 1/5 | =3/5|0 1/5
2 T 3 1 -1 0 /2 |0 4
3 x5 —1 0 5 0 —1/2 |1 17
A— |0 —-25 |0 15 0 -8 — 2z
Var. — || =y To x3 Ty T
Nr. | Bl ¢l |3 2 -3 —4 -1 rpl | Q1
1 T 2 0 1 1/5 | =3/5|0 1/5
2 1 3 1 0 1/5 | =1/10 0 21/5
3 x5 -1 0 5 0 -1/2 |1 17
A— 0 —-25 |0 15 0 -8 —z
Var. — || 21 T9 Z3 Ty Ts
Nr. | Bl ¢l || 3 2 -3 —4 -1 gl || Q1
1 T 2 0 1/5 | =3/5|0 1/5
2 T 3 1 0 1/5 | =1/10 0 21/5
3 x5 —1 0 0 -1 5/2 |1 16
A— |0 —-25 |0 15 0 -8 — 2z

Kontrolle: Die Basisvariablen (Spalte xp) diirfen keine negativen Werte
annehmen.
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(11°.) AbschlieBend miissen wir noch die Optimalitétsindikatoren A und den Wert

der Zielfunktion z aktualisieren.

Var. — || =1 To x3 T4 T
Nr. | Bl ¢l || 3 2 -3 —4 -1 rpl | Q1
1 T 2 0 1 1/5 | =3/5|0 1/5
2 1 3 1 0 1/5 | =1/10 0 21/5
3 x5 —1 0 0 —1 5/2 |1 16
A— |0 —-25 |0 15 0 -8 — z
Var. — || 23 To T3 Ty Ts
Nr. |B] ¢l |3 2 -3 —4 -1 zpl || Q1
1 T 2 0 1/5 | =3/5]0 1/5
2 T 3 1 0 1/5 | —=1/10 0 21/5
3 x5 —1 0 0 -1 5/2 |1 16
A— |0 0 5 0 0 -3 —z

Kontrolle: Bei den Basisvariablen muss wieder A, = 0 stehen.

Kontrolle: Der neue Wert der Zielfunktion (hier z = —3) darf nicht kleiner

sein als der alte Wert (z = —8).

(77.) Diese Mal sind beim Optimalititstest alle A, > 0!

Der aktuelle Vektor Zp mit Zy = 0 ist eine optimale Losung der LOA, also

21/5
1/5
0
0
16

Der optimale Wert der Zielfunktion ist z* = —3.

Beachte: Falls die urspriingliche Aufgabe erst in Normalform gebracht werden
musste, miissen wir die Losung noch zuriicktransformieren. Zum Beispiel werden
Variablen ohne Vorzeichenbeschrinkung wieder als x; = x
fasst, Schlupfvariablen gestrichen etc. Im Beispiel ist das aber nicht notwendig,
da die Aufgabe schon in Normalform gestellt war.

+

7

— r; zusammenge-

www.tu-chemnitz.de/mathematik/part_dgl/teaching/SS2009_Hoehere_Mathematik_I

(25)

I+


mailto:roland.griesse@mathematik.tu-chemnitz.de
www.tu-chemnitz.de/mathematik/part_dgl/teaching/SS2009_Hoehere_Mathematik_I

