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Ho6here Mathematik fiir Bachelorstudiengénge 1.2

Beispiel 5.18 (Mathematisches Pendel)
Wir betrachten die Dgl des mathematischen Pendels:

@'(@) = = ()
wobei

o(x) Ausschlagswinkel zur Zeit
g Gravitationskonstante

L Pendelldnge

bezeichnen. Wir formen diese Dgl zweiter Ordnung in ein System mit zwei Dgl
erster Ordnung um und setzen:

yi(z) = p(z)  Winkel = (@) = ¢ (2) = ya(x)
yo(z) = ¢'(x)  Winkelgeschwindigkeit = yh(z) = ¢"(x) = —%yl(x).

Dann ergibt sich das Dgl-System in gewohnter Form

(yi(fv)) _ ( 0 1) (m(x)) _
Ya() —9/L 0] \1(z)
Das charakteristische Polynom der Matrix ist

B —A 1Y 2.9
det(A—/\E)—det(_g/L _)\)—)\ +z.
Die beiden Eigenwerte der Matrix sind also Ao = +i+/g/L € C. Wir setzen

zur Abkiirzung wy = /g/L. Damit konnen wir die komplexen Eigenvektoren
berechnen:

—iwp 110 . - L (=i
( B wg —iwg | 0 ) hat die allgemeine Losung = « (wo)
iwo 110 hat die allgemeine Losung 7 = a [ *
—w? iwg | O at die allgemeine Losung 7 = « "

jeweils mit aw € C. Nach Satz 5.16 besteht die allgemeine Losung des Dgl-Systems
aus

— _ Two X —1 —itwox {
ylx)=cre (Wo) + e (wo)

_ ( cos(wo ) + i sin(wo x)) (;OZ) + ¢y ( cos(—wo ) + 7 sin(—wp x)) ((jo>

www.tu-chemnitz.de/mathematik/part_dgl/teaching/SS2009_Hoehere_Mathematik_I


mailto:roland.griesse@mathematik.tu-chemnitz.de
www.tu-chemnitz.de/mathematik/part_dgl/teaching/SS2009_Hoehere_Mathematik_I

HoEg TECHNISCHE UNIVERSITAT . m
CHEMNITZ Prof. Dr. Roland Griesse

mit ¢1, c2 € R, vgl. Eulersche Formel (§ 1.4.2).

Frage: Diese komplexwertigen Losungen fiir y;(x) (Winkel) und yo(z) (Winkel-
geschwindigkeit) sind fiir uns nicht sinnvoll. Wie erhalten wir reellwertige Losun-
gen?

Wir nehmen dazu eine der beiden Losungen (die zu einem Paar komplex-konjugierter
Eigenwerte gehoren), bilden die Real- und Imaginérteile und versehen diese mit
neuen Konstanten ¢y, ¢o:

et ) () - (25571
in(otens) i sntann) (1) = (G b))

Dies fiihrt auf die endgiiltige (reellwertige) allgemeine Losung

v (elx)) . [ —sin(wx) . [ —cos(wp )

ylr) = ((p’(l‘)) - a (wo cos(wp ) to wo sin(wp )
mit ¢1, ¢y € R. Die Losungen entsprechen periodischen Schwingungsbewegungen.
Die Zahl wg = 1/¢g/L heiit die Eigen-Kreisfrequenz des Pendels (Einheit: 1/s).

Die Periodendauer betriagt 2 7 /wy.
Durch Einsetzen der AB 7(0) = (2,0)" ergibt sich das LGS

so-1 ()5 (3)* )

mit der eindeutigen Losung (¢, é&) = (0, —2), also

oy =2 (o))

wo sin(wp x)

Verlauf von Winkel und Winkelgeschwindigkeit
T T

T
pu——1 ] yw(x)

g = Winkelgeschw. y,(x)

Winkel bzw. Winkelgeschwindigkeit
o
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