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1 Einleitung

Zielfunktionale mit L'-Termen sind in vielen Teilgebieten der Optimierung aktuelles
Forschungsgebiet. So wurden mit diesen nichtglatten Funktionalen zum Beispiel in der
Bildverarbeitung oder Signalkomprimierung Fortschritte erzielt. In der optimalen Steue-
rung partieller Differentialgleichungen wurden diese Funktionale bisher vernachléssigt
und es gibt nur eine Arbeit auf diesem Gebiet ([Sta08]).

In dieser Arbeit werden mehrere elliptische Optimalsteuerungsprobleme behandelt,
die einen nichtglatten Anteil im Zielfunktional haben.

Die einfachsten Optimalsteuerungsprobleme haben die Form

1 A
Ti(y,w) = 5lly = vall3 + 5 llull3,

unter der Nebenbedingung, dass y die Losung einer partiellen Differentialgleichung mit
rechter Seite u ist. Der Term |lu||3 im Zielfunktional, der eine Art Kosten darstellt, hat
allerdings den Nachteil, dass er in manchen Bereichen der Praxis nichts mit den Kosten
zu tun hat, die wirklich anfallen. Stellen wir uns als Problem die Erwarmung einer Platte
vor. Dann ist u die iiber die Platte verteilte Warmezufuhr. Die benotigte Heizleistung

ist dann
P:/ |u| dz.
Q

Dies motiviert den Ansatz
1
Jo(y,u) = §Hy — yall3 + Bllullr.

Es ist nun aber nicht méoglich, dieses Problem mit dem (schnellen) semiglatten Newton-
verfahren zu l6sen. In [Sta08] wird nun der Regularisierungsterm ||u||3 wieder hinzugefiigt
und fiir das Zielfunktional

1 «
Ja(yw) = 5y = all3 + 5wl + Blul:

die Losbarkeit mit dem semiglatten Newtonverfahren bewiesen. Weiterhin ergibt sich
die Eigenschaft, dass die optimale Steuerung w auf Teilen des Gebietes ) identisch 0
ist. Dies gibt Auskunft dariiber, an welchen Stellen des Gebietes sich die Platzierung
von Aktuatoren (zum Beispiel Heizelementen) lohnt und an welchen Stellen diese zur
Ersparnis von Kosten weggelassen werden konnen.

In dieser Arbeit wird nun untersucht, inwieweit der Regularisierungsparameter « einen
Einfluss auf die Losung des Optimierungsproblems hat. Bezeichnen wir die zu dem Pa-
rameter « gehoérende Losung mit u,, so kann unter gewissen Voraussetzungen gezeigt
werden, dass

Jup — g2 < Cq -



fiir jedes d < % und einer von d abhingigen Konstante Cy gilt (Satz 2.22).

Stellen wir uns nun die Situation vor, dass die zur Steuerung notwendigen Elemente
nur streifenférmig produziert werden kénnen. Wenn wir also zum Beispiel die Platte an
einer Stelle warmen wollen, dann liegt das Heizelement iiber die ganze Platte und es sind
keine zusétzlichen Installationskosten nétig, um die Platte entlang des ganzen Streifens
zu heizen. Damit ist es sinnvoll, ein Zielfunktional zu verwenden, mit dem die optimale
Steuerung w gerade streifenférmig wird.

In [GS08] wird vorgeschlagen das Zielfunktional

1 B
Tyw) = 5ly-val3+5 [ ([ ay)” o

zu nutzen. Dieses wird im letzten Kapitel dieser Arbeit untersucht und es zeigt sich, dass
die Losungen u fiir dieses Zielfunktional gerade die gewiinschte Eigenschaft besitzen.
Zuvor wird noch ein Zielfunktional mit L?-Term

1
To(wrw) = 5lly = yally + Bllullz

betrachtet, um Eigenschaften dieses Funktionals zu studieren, damit diese Erkenntnisse
bei der Behandlung des Zielfunktionals .J; angewendet werden konnen, welches ja eine
L?-Norm in der y-Richtung beinhaltet.

Fiir die Losung der Zielfunktionale Jy und J5 werden Optimalitdtsbedingungen und
mehrere numerische Verfahren hergeleitet, die auf dem semiglatten Newtonverfahren ba-
sieren, und diese werden beziiglich ihrer Konvergenzgeschwindigkeit verglichen. Es zeigt
sich weiterhin, dass die Regularisierung dieser beiden Zielfunktionale mit einem Term der
Form ||u||3 nicht notwendig ist, um die Konvergenz des semiglatten Newtonverfahrens
7u zeigen.



2 Die Optimierungsaufgabe mit
L!'-Kostenterm

In diesem Kapitel soll folgende Optimalsteueraufgabe mit L!-Kontrollkostenterm unter-
sucht werden:
minimiere J(y,u) := 3lly — yall3 + Bllull
unter (y,u) € L? x Lt
g < u <y (2.1)
—Ay =wuin
y=0aufl

Dabei sind yg € L*(Q2), ug,up € L1(2) und 8 > 0. Es gelte weiterhin 2 € R", n < 3 ein
offenes und beschrinktes Gebiet. Weiterhin sei der Rand I' = 99 ein C'-Rand oder €
ein konvexes Polygon beziehungsweise ein konvexer Polyeder.

Eine &hnliche Aufgabe wird in [Sta08] behandelt. Stadler untersucht eine Optimal-
steueraufgabe, in der das Zielfunktional die Form

1 «
Ty u) = 5llya =yl + 5 Il + Bllull

2
hat. Durch die L?-Norm im Zielfunktional ergibt sich als Raum fiir die Steuerung u der
L? und fiir die Schranken wird uq,u, € L?(Q) gefordert. Stadler untersucht den Fall
a > 0, aber einige seiner Ergebnisse kénnen auch fiir a = 0 und u € L'(Q) gezeigt
werden.

2.1 Der Steuerungs-Zustands-Operator

In diesem Abschnitt soll die Existenz eines Losungsoperators fiir die partielle Differen-
tialgleichung gezeigt werden. Die Inhomogenitiat der Differentialgleichung liegt hier nur
in L', daher muss zuerst definiert werden, was man unter einer schwachen Lésung der
Differentialgleichung versteht. In diesen Abschnitt werden Ergebnisse aus [Cas86] ver-
wendet.

Zunichst definieren wir den Hilbertraum H = H?(2) N H}(Q), versehen mit der Norm
aus H?(Q), sowie den Differentialoperator A : H — L*(Q), z — —Az. Aus [Cas86]
erhalten wir, dass A ein Isomorphismus ist.

Da H — L>®(Q) (fiir n < 3) gilt, kénnen wir L'(Q2) in H* einbetten. Dazu definieren
wir die Einbettung i : L'(Q2) — H*, (v,ip) g g+ == [qv- ¢ dz fiir v € H und ¢ € L(Q).
Die adjungierte Einbettung i* geht nun von H nach L°°() und damit kénnen wir



die Funktionen aus H als Testfunktionen fiir die Differentialgleichung verwenden und
erhalten fiir z € H in formaler Rechnung

/u'zdx:/—Ay'zdx:/Vy'Vzdx:/—y-Azd:E:/y-Azd:E
Q Q Q Q Q

wobei die Randterme, die bei der partiellen Integration auftreten, wegen z € H und
y|r = 0 verschwinden. Damit ergibt sich fiir die Losung folgende Definition.

2.1 Definition. Eine Funktion y heifft sehr schwache Losung der Differentialgleichung
aus (2.1), wenn y € L2N Wy und

/y-Azdx:/u'zdx Vze H (2.2)
Q Q

gilt.

2.2 Satz. Fiir alle u € L' existiert eine Losung y der schwachen Formulierung (2.2).
Wir erhalten einen stetigen Steuerungs-Zustands-Operator S : L' — L2.

Beweis. Wir betrachten A™* := (A7!)* : H* — L? und definieren y = A *iu.Wir
erhalten fiir alle f € L?, dass
/ y- fdz :/ A f doe = (A%, foo = (iu, A g g = / uw-A7f da.
Q Q Q

Da A und somit auch A~! ein Isomorphismus ist, konnen wir 2 = A~ f setzen und

erhalten fiir alle z € H
/y'Az da::/ u-z do.
Q Q

Aus [Cas86, Theorem 4] erhalten wir schliefllich y € Wol’s(Q) fir s € [1,n/(n — 1)) und
die stetige Abhéngigkeit von y beziiglich u. Somit kénnen wir S := A~ *oi definieren. MW

2.3 Lemma. Der Steuerungs-Zustands-Operator ist injektiv.

Beweis. Da S linear ist, miissen wir nur kerS = {0} zeigen. Gelte fiir u € L', dass
Su = 0. Dann erhalten wir aus (2.2)

O:/O-Azdx:/u'zdx Vz € H.
Q Q

Weiterhin erhalten wir durch die Zuordnung ! : ¢ +— [yu - ¢ dx ein stetiges lineares
Funktional aus Cp(2)* = M (€2), wobei M () die reguléren Borelmafle auf €2 sind. Wegen
C§°(Q2) C H gilt I(y) = 0 fir alle ¢ € C§°(2). Nun liegt aber C3°(£2) dicht in Cp(R2)
beziiglich der Supremumnorm und somit erhalten wir I(¢) = 0 fiir alle ¢ € Cp(9).
Dadurch ist I = 0 in M (£2). Nun ist aber die Einbettung L'(Q) < M () injektiv und
somit gilt u = 0. |

Da fiir die notwendige Optimalitdtsbedingung der adjungierte Operator bendtigt wird,
geben wir ihn gleich an.



2.4 Satz. Die Darstellung des adjungierten Operators S* : L?(2) — L*(Q) ist gegeben
durch
S* =AY (2.3)

wobei 1* : H — L () die stetige Einbettung ist.

Beweis. Sei y € L*(Q). Wir definieren p := A~!'y. Dann gilt wegen p € H fiir alle

p € LY(Q)
/y'Sng:E:/Ap'SQDdl’:/p'QDdJE,
Q Q Q

dies ist eine Folgerung aus der schwachen Formulierung (2.2). Das heifit, wir haben

(y,Sp)22 = (0, i)+ = ("D, P)oo1 Ve € L1(Q).

Somit gilt S*y = i*p = i*A~ly. |

2.2 Existenz und Eindeutigkeit der optimalen Losung

Der Beweis fiir die Existenz wird, wie in [Tr605], tiber die schwache Kompaktheit der
zuldssigen Menge gefiihrt. Diese folgt allerdings nicht mehr aus dem Satz von Banach-
Alaoglu-Bourbaki, da L'(€) nicht reflexiv ist. Sie lisst sich aber mit Hilfe der oberen
und unteren Schranke fiir die Steuerung beweisen:

2.5 Lemma. Fiir ug,uy, € LY (Q), uq < uyp ist die Menge Uyg = {u € LY (Q) 1 uq < u <
up foi. in Q} schwach kompakt.

Beweis. Ohne Einschriankung der Allgemeinheit sei u, = 0. Wir definieren
K,, := proj[0,n] = min(max(-,0),n).

Gegeben sei nun eine Folge {u%o) 1 C Ugaq. Wir bilden nun eine Teilfolge, die in Uyq
schwach konvergiert.
Fiir ein beliebiges m hat die Folge {Kmug))};’o:l eine beschrinkte L2-Norm und enthilt

somit eine im L? schwach konvergente Teilfolge. Wir wihlen nun von der Folge {ugo)}

eine Teilfolge {ugl)}, sodass Kjuy) — Uy in L2. Von der Folge {u%l)} wéhlen wir nun

eine Teilfolge {ug)}, sodass Kgug) — Uy in L?. Wir fahren fort und erhalten die Folgen

{uslm) 1, sowie die schwachen Grenzwerte U,,.
Nun bilden wir die Diagonalfolge u,, = u,(qn), dies ist eine Teilfolge von {u%m) 120, und
es gilt somit

Koty — Uy, fiir n — oo in L2

Fir n > m gilt U, = Uy, auf {z € Q : wp(z) < m}, da K,u; = Kpu; Vi € N auf dieser
Menge gilt. Damit kénnen wir

U(x) = Up(y) (), wobei n(x) = [uy(w)]



definieren und erhalten mit Hilfe der Ungleichungen w, > U > U, > 0

T = Ul = / U — U, da < / up dz — 0,

{up>n} {up>n}

Damit gilt U,, — U in L'. Letztendlich erhalten wir fiir ¢ € L>® C L?

(un - U7 90>1,oo - <un - Km“ny 90>1,oo + (Um - U, 90>1,oo + <Kmun - U7n7 §0>1,oo'

Die ersten beiden Terme werden, unabhéngig von n, fiir ein hinreichend grofies m beliebig
klein (wegen K,,u, — u, und U,, — U in Ll) und der letzte Term wird fiir ein fixiertes
m und ein hinreichend grofies n beliebig klein, da K,,u, — U,, in L? und somit auch in
LY. Damit gilt (p,u, — U) — 0 und somit

u, — U in L'(Q).

Da U,q abgeschlossen und konvex ist, ist es auch schwach abgeschlossen und somit gilt
U € U,y. Damit ist U,y schwach kompakt. [ |

Eine genaue Charakterisierung der schwach kompakten Mengen in L' findet man in
[A1t99, S. 258]. Mit diesem Ergebnis ldsst sich folgender schoner Satz zeigen, der fiir die
weitere Arbeit nicht wichtig ist (die Félle p > 1 folgen unter anderem daraus, dass LP
fiir p > 1 ein reflexiver Banachraum ist):

2.6 Satz. Seien 1 < p < 00, Ug,up : @ — R messbare Funktionen, u, < 0 < up und
Upg = {u € LP(Q) : uy <u < uyp foii. in Q}. Dann gilt: Uyg ist in LP(Q2) schwach kompakt
genau dann, wenn uq,u, € LP(£2).

2.7 Lemma. Das reduzierte Zielfunktional J(u) := J(Su,u) ist streng konvez.

Beweis. Aus der Dreiecksungleichung folgt, dass u — |jul|; konvex ist. Weiter gilt fiir
A€ (0,1) und u,v € L', u # v

[(1=X)Su+ASv—yal3 = (1=1)?[Su—yall3+ [ Sv—yall3+2A(1 = X)(Su—ya, Sv—ya).
Mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung erhalten wir weiter
< (1= N2ISu — yall3 + A[1Sv — yall5 + 221 — N)[[Su — yall2l|Sv — yall2

= [(1=NSu = yallz + AlISv = yall2])”
< (1= N)[Su — yall3 + S — yall3.

Die letzte Ungleichung folgt aus der Konvexitit der reellen Funktion = — 2. Die Gleich-
heit wird bei beiden Ungleichheitszeichen genau dann angenommen, wenn gilt

(Su —ya,Sv — yq) = [|Su — y4ll2[|Sv — y4ll2 und [|Su — yall2 = [|Sv — yal|2-

Da aber Su # Sv kann nicht bei beiden Ungleichheitszeichen Gleichheit gelten. Also ist
u + ||Su — yg4/|3 und damit auch J streng konvex. [ |



Nun koénnen wir mit Hilfe der Kompaktheit der zulédssigen Menge die Existenz und
Findeutigkeit einer optimalen Losung zeigen.

2.8 Satz. Die Aufgabe (2.1) hat genau eine optimale Lisung.

Beweis. Da J durch 0 nach unten beschriinkt ist, existiert, unter Beachtung der Neben-
bedingungen von (2.1), inf J und wir erhalten eine Folge {u,,} € U,q mit

J(up) — inf J =: j.

Da Uugin L' schwach kompakt ist, folgt, dass eine Teilfolge existiert, die schwach gegen
ein w € U,y konvergiert. Diese Teilfolge nennen wir wieder .

Da das reduzierte Zielfunktional .J stetig und konvex im L' ist, ist es auch schwach
unterhalbstetig (siehe zum Beispiel [Tr605]). Das heifit, dass

V{vn} C L' vy — v = liminf J(v,) > J(0).

Nun erhalten wir
J = liminf J(uy,) > J(@) > 7,

n—oo

woraus folgt, dass u eine optimale Losung ist. Aus der strengen Konvexitdt von J folgt
schliefllich, dass die Losung eindeutig ist. |

2.3 Definition des Subdifferentials

Dieser Abschnitt soll eine Einfiihrung in das Kalkiil des Subdifferentials geben. Zu Grun-
de liegt dabei [IT79].

Aus verschiedenen Griinden bietet es sich an, konvexe Funktionen als Funktionen auf
die erweiterten reellen Zahlen zu definieren:

2.9 Definition. Sei X ein Banachraum. Eine Funktion f : X — R := RU {—o00, 0}
heifit konvex, falls der Epigraph

epif :={(a,x) eRx X : a0 > f(x)}
konvex ist. Weiterhin wird mit
domf:={z € X : f(zx) < oo}

der effektive Definitionsbereich bezeichnet. Schliefilich heifit eine Funktion eigentlich,
falls
domf # () und f(z) > —oc0 Vz € X

gilt.
2.10 Definition. Sei f eine konvexe, eigentliche Funktion auf X. Dann heifit die Menge
Of(x) :={a* e X*: f(2) — f(x) > (z —x,2") Vz€ X}

das Subdifferential von f im Punkt z. Die Elemente des Subdifferentials heiflen Subgra-
dienten.

10



2.11 Satz (Moreau-Rockafellar). Es seien f1, fo konveze eigentliche Funktionen auf X .
Dann gilt fir alle x € X

d(f1+ f2) (z) D Of1(x) + dfa(z).

Ist eine der Funktionen stetig in einem Punkt, der dem effektiven Definitionsbereich der
anderen Funktion angehort, so gilt

9(fr+ f2) (x) = 0f1(x) + Of2(w)
fir alle x € X.

2.12 Lemma. Sei f eine konveze eigentliche Funktion auf X. Ist f im Punkt x Gdteauz-
differenzierbar mit Gateauzableitung f'(x), so gilt

0f(z) = {f'(x)}.

2.4 Notwendige Bedingungen und Optimalitatssystem

In diesem Abschnitt sollen notwendige Bedingungen bewiesen und daraus ein Optimali-
tatssystem hergeleitet werden.

In [IT79, Seite 72] wird fir eine konvexe Minimierungsaufgabe eine notwendige und
hinreichende Optimalitdtsbedingung in subdifferentieller Form formuliert und es ergibt
sich fiur die Aufgabe (2.1) und optimaler Steuerung u

0€dJ@) + N@|Uy), (2.4)

wobei N (@ | Ung) == {A € L*() : (u—u,A\) <0 Vu € Upg} der Normalenkegel an die
Menge U,qim Punkt @ € U, ist. Damit existiert ein A\* € 9J(w) N—N (T | Uyq). Also gilt

(u—1,\*) >0 Yu € Uyg. (2.5)
Der néchste Schritt ist nun die Bestimmung des Subdifferentials von J.

2.13 Lemma. Die Funktion u— 3| Su—yq4|3 ist Gateaua-differenzierbar von L*(Q) —
R und der Reprisentant ihrer Gateauzableitung ist

S*(Su —yq) € L=().
Beweis. Wir definieren f: L'(Q) — R, u %HSu —y4/|3. Nun bestimmen wir zuerst die
Richtungsableitung in die Richtung d.
1 1
flz+td) — f(x) = (Su — yq, Std) + E(Std, Std) = t{Su — yq, Sd) + §t2<5d, Sd).

Damit erhalten wir die Richtungsableitung
)~ f(a)
t—0 t

Wegen S*(Su—yg) € L>®(R) ist die Richtungsableitung stetig von der Richtung abhéngig

und wir erhalten die Gateauxableitung als lineares Funktional aus (L!(2))* = L>(Q)

f(u) = S*(Su — yg). [ |

= <Sd7 Su — yd> = <d7 S*(S’LL - yd)>1,oo-

11



2.14 Lemma. Das Subdifferential der Funktion u — ||ull1 an der Stelle u ist
Ouly ={A € L=(Q) : A =1 auf {u>0}, A= -1 auf {u<0}, |A <1 fast tiberall} .
Beweis. Aus [IT79, Seite 56] erhalten wir fir das Subdifferential einer Norm

Olz| = {2" € X™: [la™|| < 1, (2, 2") = [|=[|} -

Fiir unseren Fall ergibt sich

Alulls = {)\ € L) : Mo < 1,/ N d :/ | da:}.
Q Q
Aus dieser Gleichung erhalten wir

uli ={Ae L>®(Q): A=1auf {u>0}, A\=—1auf {u<0}, |\ <1 fast tiberall}.
|

Aus den vorangegangenen Lemmata und mit dem Satz von Moreau-Rockafellar erhal-
ten wir schliellich

2.15 Satz. Das Subdifferential der Funktion J an der Stelle u ist
0.J (1) = 8*(Su —ya) + - Oul)x.-

Durch die Konvexitéit von J erhalten wir mit einem X € 3 - 9||u||; fiir die Optimal-
steueraufgabe folgende Variationsungleichung, die die optimale Losung charakterisiert

(U —TUN—P)100 >0 Yu € Uy, (2.6)

wobei mit P := §*(yq — Su) der zu T gehdrende, adjungierte Zustand bezeichnet wird.
Wenn wir nun wie in [Tr605, Seite 57] vorgehen, erhalten wir eine punktweise Variati-
onsungleichung.

2.16 Seicz. Eine Funktion u € U,q ist genau dann eine Losung der Aufgabe (2.1), wenn
fir ein A € O|[u||y und adjungierten Zustand p fir fast alle x € Q

(M) = @) - (0 = (@) 20 Vo € [ua(x), up(x)] (2.7)
gilt.
Beweis. Wie in [Tro05]. [ |

2.17 Satz. Sei uw € U,y und p der zugehorige adjungierte Zustand. U ist genau dann
optimal fiir (2.1), wenn es Multiplikatoren X\, Ay, \y € L=(Q) gibt, sodass

“PH+A= A+ X =0 (2.8a)

Aa(T@—ug) =0, A >0, (T—1uy) >0 (2.8b)
Xo(up — ) =0, \y >0, (up — 1) >0 (2.8¢)
e B-0|ul; (2.8d)

gilt.

12



Beweis. Wir beweisen zuerst ,=*“ Sei @ die optimale Steuerung und X das Element aus
dem Subdifferential (vergleiche (2.6)). w erfiillt dann fur fast alle z € Q

u(z) = argmin (—p(x) + A(2)) - v.
vE[ua(z),up(2)]

Aus der Analysis dieser eindimensionalen Aufgabe erhalten wir, dass A, (x), \y(x) exis-
tieren, die

—p(x) + M) — Ao(z) + Xp(2) =0
N (@) (@(x) — ug(z)) =0, Aa(z) > 0, (W(x) — ua(z)) >0
Mo (@) (up () —T(x)) = 0, Np(z) > 0, (up(z) —a(x)) >0

erfiillen. Damit gilt (2.8). A, Ay € L(Q2) erhalten wir aus (2.8a), Ag, Ap > 0 und p, A €
L>(Q).
Nun ist noch ,,<=* zu zeigen. Gelte das Optimalitatssystem fiir 7 und p. Wir erhalten

(=1, P+ Nioo = (U =T Aa) 1,00 = (U = T Ap) 1,00 2 0 VYt € Usa.
Damit gilt (2.6) und somit ist @ optimale Steuerung. [ |

Wie in [Sta08] kénnen wir nun 7 = A — A\, + ), setzen. Aus Gleichung (2.8a) ergibt
sich 1 = P und wir erhalten eine dquivalente Formulierung des Optimalititssystems.

—P+7h = 0(2.9a)
u —max(0,7 + ¢ (@ — () — min(0,7 + ¢ (7 + 3))
+max(0, (T — up) + ¢ (@ — F)) + min(0, (T —ug) +c(m+F)) = 0(2.9b)

Eine weitere Moglichkeit, das Optimalitatssystem zu formulieren, ist (u,) € K :=
{(uypp) € Upyg x H : (u = ugund p < —f) oder (u < Ound p = —f) oder (u =
0 und || < B) oder (u > 0 und g = () oder (u = wup und p > F)}. Dies kann man
auch wie in Abbildung 2.1 graphisch veranschaulichen.

2.5 Konstruktion von Optimalsteuerungsaufgaben mit
dazugehorigen Losungen

Das Optimalitdtssystem aus dem vorherigen Abschnitt erlaubt es, Optimalsteuerauf-
gaben zu konstruieren, fiir die die Losung bekannt ist. Dabei kann man die optimale
Steuerung w und den adjungierten Zustand p fast beliebig wéhlen.

Zuerst wihlt man Steuerung und adjungierten Zustand @ € L'(Q2), p € H, sowie 3 > 0
und ug, up € L'(Q), sodass das Optimalititssystem (2.8) erfiillt ist. Eigentlich bildet der
adjungierte Operator S* nur in den L*°(2) ab, aber aus Satz 2.4 erhalten wir, dass
P € H und somit miissen wir das bei der Wahl von p berticksichtigen.

Nun erhalten wir

7=381



Ub

Uq

Abbildung 2.1: Darstellung der Komplementaritdtsbedingung (u, ) € K

und mit der Wahl
Ya=79—Ap
ergibt sich, dass @ eine optimale Steuerung von (2.1) ist.

Dadurch, dass die Konstruktion viele Moglichkeiten offen lésst, kann man Beispiele
mit bestimmten Eigenschaften konstruieren oder Beispiele, bei denen gewisse Regulari-
tatseigenschaften nicht gelten.

Zuerst wollen wir eine Aufgabe angeben, bei der die Losung w fiir € > 0 nicht in
LY*2(Q) liegt. Hierzu muss dies natiirlich fiir mindestens eine der Schranken Ug, Up
gelten. Wir wahlen nun g = % und Q = (—1,1), ug = =1, up(z) = 1+ W Damit
gilt up € LY(Q) \ L1*5(Q) fiir alle € > 0. Weiterhin wihlen wir p(z) = 1 — 22. Damit
ergibt sich aus der Komplementarititsbedingung fir w

_ 0 fir |x| >
u(r) = )
up(x) fur |z| <

DOl D=

und somit liegt auch @ nicht in L'T¢(€2). y, ergibt sich nun aus der oben angegebenen
Formel.

Als néchstes wollen wir ein Beispiel konstruieren, sodass @ € H gilt. Dazu muss |p| =
auf einer Menge mit positivem Mafl gelten, damit @ nicht von 0 auf u, oder u; springt.
Wir wéhlen (3 beliebig, —u, = up = 1, Q = (0,1). p € H sei nun derart, dass p(x) = 3
fir z € [,2] und 0 < p < 6 gilt. Nun wihlen wir noch @ so, dass u(z) = 0 fiir z ¢ [1, 2]
gilt. Auf der Menge = € (& 1 4) konnen wir nun w(z) > 0 beliebig wihlen und dies ist
natiirlich auch so moglich, dass w € H N Uyq.

Zuletzt soll noch eine Aufgabe angegeben werden, bei der die Losung @ in einem
gewissen Sinne zerfasert ist, ndmlich so, dass die Menge u # 0 aus abzdhlbar viele
Intervallen besteht. Dafir kénnen wir p wie im vorhergehenden Beispiel wéihlen und
dndern @ nur auf der Menge [1 1 4] ab. Auf der ersten Hélfte dieser Menge setzen wir @
auf 1, auf dem néchsten Viertel auf 0 dann auf dem néchsten Achtel wieder auf 1 und
so weiter. Damit erhalten wir die gewiinschte Figenschaft.
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2.6 Konvergenz regularisierter Losungen
In diesem Abschnitt wollen wir die L?-regularisierte Aufgabe

minimiere J(y, u) = 3y — yall§ + 2wl + Bllull

unter (y,u) € L? x L*
Ug < u < wy (2.10)
—Ay=uin
y=0auf I

mit « > 0 betrachten. Die Voraussetzungen sind wie fiir (2.1) und zusétzlich ug,up €
L?(Q). Damit erhalten wir zusitzlich die Bedingung, dass u € L?(f) fiir die Losung
u gilt, auch wenn a = 0. Diese Aufgabe wurde bei [Sta08] behandelt und es wurde ein
semiglattes Newtonverfahren mit superlinearer Konvergenz hergeleitet. Da es sich gezeigt
hat, dass man fiir die nichtregularisierte Aufgabe das verallgemeinerte Newtonverfahren
nicht verwenden kann, wollen wir dessen Losung durch die regularisierten Losungen
approximieren.

In [Sta08] wurde die Abhéngigkeit der Losung @ vom Parameter 3 untersucht. Um nun
die Abhéngigkeit von « zu untersuchen, bezeichnen wir nun mit ., Y, po die eindeutige
optimale Steuerung, den optimalen Zustand und den optimalen adjungierten Zustand.
Als Optimalititssystem fiir diese Aufgabe ergibt sich

—Pat g +A—Ag+ X =0 (2.11a)
———
=lla
Aa(ta —ug) =0, Ay >0, (ug —ug) >0 (2.11b)
Ap(up — ua) =0, \p >0, (up —uq) >0 (2.11c¢)
A€ B-0uglr- (2.11d)

Auch dieses Optimalitatssystem konnen wir wieder als (7, ) € K formulieren und wir
erhalten als Darstellung wieder Abbildung 2.1.

Wenn wir nun wegen Gleichung (2.11a) p, statt p, in der Darstellung verwenden,
erhalten wir Abbildung 2.2.

Wir definieren nun noch die Abbildung ® : [0, 00) — L%(Q), a — ug.

2.18 Satz. Die Abbildung ® ist fiir a > 0 lokal Lipschitzstetig. Insbesondere gilt

om
lua — uarlle < %W —d| fira >0,

. 1
mit O = max,ev,, lulle = || max(uy(x), —uq () -

Beweis. Sei a > 0, o/ > 0. Dann folgt aus (2.11a)

0 = —pa+tpa+aug — O/uo/ + o — Mot
= S S(ta — ta) + (g — Ug) — (& — Q) ugs + o — far-
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Up r-r—-———————-——- - -

,,,,,,,,,,, Ug

Abbildung 2.2: Darstellung der Komplementarititsbedingung fiir (uq, pa)

Multiplizieren mit u, — 1, und Integrieren iiber €2 liefert
18 (e = uar )5 + lltia — tarll3 = (& — @) (tar, ta = tar) = (o = flars e — Uar)

Nun folgt (ftq — ftass Ua — uqr) > 0 sofort aus den Komplementaritétsbedingungen (ver-
gleiche Abbildung 2.1). Daraus erhalten wir, dass (i — fa/)(Ua — Ua) > 0 punktweise
gilt. Insbesondere ist zum Beispiel der Fall p, < pior und wy > u, nicht moéglich, da aus
Ug > Uq sofort p, > pe folgt.

Somit haben wir

18 (ta — uar) |13 + allte — varlls < (0 — @) (uar, e — Uar) (2.12)
Damit erhalten wir
allug — w3 < (o = a) (g, ua — tar)
<o’ = all{ua, ta — tar)]
<o’ = alllua||2llua — varll2

(1)
e — tar s < —22d]a — o | n
8]

Dieses Resultat reicht aber noch nicht aus, um u, — ug fiir @ — 0 zu zeigen. Setzen
wir namlich o/ = 0, so ergibt sich nur

1
lua — uoll2 < C)..

2.19 Satz. Es gilt u, — ug in L*(Q) fiir o — 0. Weiterhin gilt ||ya — yoll2 < \/acl(}a)d
il (1

und [po — polloc < V& |5*] 77,

Beweis. Aus (2.12) erhalten wir

IS (ua — uo) 13 < a(ug, up — ua) < - C.
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Da A* : L?(Q2) — H* stetig ist, gilt weiterhin

li(uo — ua)llm = [|A* A "i(uo — o)l < A"} - [[S(uo = ua)ll2 < Va- Cl|A™] — 0.
S

Nun gilt fiir ein beliebiges z € H

(uo,uo—ua>:/Q(uo—ua)'zdx—l—/g(uo—ua)-(uo—z) dz

= (2,1(uo — o)) m,H* + (U0 — Ua, U — 2)22
< li(uo — ua) ||+ 112l 2 + lluo — vall2|luo — 2|2 (2.13)

Da ||ug — uqal|2 beschrinkt ist und H dicht in L?(f2) liegt, konnen wir z so wihlen, dass

g
[uo — uall2lluo — 2[l2 < =

gilt. Da ||i(up — uq )|+ gegen 0 geht, konnen wir schlielich « so klein wéhlen, dass auch

N ™

lli(uo — wa) || m* || 2||H <

und somit
(up,up — uq) < €

gilt. Aus (2.12) erhalten wir noch
[uo = ualls < (uo,u0 — ua) < e

Damit haben wir u, — ug. Nun gilt es noch ||y, — yoll2 < Vo - Cl(Jla )d zu zeigen. Wenden
wir wieder (2.12) an, erhalten wir

o — w03 = 18 (o — u0) 3 < (. w0 — ) < (G )?

und somit .
Yo — voll2 < V- C[(]a)d’

Die Abschétzung fir ||po — polleo folgt sofort aus der Stetigkeit von S*. |

Bei genauer Betrachtung wird es deutlich, dass diese Beweismethode es nicht erlaubt,
eine Konvergenzrate zu beweisen. Dazu wére es notig, eine Abschéitzung fiir die H-Norm
von z, welche fiir ug € H und z — ug in L? gegen oo geht, treffen zu konnen. Da aber
up im Allgemeinen eine sehr schlechte L2-Funktion sein kann (siche Abschnitt 2.5), ist
es nicht moglich, gleichzeitig die Konvergenz z — ug in L? zu garantieren.
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Versucht man zum Beispiel den Ansatz iiber eine Faltung mit einem Glattungskern,
so erhédlt man fiir einen Glattungskern §

@)@ = [ —yu) dy
foxs—wl = [ ([ v a- [y ay)

= [awluo - ryuol dy. (214)

wobei 7, die Verschiebung einer Funktion ist, also 7yu : x — u(x + y).

Man weifl zwar nun, dass ||ug — Tyugll2 — 0 gilt, aber man kann dafiir keine Konver-
genzrate angeben, da diese stark von ug abhéngt und beliebig schlecht sein kann.

Haben wir aber zusétzliches Wissen iiber die Regularitat von ug, so konnen wir eine
Konvergenzrate angeben.

Fiir den (entarteten) Fall ug € H erhalten wir

2.20 Satz. Fir ug € H erhalten wir eine Konvergenzrate von 1/2, also
uo — uall < C - a2.

Beweis. Mit (2.12), (2.13) und z = ug erhalten wir

(2.12) (2.13)

1A 2 w0 = ua)lf < afug,uo —ua) < alli(uo — ua) |l melluol ar-

Damit gilt
liuo = ua )l < [ A uolls -

und mit (2.12), (2.13) haben wir schliellich
« 3 1
luo — uall2 < [|A*[[[[uollZ - 2.
|

Auch fiir den Ansatz der Faltung von ug mit einem Glattungskern erhalten wir eine
Konvergenzrate.
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2.21 Satz. Sei > 0, uq,up konstant und p({|po| = 5}) = 0. Weiterhin seien mq(c),

my(e) Mapfe fiir den Umfang von A~ := {ug = us} und A" := {ug = up} derart, dass
p((AT+U:(0) \AT) = my(e) -
p((A” +U(0)\N A7) = male)-

€,
€
gilt, wobei p das Lebesgue-Maf$ auf R™ bezeichnet. Auflerdem seien mg(e), my(e) be-
schrankt fir e — 0. Dann erhalten wir eine Konvergenzrate von 1—15, dass heifit

luo — uall2 < C - s,

Beweis. In diesem Beweis werden mit C' verschiedene Konstanten bezeichnet.

Aus der Komplementaritdtsbedingung (2.8) und aus der obigen Voraussetzung, dass
w(|lp| = B) =0, folgt, dass up nur die Werte {ug, 0, up} annehmen kann. Wir denken uns
nun ug auflerhalb von Q durch 0 auf ganz R™ erweitert. Dann erhalten wir fiir y € R"

U — TyUo = Ua " X(A~) ~ Ua " X(A~—y) T Ub " X(A+) = Up " X(At—y)-

Und weiter
luo — Tyuo| < |ual - X(A=A(A=—y)) T Ub " X(A+A(A+—y))-

Fiir € = ||y||2 erhalten wir die Inklusionen

AT\ (A" —y) C (A +U(0)\ A7) —y,
(A7 =y \A” C (A" +U(0)\ A7),
AT\ (AT —y) C (AT + U=(0) \ A7) —y,
(AT —y) VAT C ((AT + U-(0)) \ AT)

und aus diesen

p(ATA(AT —y)) <2-ma(llyll2)llyll2
PATAAT —y)) < 2-muy([lyll2)lly]2-

Damit koénnen wir die Norm der Translation abschéitzen und es gilt

luo = 7ol < 2 (ma(llyll2)yll2w3 + ma(lylla)lyll2u?) < Cllyllo.

Wegen p € H C Cy(Q2) wissen wir, dass {|p| > 3} eine kompakte Menge in R" ist. Ins-
besondere hat sie damit einen positiven Abstand d von 952, hierfiir wird 5 > 0 bendtigt.
Aus den Komplementarititsbedingungen folgt, dass A™ U A~ C {|p| > 8} und somit ist
ug auf einem Streifen entlang des Randes von ) identisch 0. Damit ergibt sich, dass,
wenn wir ug mit einem Glattungskern ¢, dessen Tréger in Uy(0) enthalten ist, falten, das
Produkt der Faltung auf dem Rand von 2 und aulerhalb verschwindet. Aus der vorigen
Abschétzung und der Beziehung (2.14) erhalten wir

o8~ wol3 < [ 5()Cllglz dy.
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Benutzen wir nun einen Faltungskern ¢, dessen Trager in Uy (0) liegt, und falten wy mit
d: := €7 "4(2), so erhalten wir

€
Juo +0: —wolB < [ 8.)Cllyll dy < Con- [0yt ar,

wobei w, die Oberfliche der n-dimensionalen Einheitskugel ist. Wegen

/55 dy:wn'/oeég(r)'r"_l dr=1
konnen wir wegen r < ¢
l|ug * 8- — ug|3 < Cuwy, - /06 Se(r)r -1 dr < Cew, - /06 6(r) -rtdr < Ce
zeigen. Weiter gilt nun fiir einen Multiindex a € N”

0ud.(2) = £ ¢ 1)(0.0) (g)

innere Ableitung

und fiir die Norm der Ableitung
18adc ]l = e M|0ad]l < e7lC.
Fiir 2 = ug * d. gilt nun (siehe [Alt99, S. 98])
10azll2 = [luo * (Ba2)ll2 < 10az]1]uoll2-
Somit erhalten wir fiir die H-Norm von z

21 = >~ 10azl3 < lluol3C* -7
lal<2

Aus (2.12) erhalten wir

li(uo — va)llm < |A - [|S(uo — ua)ll2 < Cy/efuo — uall2.

Mit obigen Ungleichungen erhalten wir aus (2.13) schlie8lich
1 1
(w0, up—ta) < C(a7e™2||ug—uall3 +2 lug—uall2) < Caze > +£7)|lug—ual?. (2.15)

Mit € = a5 ergibt sich
1 1
(ug, up — Uq) < Cato|lug — uqll5.
Wenden wir wieder (2.12) an, so haben wir schliefflich
1 1
luo — uall3 < (uo,uo — ua) < Ca|lug — uql3

und somit .
luo — uallz < Cats. [
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Wenn wir in (2.15) die gezeigte Konvergenzordnung von 1/15 einsetzen, erhalten wir
eine bessere Konvergenzordnung. Dies kénnen wir nun wiederholen (dies wird im Beweis
des folgenden Satzes ausfiihrlich erldutert) und erhalten

[t — tallz < Cqa?

fiir d < 1/11 und einer von d abhéngigen Konstanten C,.

Fine weitere Moglichkeit, eine Konvergenzrate fiir die Steuerungen zu erhalten, ist, die
Konvergenzrate fiir die adjungierten Zustinde sowie die Komplementaritdtsbedingung
auszunutzen. Dabei sind die Stellen problematisch, an denen |pg| in einer Umgebung
von f3 liegt, da auf der Menge {|pg| = 8} die Losung ug nicht durch den adjungierten
Zustand festgelegt wird und man somit auf dieser Menge ug — u, nicht abschétzen kann.

2.22 Satz. Sei >0, ug, up € L°(Q) und weiterhin gelte fir e > 0

w({llpo] = Bl <e}) <Oy -e.

Dann gilt fir alle d < 1/3
Huo - U(XHQ § Cdad.

Beweis. In diesem Beweis werden mit C' verschiedene Konstanten bezeichnet.
Angenommen es gilt
Ipo — Palleo < Ca’. (2.16)

Wir betrachten ||ug — ual|3 = Jo (1o — ue)? dz und teilen Q in 15 disjunkte Mengen, je
nach Grole von pg und p,, auf. Da u(|pg| = ) = 0 gilt, miissen wir diese Mengen nicht
betrachten. Es zeigt sich, dass auf manchen Mengen ug = u, gilt, wihrend wir von den
anderen das Maf} beschranken kénnen.

po < — ol < 8 po >3
Pa < =B+ a-ug Up) = Ug = Uq (1) (2)
Pa € (B + - uq, —f] 3) ) (2)
|pa| <p (1) Uy = uq =0 (1)
Pa € (0,0 + - u) (2) 1) 4
Pa = B+ a-up 2) (1) Uy = Uq = Up
In den mit (1) gekennzeichneten Mengen gilt wegen (2.16)

llpo| = B < Cat
und somit gilt fiur das Mafl M dieser Mengen
M <y ({llpol = 6] < Ca'}) < G- Cat
Fir die Mengen (2) gilt im Falle 8 = 0 diesselbe Argumentation wie fiir die (1). Ist

hingegen (3 > 0, dann haben, wegen |pg—po| > 203, die mit (2) gekennzeichneten Mengen
fir kleines o das Ma#f 0.
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Fiir die Menge (3) gilt
lpo + B| < a-uq + Ca?,

und wegen u, € L* folgt
lpo + 6| < Ca?

fur kleine . Somit haben wir auch bei dieser Menge fiir das Mafl M
1
M < ({llpo] = B < Caz }) < €1 - Ca.

Die Menge (4) wird analog behandelt.
Mit diesen Abschitzungen der Mafle und mit ug, up € L>°(2) gilt nun

[lug — uaﬂg < Cal.

Aus (2.12) folgt nun
d+2
HPO _pa”oo <Ca 1.

Wir haben also

d+2 d
Ip0 = Pallos < Ca = |Ipo = palls < Ca™® und [lug — uql2 < Ca?.

Aus Satz 2.19 folgt
1
”pO _paHoo < Cazx.

Nun betrachten wir die Folge
ag + 2

4

mit ag = % Diese Folge ist monoton wachsend und hat den Grenzwert 2/3. Damit gilt
fir alle d < 2/3

Ag+1 =

o — Palleo < Odad
und somit fiir alle d < 1/3
HU() — uaHg § Cdad. -

Die Voraussetzung
p({llpol = Bl <e}) < Cp-e.

ist zum Beispiel dann erfiillt, wenn u({|po| = B}) = 0, po stetig differenzierbar und
Vipo # 0 auf {|po| = 8} gilt.
2.23 Satz. Man erhdlt

Uu, (v (7
e 2 0112 > 2 01125

und
luo — uall3 < [[uoll3 — lluall3-
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Beweis. Aus (2.12) folgt

lua = uoll3 < {uo, uo — ua)
luall3 = 2(ua, uo) + lluol3 < lluoll3 — (ua, uo)
1

1
it — Suoll3 = 7lluol} <0

und daraus ergibt sich die erste Ungleichung. Aus
[uall3 = 2(ua, o) + lluoll3 < l[uoll3 — (uas uo)

folgt nun aber auch

Bevor wir nun noch einen Satz zu der Differenzierbarkeit von wu, angeben, benttigen
wir noch drei Konvergenzaussagen fiir L?-Funktionen.

2.24 Lemma. Sei f(h) € L*(Q) fiir h € Us(0) mit § > 0. Weiterhin gelte f(h) — f in
L2(Q) fiir h ™\, 0, dass heifit,

lim /(1) = Fl = .

Weiterhin gelte fiir g € L*(Q), dass g(x) > 0 fiir fast alle x € 2. Dann gilt

max (—%,f(h)) — f fir h ™\, 0
max (0, f(h)) — max(0, f) fir A\, 0
max<0,f(h)—%> —0 fir h ™\, 0

Beweis. Wir beweisen nun zuerst die dritte Aussage. Wir setzen I(h) := {f(h) — % > 0}

und haben
= (=) o]
_/I(h)f(h)z az|

_ 1

B 2
/ 7 dz
1)

Hmax (0, F(h) — %) —0

IN

=

IN

+

i U= e
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Aus der Konvergenz f(h) — f folgt nun sofort, dass der zweite Summand gegen 0 geht.
Da f € L?(Q) folgt aus der Stetigkeit des Integrals und aus p(I(h)) — 0 sofort, dass
auch der erste Summand gegen 0 geht. Wir miissen also nur zeigen, dass p(I(h)) — 0
fir A\, 0.

Sei nun ein € > 0 gegeben. Dann existieren M,5 > 0 und A C Q mit:

e 1({g < d}) < e (Vergleiche Beweis von Lemma 3.5),
° ,u({f > M}) < e (Satz von Tschebyschow),

e 1(A) <eund f(h) — f gleichmiBig auf Q\ A (Satz von Jegorow).

Nun existiert ein hg > 0 sodass fiir alle h < hyg

I(F(h) = lallo < M
gilt. Nun gilt fiir alle A < min (ho, ﬁ) auf der Menge B =Q\ A\ {g <0} \ {f > M}

f(h)—%§2M— <0.

S >

Damit gilt I(h) C Q\ B fiir kleine h und damit p(Z(h)) < 3e.
Die erste Aussage folgt direkt aus der dritten: Es gilt

—

max (0, —f(h) - %) + min (0, —f(h) - 9) + % = —f(h)
und daraus folgt
max (0,—f(h) - %) + f(h) = —min (%,—f(h)) = max (—%,f(h)) .

Wegen —f(h) — —f konvergiert der erste Summand auf der linken Seite gegen 0 und
damit folgt

max <—%,f(h)> — f fir A\, 0.

Um nun noch die zweite Aussage zu beweisen zerlegen wir €2 in Teilmengen

Li(h) = {f(h) > 0 und [ >0}
I(h) = {f(h) <0 und f >0}
Iy(h) = {f(h) > 0 und f < 0}
Iy(h) = {f(h) <0 und f <0}.

Nun definieren wir noch |Jwl| := |lw|f||2 und es gilt

I max(0, f(R)) = max(0, N2 < [f(A) = Fll3" + IF (W15 + |1 F1l2?
< I (R) = FlIZ + 1 (R) = FlIZ* + IF15° + [1F1152-
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Wegen f(h) — f folgt, dass die ersten beiden Summanden gegen 0 gehen. Um nun zu
zeigen, dass auch die letzten beiden Summanden gegen 0 gehen, reicht es zu beweisen,
dass u(IyUI3) — 0. Ware nun pu(l;(h)) > e fur i € {2,3} und beliebig kleine h, so wiirde
ein § > 0 mit

/L(f(h)—f)? dwz/hﬂ do > §

existieren (Vergleiche Hilfssatz im Beweis von Lemma 3.5). Dies ist aber gerade ein
Widerspruch zu der Konvergenz f(h) — f in L?(Q). Damit gilt u(lo U I3) — 0 und
somit auch

max (0, f(h)) — max(0, f) fiir A\, 0 [ |

2.25 Satz. Fir fast alle o > 0 gilt, dass die Abbildungen uy, Yo, Po im Punkt «
differenzierbar sind und es gilt

. 1 1, B

U = (_?pa + Epa)XhUIz + @(XH - XIQ)
ya = Sua

Do = _S*yom

wobei

I = {pa€(B,8+auw)}
Iy = {pa€ (=0 +aus,—0F)}.

U, Yo und po existieren als L?-Grenzwerte des Differenzenquotienten.

Beweis. Der Beweis folgt im Wesentlichen dem von Gleichung (3.11) in [Sta08].

Zuerst zeigen wir, dass fiir fast alle a > 0 der Differenzenquotient fiir u,, einen schwa-
chen Grenzwert hat. Sei nun ein o > 0 gegeben. Aus Satz 2.18 wissen wir, dass u,
lipschitzstetig ist. Damit gilt fir eine Folge {a,}oo | mit a,, — «, dass ||%H2 be-
schriinkt ist und somit eine Teilfolge existiert, die schwach gegen ein 1, € L?(9) kon-
vergiert. Sei {vy, k € N} eine abzithlbare, dichte Teilmenge von L?(f2). Die Funktionen
Yk o= (Vg, uq) sind lipschitzstetig und damit nach dem Satz von Rademacher fiir fast
alle a > 0 differenzierbar. Damit gilt fiir fast alle a > 0

1 1

(la, vg) = lim —— - (Ua — Uay, vk) = $p = lim ——

,<ua - Ua/,Uk>.

Sei nun w € L?(Q) gegeben. Es existiert eine Folge {wy}re; C {vk, k € N} mit wy — w.
Dann haben wir

(a—tq)wi |+ 227 (wa—uq)|2 lw—wg]|2.

| (it w)—

a—a a—a’

L (o =) )| < lttall2 [w—wg|2+| (ta—
N———

const beschrankt

Der erste und der dritte Summand werden fir geniigend grofles k kleiner als € > 0 und
fiir ein festes k& wird nun der zweite Summand fiir o/ nahe an « kleiner als €. Damit gilt
fir fast alle a > 0

1

(g — Ugr) = Tt in L3(Q) fiir o/ — av.
a—«

/
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Daraus folgt nun

1

a—of

(Pa — Par) — Do in L2(Q) fiir o/ — a.

Wir verwenden nun fiir v die Darstellung (vergleiche auch Gleichung (2.9b) mit ¢ =
a1

u=a"" (max(0,p — B) + min(0,p + B) +
—max(0,p — 8 — aup) —min(0,p + 5 — auy)) .

Die rechte Seite dieser Darstellung leiten wir nun in Richtung 1 und in Richtung —1
ab und erhalten, dass die Differenzenquotienten stark in L?(2) konvergieren. Dies gilt
damit auch fiir den Differenzenquotienten von u,. Diese aufwendigere Rechnung wollen
wir exemplarisch fiir die Richtungsableitung in Richtung 1 fiir den ersten Summanden
vorfihren.

Wir definieren g(o/) = pao'é—,_ﬁ und f(h) = +(g(a + h) — g(@)). Dann gilt

|
|
+

}ll%f(h):g(a)_ o 2

Nun betrachten wir den Differenzenquotienten von max(0, g(cv)), also +(max (0, g(a +

h)) — max(0, g(e))).
Auf der Menge {zx € Q: g(a) > 0} gilt

(max(0, g(ar -+ b)) — max(0,g(a)) = 5 [max(0, g(a + 1)) ~ (o)

= max (—@,f(h)) — g(a) fiir h\, 0,

vergleiche auch mit der ersten Formel des letzten Lemmas.
Auf der Menge {z € Q: g(a) = 0} gilt

(max(0, g(0r + 1)) — max(0, g(a)) = 1 [max(0, g(a + )]
=max (0, f(h)) — max(0,g(«)) fiir h \, 0,

vergleiche auch mit der zweiten Formel des letzten Lemmas.
Auf der Menge {z € Q: g(a) < 0} gilt

l(]0[1a:><(0,g(a + h)) —max(0,g(a))) = 1 [max (0, g(a + h))]

h h
:max<0,f(h)+@) — 0 fiir h \ 0,

vergleiche auch mit der letzten Formel des letzten Lemmas.
Somit erhalten wir die Richtungsableitung von max(0, g(«)) in Richtung 1 als

g(a)XIv
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wobei I = {g(a) > 0 oder g(o) =0, g(a) > 0}.
Fiir die anderen drei Summanden kann ebenso verfahren werden und wir erhalten fir
Uqy
. 1 1. IS
Uo = <_$poc + apa> Xnul, + @(Xh - Xlz)
wobei
I ={pa € (B, + aup) oder py, = B, po > 0 oder po = 5+ aup, pa < up}
Iy = {po € (=0 + aug, —f3) oder p, = =0, Po < 0 oder p, = —0 + aug, Pa > Ug} -

Die Berechnung fiir die Richtungsableitung in Richtung —1 ist analog und wir erhalten
. 1 L. p
la = (= —gPa+ ~Da | Xtun + 5 (X1s = X11)

wobei

I3 = {pa € (3,8 + auy) oder p,, = 3, po < 0 oder p, = 3+ aup, pa > up}
Iy = {pa € (=0 + aug, —f3) oder p, = =0, Po > 0 oder p, = —0 + atg, pa < Ug} -

Weiterhin erhalten wir aus diesen beiden Rechnungen, dass der Differenzenquotient von
uq sogar stark konvergiert, da dies fiir die rechte Seite in der Darstellung fiir u,, gilt.

Vergleichen wir nun diese beiden Darstellungen von 1, auf den Mengen {p, = (3},
{pa = B+ aup}, {pa = —F} und {po = —f + au,}, so erhalten wir

Pa = ﬁ :>pa:0
Pa = B+ ouy = po = uyp
pa:_ﬁ :>pa:0

pa:_ﬂ+aua jpa:ua-

Damit ist auf diesen Mengen die Ableitung gerade 0 und somit erhalten wir

. 1 1.
Uo = (_Jpa + apa> XNLUl, + @(le — XIb)

wobei

I = {pa € (B, 8+ aw)}
I, = {pa S (_5 +04ua7_6)}7

und somit héngen die Mengen I; und I nicht mehr von p, ab. Wir erhalten zusammen
mit den Gleichungen

Yo = Sua
Do = _S*ya
ein lineares Gleichungssystem, mit dem wir 7, berechnen kénnen. |
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2.7 Numerische Untersuchungen

In dem letzten Abschnitt des Kapitels soll diskutiert werden, wie man eine Losung u,
fur kleine «v berechnen kann und es soll untersucht werden, inwieweit man die berechnete
Konvergenzordung im Falle der Diskretisierung beobachten kann.

Wir wissen, dass wir fiir die Nullstellensuche der Funktion (vergleiche auch Glei-
chung (2.9b) mit ¢ = o™ 1)

F(u) = u+a~" (—max(0,p — ) — min(0,p + §) +
max(0,p — 8 — aup) + min(0,p + 5 — aug)), (2.17)

wobei mit p = S*(yq — Su) der adjungierte Zustand bezeichnet wird, ein semiglat-
tes Newtonverfahren verwenden konnen. Wir bezeichnen mit F’(u) die verallgemeinerte
Ableitung der Funktion F an der Stelle u. In [Sta08] wurde ||F’(u)~!|| < 1 gezeigt. In
[CNQOO, S. 1211] wurde eine Formel fiir den Konvergenzradius hergeleitet: Gelte

|F () = F @)~ F'(w)(u =)z < 57w =l

mit ¢ < 1 und M > ||F'(u)~!||, auf einer offenen Menge U, dann konvergiert das semi-
glatte Newtonverfahren mit einem Startwert aus U gegen die Losung w. Wenn man nun
die linke Seite auswertet, dies wird hier exemplarisch an dem ersten max-Term von F
vorgerechnet, kommt man auf Terme der Art

o ([ ooy dx)%,

wobei A = {8 — S*Sh > p > } und h = T — u. Schitzt man nun p — 3 auf dieser Menge
nach oben mit S*Sh ab, erhilt man

1 * 2 %
<« (§*Sh)” dz
A
und mit ||S*Sh||s < [|S*S||||R]]2

1y or 1
<a 8™ - ||hll2 - u(A)z.

Es wird nun benétigt, diesen Term von oben mit ¢||h||2 abzuschitzen. Wir miissen also
eine Schranke fiir ||h||2 angeben, fiir die

n(A) <C

gilt. Dies héngt aber von dem Verhalten von p fir Werte in der Ndhe von 3 ab und lasst
sich nicht konkret abschéitzen, da p als adjungierter Zustand von uw noch unbekannt ist.
Wir kénnen lediglich angeben, dass u(A) — 0 fiir A — 0. An obiger Rechnung erkennen
wir aber, dass der Konvergenzradius von o abhingt. Je kleiner « ist, umso kleiner muss
auch 1(A) sein und damit verkleinert sich auch der Konvergenzradius.
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In numerischen Berechnungen hat sich gezeigt, dass fiir relativ grofle a der Konver-
genzbereich so grof ist, dass 0 im Konvergenzbereich liegt und so das Newtonverfahren
mit Startwert O konvergiert. Aus der stetigen Abhéngigkeit der Losung von « wissen wir
nun, dass die berechnete Losung in der Ndhe der Losungen fiir kleinere « liegt und so
auch im Konvergenzbereich fiir diese kleineren a. Damit ergibt sich als Vorgehen

Algorithmus 1:
1. Wéhle a > 0
2. Vergroflere « solange, bis Newtonverfahren mit Startpunkt 0 fiir o konvergiert
3. Wihle o/ mit 0 < o/ < «

4. Vergrofiere o/ solange, bis Newtonverfahren mit Startpunkt u(o’, a, ug) fiir o’ kon-
vergiert

5. Setze a «— o
6. Ist a klein genug, dann FERTIG, sonst weiter bei 3.

Hierbei ist u(a/, o, uy) eine Schitzung fiir den Wert u,/, wenn wir fiir @ schon die
Losung wu, kennen. Eine einfache Schitzung wére zum Beispiel u(o/, o, uq) = uq. In
[GGWO08] wird eine Aufgabe des Typs

U = Projy, u,) (9(@) = Gla)u)

behandelt. Hierbei ist die Losung u der Projektionsgleichung gesucht und es ist g(«) €
L>, G(a) € L(L?, L?). Setzen wir g(a) = a~'S8*y; und G(a) = a~'S*S so erhalten wir
die Komplementaritéitsbedingung fiir § = 0

U = Projyy, 4,1 (8" (ya — Su)).

Fir 8 # 0 erhalten wir eine etwas andere nichtlineare Gleichung, da w auf den Tei-
len von Q verschwindet, auf denen |p| < § gilt. Obwohl somit von [GGWO08] der Fall
(3 # 0 nicht abgedeckt wird, wollen wir trotzdem die Ergebnisse auf unsere Problemstel-
lung anwenden und numerisch untersuchen. Es werden in der Arbeit drei Schiatzungen
angegeben.

up = uq + (' — a) (2.18a)
Uy = Projp,, 4,1 (e +w(a’ —a)) (2.18b)
g = Proj, 4y (0 'pa — 0”0 = @)pa +a”Tpla’ — ), (2.18¢)

wobei hier 4(o/ — ) und p(a’ — «) die Richtungsableitungen in Richtung o/ — « sind.
Fiir unseren Fall kénnen wir, wie oben erwéhnt, in (2.18¢) nicht Projy, 4, verwenden,
sondern nutzen stattdessen, mit ¢ = o 'p, — a2(a/ — a)ps + o p(a — @),

u3 = min(max(0, ¢ — o/ 71 5), up) + max(min(0, ¢ + &' 71 5), uy).
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Diese Formulierung ergibt sich gerade aus der Komplementaritatsbedingung (2.11). Es
wurde gezeigt, dass die dritte Strategie (2.18c) Abschéitzungen in L erlaubt, wéihrend
dies fiir die anderen nicht moglich ist. Es soll nun numerisch untersucht werden, wie sich
dies fiir unsere Aufgabe verhélt und welchen Einfluss dies auf das Newtonverfahren hat.

10° ; ; , 10°

=
<,
=
o
c}

=
o,
S

Residuum von F

Fehler der Approximation
E\
N

=
S,
3
[N
o
&

-10 . A -20
9 -8 -6 5 10

10 : ‘ ‘ . ‘ ‘ .
10" 10 107 10 107 1 2 3 4 5 6 7

ba @ x107°
(a) L?-Fehler der Schitzungen (b) Schétzung im Konvergenzbereich?

Abbildung 2.3: Schétzungen fiir wu,,

Fiir Abbildung 2.3 wurden folgende Parameter verwendet:

Q=10,1)?
1
Va=7¢ sin(27x) sin(27y) e
ug = —30
upy = 30
g=10"°

hmaz = 0.1 (maximale Kantenlénge im FEM-Netz)

Zuerst wurde die Losung u, fiir & = 107° berechnet. AnschlieBend wurde fiir kleinere
o die Losung u, sowie die Schitzungen berechnet. Weiterhin wurde ein semiglattes
Newtonverfahren mit der Schéatzung als Startwert durchgefiihrt. In dem linken Diagramm
wurde die Abweichung der Schitzung von der Losung in der L?-Norm und in dem rechten
das Residuum || F(uy)||2 des Ergebnisses uy des Newtonverfahrens dargestellt.

Man sieht, dass beziiglich der L?-Norm die 3. Schiitzung um einen konstanten Faktor
schlechter ist. Allerdings zeigt sich, dass fiir & = 107> und bei einem Wert von circa
9-107° fiir o/ die Schiitzung u3 nicht mehr im Konvergenzbereich des semiglatten New-
tonverfahrens ist. Die besten Ergebnisse beztiglich der Konvergenz des Newtonverfahrens
liefert die Schétzung uq.

Fiir feinere Diskretisierungen ergeben sich dhnliche Diagramme, siehe Abbildung 2.4.
Obwohl die 3. Schiitzung schlechtere L?-Normen liefert, widerspricht dies aber nicht den
Ergebnissen aus [GGWO08], da dort nur gezeigt wird, dass fiir diese Schiatzung auch die
L*°-Normen o(A«) sind.
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Abbildung 2.4: Schitzungen fiir u,/, h = 0.05 (oben), h = 0.025 (unten)

Auch fiir andere Parametersitze ergibt sich, dass die Schatzungen 1 und 2 fiir kleinere
o/ als Schitzung 3 konvergieren. Daher werden wir in Algorithmus 1 die Schétzung 1
verwenden.

Damit ist es nun moglich Losungen wu, fiir sehr kleine Werte o zu berechnen. Dies
wollen wir nun nutzen, um an einem konkreten Beispiel die experimentelle Konvergenz-
ordnung zu messen. Dazu konstruieren wir uns zuerst eine Aufgabe, deren (diskretisierte)
Loésung ug wir kennen. Wir setzen die Parameter

Q=1[0,1]?
U, = —30
up = 30
=10

und wéhlen y, = —Ap

yp = 107! sin(37x) sin(27y) e** e¥
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und erhalten den optimalen Zustand als Losung von

—AD =y, auf Q
p=0 aufl.

Diese Vorgehensweise hat den Vorteil, dass man, um g4 zu berechnen, nicht die numerisch
instabile Ableitung —Ap auswerten muss. Nun kénnen wir geméfl Abbildung 2.1

U = UaX{p<—p} T UbX{p>8}
setzen. Der gewiinschten Zustand y4 berechnet sich nun zu
yao=—Ap+7 =y, +7, (2.19)
wobei 7 der optimale Zustand ist. Dieser ist Losung von

—A7y =71 auf Q
7 =0 auf I'.

Diese partiellen Differentialgleichungen werden wir mittels der FEM diskretisieren und
dann 16sen, damit u die Losung der diskretisierten Aufgabe ist. Damit kénnen wir den
Approximationsfehler im diskretisierten System (") — H,(lh) beobachten.

Diese Aufgabe wurde nun fiur finf Gittergrofien gerechnet. Der Wert fiir o wurde
jeweils soweit verkleinert, bis u, mit ug iibereinstimmte. Dieser Effekt, dass u, = ug fiir
kleines «, ist sowohl eine Auswirkung der Diskretisierung als auch der Wahl von y4. Wir
wissen, dass p, in der H- und somit auch in der L*°-Norm gegen po konvergiert. Damit
werden wir fiir ein kleines a erhalten, dass po(x;) ¢ (=0 + auq, —B) U (8,8 + auy) fiir
alle Punkte x; des Gitters gilt, da |p(x;)| = 3 sicherlich fiir kein x; gilt. Vergleichen wir
dies nun mit dem Optimalitatssystem fiir (ug, po), welches in Abbildung 2.2 dargestellt
ist, so sehen wir, dass in diesem Falle die aktiven Mengen korrekt aufgelost wurden sind
und uq(x;) € {uq(x;),0,up(x;)} gilt.

Die Ergebnisse sind in Abbildung 2.5 dargestellt. Aufgrund der logarithmischen Ska-
lierung konnte jeweils nur das vorletzte berechnete o dargestellt werden, da fiir das
letzte u,, = ug gilt und der Fehler somit 0 ist. Weiterhin sind in Abbildung 2.5 die ex-
perimentellen Konvergenzraten von u, und p, dargestellt. Dazu wurde fir den Fehler
e(a) = ||lug — uql|2 angenommen, dass

e(a) =C-a? (2.20)

gilt. Wenn wir nun fiir a; und as den Wert e kennen, konnen wir d als

_ s ey

log g—;

berechnen. Da allerdings in Gleichung (2.20) das Gleichheitszeichen nur eine Annah-
me ist, kann die experimentelle Konvergenzordnung nicht mehr als ein Hinweis auf die
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Abbildung 2.5:

Konvergenz von uq, Yo, Pa
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richtige Konvergenzordnung sein. Die Abbildungen 2.5 (¢) und (d) kann man nun so
interpretieren, dass fiir grofle a u, ~ éS*yd gilt (Vergleiche hierzu auch Lemma 3.5).
In diesem Bereich kann man noch keine Konvergenz beobachten. Die Konvergenz stellt
sich erst bei aw =~ 10~° ein. Fiir grobe Netze werden bei dieser Gréfie von a allerdings die
aktiven Mengen schon sehr gut aufgelést und die Konvergenzordnung damit kiinstlich
erhoht. Bei den zwei feinen Netzen erhalten wir im Bereich ov ~ 107° ... 1077 fiir u eine
Konvergenzordnung von ungefahr 0.5 und fir y ungefahr 1. Damit erhalten wir in der
Numerik bessere Ergebnisse, als wir in der Theorie beweisen konnten.

Wenn wir nun allerdings y, nicht wie oben beschrieben konstruieren, sondern frei
wahlen, dann erhalten wir nicht die Eigenschaft, dass wu, flir ein kleines « auch die
Aufgabe fir a = 0 16st. Wir setzen

yq = 107! sin(37x) sin(27y) €
und belassen die anderen Parameter auf den oben angegebenen Werten. Fiir diese Auf-
gabe kennen wir ug nicht, konnen aber mit der Gleichung (2.9b) iiberpriifen, ob u, = o,
da ug die einzige Nullstelle der linken Seite von (2.9b) ist. Bezeichnen wir nun den Wert
dieser linken Seite mit F'(u), so erhalten wir mit ¢ = 10 Abbildung 2.6.

10° f

107 10° 10

Abbildung 2.6: Werte || F(ug)||2 mit F' aus (2.9b)

Wenn wir bei einer Kantengitterlange h = 0.05 u, darstellen lassen, erkennen wir,
dass fiir manche z; u(z;) nicht die Werte aus {uq,0, 4} annimmt und auch fir a — 0
gegen andere Werte konvergiert. Man konnte nun vermuten, dass sich um die Gebiete,
in denen u € {u,,up} gilt, ein Ubergangsbereich einstellt. Diese miissten wir erkennen,
wenn wir das Gitter verfeinern. In Abbildung 2.7 ist u,, fiir zwei Gittergrofien dargestellt.
Aber auch bei der Kantenlinge von h = 0.025 sehen wir keinen stetigen Ubergang an
den Réndern der Gebiete u € {ugq, up}. Wir konnen also vermuten, dass fiir dieses y4 die
diskretisierten Losungen ugh Punkte besitzen, an denen u(()h) ¢ {uq,0,up} gilt, aber fir
exakte Losung ug gilt ug € {ug, 0, up}.

Nun stellt sich die Frage, worin sich die beiden y4 unterscheiden, da fiir das erste
die Losung bei einem « > 0 angenommen wurde, wahrend sich bei dem zweiten die
Losung der diskretisierten Aufgabe vermutlich von der diskretisierten Losung der exakten
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(a) uq mit h =0.05 (b) uq mit h = 0.025

Abbildung 2.7: Darstellung von wu,, fiir a = 10719

Aufgabe unterscheidet. Aus Gleichung (2.19) erhalten wir, dass y4 aus zwei verschiedenen
Anteilen besteht. y, wurde aus C>(Q) gewihlt, wohingegen fiir den Anteil 7 gilt, dass
—Ay = u Spriinge in der Hohe von |u,| = |up] = 30 aufweist. In unserem zweiten
Beispiel hatten wir hingegen yq € C°°(Q) gewihlt. Damit erweist sich das erste Beispiel
giinstiger, da bereits in y4 die Informationen tiber die Lage von u € {u4,up} enthalten

sind.
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3 Ein Problem mit streifenformigen
Losungen

In diesem Kapitel soll untersucht werden, ob es mit einem passenden Zielfunktional
moglich ist, Losungen, bei denen Sparsity entlang Streifen auftritt, zu erzeugen. Es soll
ein Zielfunktional mit einem Term der Form

fww=/</Maw2@)im (3.1)

untersucht werden. Dieser Term lésst sich auch als f(u) = ||(z — |Ju(x,-)||2)||1 schreiben.
Da wir aus Kapitel 2 wissen, dass die L'-Norm dafiir sorgt, dass die Steuerung auf Teilen
des Gebiets identisch 0 ist, konnen wir erwarten, dass die L?-Norm ||u(z, -)||2 fiir manche
x identisch 0 wird. Damit kénnen wir das gewiinschte Verhalten erwarten.

In den ersten beiden Abschnitten wird eine Aufgabe mit L?-Norm behandelt, um
Losungstechniken zu erkennen und diese auf den komplizierteren Ansatz anzuwenden.

3.1 Eine Aufgabe mit L?-Norm

Es soll folgende Aufgabe behandelt werden

minimiere J(y, u) := 3lly — yall3 + §ull3 + Bllull2

unter (y,u) € L? x L?
ug < u < uy (3.2)
—Ay =wuin Q
y=0auf

Hier bei sind o > 0, 8 > 0, sowie ug, up € L?(Q), uy < 0 < up und fiir Q sei dieselbe
Regularitdt wie im vorherigen Kapitel gefordert. Wir erhalten wieder den Steuerungs-
Zustands-Operator S : L' — L?. Damit kénnen wir auch hier das reduzierte Zielfunk-
tional J(u) = J(Su,u) einfithren. Weiterhin ist Uy,q in L? schwach kompakt, dies folgt
aus dem Satz von Banach-Alaoglu-Bourbaki, da L? reflexiv ist, und somit existiert eine
eindeutige optimale Steuerung (analog zu Satz 2.8).

Es ist anzumerken, dass der Parameter « nicht die Rolle eines Regularisierungspa-
rameters hat. Es wird sich zeigen, dass wir auch fiir a = 0 Losungen ohne zusétzliche
Schwierigkeiten berechnen kénnen.

Um nun die Optimalitdtsbedingung (2.4) anwenden zu koénnen, berechnen wir den
Subgradienten der L?-Norm und erhalten

Oulls :{ gzy)z} uz0 (3.3)

u = 0.




Damit ergibt sich die Variationsungleichung

(u—Tu, 0+ PX—D) >0 Yu € Uy (3.4)
mit A € 9|[@|2 und p = S*(y4 — Su). Damit erhalten wir
3.1 Satz. Fir Aufgabe (3.2) giltu =0< (> [|S*y4l2-

Beweis. Gelte u = 0. Gleichung (3.4) ergibt sich zu
(u,ﬂX — S*yd> >0 YueUyy

mit A € B1(0) in L?(2). Wegen u, < 0 < u, ergibt sich B\ — S*yy = 0 oder anders
formuliert [|S*yqll2 < 8.

Ist hingegen 3 > ||S*yq4/|2, dann ist die Variationsungleichung (3.4) fiir w = 0 erfiillt
und 0 somit die eindeutig bestimmte Losung. |

Damit haben wir ein Kriterium, mit dem wir entscheiden kénnen, ob die Optimallo-
sung 0 ist. Daher werden wir uns im weiteren nur mit dem Fall @ # 0 beschéftigen. Die
Variationsungleichung ergibt dann

u

—— — D) >0 Vu € Uy. (3.5)
]l

(u—u,au+

Aus dieser Bedingung erhalten wir sofort

3.2 Lemma. Sei 3 < ||S*yqll2. Dann gilt, w lost die Aufgabe (3.2) genau dann, wenn u
die Aufgabe

minimiere J(y,u) := %Hy —yqll3 + %(O& + ||Eﬁ||2)||u\|%

unter (y,u) € L? x L?
Uy < u <y (3.6)
—Ay=u in
y=0 auf I

lost.

Beweis. Aus der Gleichung (3.5) erhélt man, dass beide Optimierungsaufgaben dieselbe
Variationsungleichung und damit dieselbe Losung besitzen. |

Nun kénnen wir fiir v > 0 das Zielfunktional J®)(u) := 1(|Su — yql|3 + 3 (a + g)HuH%
definieren. Bezeichnen wir nun die Lésung von min,cy,, J ) (1) mit u¥) = U4 8/v, dann
kénnen wir die Losung von (3.2) mit dem folgenden Satz charakterisieren.

3.3 Satz. uw # 0 lost die Aufgabe (3.2) genau dann, wenn @ = u") und |[u") ||y = v fir
v >0 gilt.

Beweis. ©w # 0 1ost die Aufgabe (3.2) & @ # 0 16st die Aufgabe (3.6) < w # 0 16st
minucy, JOTD () & [ = v > 0, 7= u®). 0
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Die Sétze 3.1 und 3.3 kénnen wir wie folgt zusammenfassen.

3.4 Satz. T lost die Aufgabe (3.2) genau dann, wenn @ = u™), [|[u®)||y = v und, falls
u =0, fir den adjungierten Zustand ||p|2 < 0 gilt.

Beweis. Folgt mit Fallunterscheidung in @ = 0 und w # 0 direkt aus den Sétzen 3.1 und
3.3. |

Wir definieren nun die Funktion ® : [0,00) — R,
0 firv =20
() = ir v
|u®]]y  fiir v > 0.

Bevor wir nun wichtige Eigenschaften von ® zeigen koénnen, bendtigen wir noch ein
Lemma.

3.5 Lemma. Sei u, die Losung von minyep, ,(5||Su—yall3 + ||ul3). Dann gilt cu, —
S*yq in L? fir a — oo.

Beweis. Zunichst zeigen wir einen Hilfssatz: Sei b € L?(Q) und b(z) > 0 fiir fast alle
z € Q und € > 0 gegeben. Dann existiert ein § mit

/bzdchS VB CQ, u(B) > e.
B

Hierfiir definieren wir eine Funktion g : RT — RT, g(7) := pu({b* < ~}). Sofort folgt g
monoton wachsend und g(0) = 0. Damit existiert lim,_o g(y) und es gilt

lim () = Jim, o(27") = Jim g ({17 <277}

(A =2} = =op) =0

Damit ist g stetig in 0 und es existiert ein 6y > 0 mit g(dy) < %6. Wir definieren
G = {b* < 0o} und somit gilt u(G) < ie. Sei nun B C Q und p(B) > e. Dann gilt

/52 duz/ B2 duz/ So djp = p(B\ G) -8y > 2e -8y =: 0.
B B\G B\G 2

Damit ist der Hilfssatz bewiesen.

Als hinreichende und notwendige Optimalitdtsbedingung fiir die Aufgabe erhélt man
(vergleiche [Sta08] oder [Tro05]) Gleichung (2.11) mit § = 0. Klar ist, dass ||ug|l2 — 0
fiir o — o0.

Weiterhin gilt o ({pa # 0}) — 0 fir a — oco. Wére dem nicht so, so wiirde Je > 0 :
Voo > 0 : Ja > ap @ u({pa #0}) > e gelten. Aus der Komplementaritiatsbedingung
folgt nun |uq| > min(—ug, up) > 0 auf {pe # 0} und aus dem Hilfssatz erhalten wir

”UQH% 2/{ ;éo}(min(—ua,ub))Q d,u > (5,
Mo
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wobei 0 nur von &, u, und u; abhéngt. Dies steht im Widerspruch zu u, — 0 und somit

gilt p ({pa # 0}) — 0.
Sei nun € := sup,eqr,, [|8*Sulloo und Cz := [|S*Y4l|o. Aus Gleichung (2.11) erhalten
wir die Beziehung
S*(Su — yq) + aug + po = 0.

Somit gilt auf der Menge {p, > 0}
—Cy < auy — §*yg = aug — §*yqg = —S*Sug — pia < C1 — fla,

also
0< po <C1L+Co.

Analog erhalten wir auf der Menge {1, < 0}
02> po > —Cp — Co.

Damit gilt

=

lote — S*yalla < IS*Suallz + lpalls < IS Suallz + 1 ({pa # 012 - (CL +C2) =0 W

Nun koénnen wir Eigenschaften von & herleiten.

3.6 Satz. ® ist Lipschitz-stetig, monoton wachsend und auf R™ beschrinkt. Fir 3 <
IS*yall2 gilt, dass ein vy > 0 existiert, sodass

O(v) > v firv<uw
O(v) =v firv=1y
O(v) <v firv>uw

fir alle v > 0 gilt. Fir 8> ||S*yqlle gilt fir alle v >0
O(v) <.

Beweis. Die Monotonie folgt mit u®) = u,, 4 /v daraus, dass a + ||uq |2 monoton fallend
ist. Die Lipschitz-Stetigkeit von ® folgt direkt aus Satz 2.18 und die Beschréanktheit aus
der Beschrénktheit von U,4. Weiterhin ist klar, dass ®(v) — 0 fiir v — 0. Berechnen der

Ableitung im Punkt 0 ergibt fir § < ||S*yqll2
ltasrpmllz _ . (ot Dt smll2 _ 1S yall2

D)
lim = lim ————~— = lim
v—0 v v—0 14 v—0 (a + g)l/ 6

> 1.

Damit wissen wir, dass fiir ein v > 0 ®(v) > v gilt. Aus Satz 3.3 folgt nun, dass genau
ein vy > 0 existiert mit ®(vy) = 1. Damit erhalten wir mit der Stetigkeit von ®, dass
O(v) > v fir v < vy gilt. Aus der Beschrénktheit erhalten wir ®(v) < v fir groe v.
Die Aussage fiir 3 > ||S*yql|2 folgt sofort aus der Stetigkeit und Beschranktheit von @,
sowie der Nichtexistenz eines v > 0 mit ®(v) = v. [ |
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Wir wollen nun, um Ergebnisse aus [GGWO08] zu verwenden, eine alternative Dar-
stellung fiir ©*) und dementsprechend auch fiir ® angeben. Aus der notwendigen und
hinreichenden Optimalitdtsbedingung fiir min,er,, J ) (u) erhalten wir fir v > 0, dass
u) die (eindeutige) Losung der nichtlinearen Gleichung

. v .
U= PrOlfug) 5 (8 (Wa = Su)) (3.7)
ist. Im Fall v = 0 ergibt diese Projektionsgleichung gerade v = 0 = u(*). Diese Gleichung

bringt also die beiden Félle v = 0 und v # 0 auf eine gemeinsame Form. In der Notation
von [GGWO08] haben wir fiir v € [0, c0)

v *
g(v) = OWJrﬁS Yd

v *
G(v) = Ozl/—l—ﬁS S.

3.7 Satz. Die Abbildungen v — u®) und ® sind richtungsdifferenzierbar auf [0, 00).
Weiterhin ist ® fast diberall differenzierbar.

Beweis. Die Richtungsdifferenzierbarkeit folgt aus [GGWO08]. Da ® Lipschitz-stetig ist,
ist es nach dem Satz von Rademacher auch fast tiberall differenzierbar. |

3.2 Numerische Verfahren fiir die L?-Aufgabe

In diesem Abschnitt sollen numerische Verfahren fiir die Aufgabe (3.2) hergeleitet und
untersucht werden. Betrachten wir die definierte Funktion ® : [0,00) — R, so erhalten
wir (aus Satz 3.6) in Abhéngigkeit von § und ||S*ygllo zwei mogliche Verldufe, die in
Abbildung 3.1 dargestellt werden.

Man sieht, dass im Fall 5 < ||S*yg|l2 zwei Fixpunkte v = ®(v) vorhanden sind, wobei
nur der Fixpunkt mit v > 0 von Interesse ist. Dies legt folgendes Vorgehen nahe:

Algorithmus 2 (Bisektion):
1. Priife, ob 8 > [|S*yal|2-
2. Ist dies der Fall, dann ist = = 0 Losung.
3. Sonst wéhle kleines v; mit ®(v1) > v1 und grofies vy mit ®(vy) < ;.

4. Fithre nun das Verfahren der Bisektion (fortlaufende Intervallhalbierung) durch,
um einen Fixpunkt von ® zu finden.

In Schritt 4 dieses Verfahrens muss jeweils ®(v) bestimmt werden. Dazu eignet sich
ein semiglatte Newtonverfahren, wie in Kapitel 2 besprochen. Dieses funktioniert auch
im Falle a = 0, da fiir den Regularisierungsparameter im semiglatten Newtonverfahren
immer a+§ > o+ ﬁ > 0 gilt, wobel Vpqe = || max(up, —ug)|l2 + 1 als obere Schranke
fiir den Fixpunkt v dient.
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Abbildung 3.1: Darstellung der Funktion ® (blau)

In jeder Iteration wird der grofitmogliche Fehler | — vg| halbiert, man erhélt also

1 k
o= (3

Damit ergibt sich fiir den Fehler beziiglich v lineare Konvergenz. Aus a + g > 0 folgt
die Lipschitz-Stetigkeit von v — u(*) und damit ergibt sich auch lineare Konvergenz der
Steuerungen.

Fine weitere Moglichkeit die Fixpunkte der Funktion ® zu finden, ist die Fixpunkti-
teration. Dazu wahlt man einen Startpunkt vy und setzt vp 1 = ®(vg) fir k = 1,2,...
Eine schlechte Wahl als Startpunkt ist der Fixpunkt v = 0, da man mit diesem im Fall
B < ||S*yqll2 die Losung nicht findet. Wir erhalten also

Algorithmus 3 (Fixpunktverfahren):
1. Wihle v; aus RT \ {0}.
2. Berechne vy = ®(yy) fir k=1,2,...

Die Fragen nach der Konvergenz und der Konvergenzgeschwindigkeit beantwortet der
folgende Satz.

3.8 Satz. Das Fizpunktverfahren fir ® konvergiert fiir Startwerte v1 > 0 gegen die
Lésung von (3.2). Im Fall o > 0, f < ||S*y4ll2 oder B > ||S*yall2 lafit sich die lineare
Konvergenzordnung beweisen.

Beweis. Wir betrachten zuerst den Fall § > ||S*y4/|2. Dann erhalten wir aus Satz 3.6,
dass die Folge {1} monoton fallend und von unten beschrénkt ist. Damit konvergiert sie
gegen ein 1. Aus der Stetigkeit von @ folgt nun ®(vy) «— ®(v;) = vkr1 — 1 und somit
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®(vy) = vp. Da aber 0 der eindeutig bestimmte Fixpunkt ist, gilt 79 = 0 und die Folge
konvergiert gegen die Losung. Ist weiterhin 8 > [|S*y |2, so wissen wir, dass ®'(0) < 1
gilt, und damit folgt die lineare Konvergenzordnung aus dem Fixpunktsatz von Banach.
Sei nun f < [|§*yq4/|2. Wir betrachten zuerst den Fall v > 1, wobei 1 die positive
Losung von ®(v) = v ist. Wieder ist die Folge {vx} monoton fallend und von unten
beschrinkt durch 1y. Damit existiert wieder ein Grenzwert und es ldsst sich analog
zeigen, dass dieser gerade 1 ist. Fiir @ > 0 erhalten wir nun aus Satz 2.18 fiir v/ > 1y

uvll2vo | B B B Nuvlz, ,
lorlle = llwwoll2 < e = wills < 22\ 5 = o) = =g = (= o).
Damit haben wir
[ull = lluwolla o B Jlull2

v — 1y “av+p0 vV

und v/ — vy liefert
p
ot <—r <1
(VO) —_ CW/O +/3 )

wobei mit ®* die positive Richtungsableitung bezeichnet wird. Damit folgt die lineare
Konvergenzordnung.

Sei nun 0 < 11 < vy. Dann ist {v,} monoton wachsend und konvergiert analog gegen
vo. Fiir a > 0 gilt nun fiir v/ < 1y

[wll2v” | B 5 B lluwlls /
[t [l2 = g ll2 < g — w2 < ozl/o—l—ﬁ v = av + 8 V?) (vo —1v").
Damit haben wir
_wrlle = lluwolla o B Jlus 2

v — 1y “a+ 0 1

und v — vy liefert
- g
- <———<1
(VO) —_ O[V(] +ﬁ )

wodurch wir mit ®~ (1) > —1 wieder die lineare Konvergenzordnung erhalten. |

Eine weitere Moglichkeit die Nullstellen von ®(v) — v zu finden ist das Newtonverfah-
ren.

Algorithmus 4 (Newtonverfahren):
1. Wahle grofles 1 > 0
2. Berechne v = v — (P(vg) — v) /(D' (vg) — 1) fiir k= 1,2,. ..

Unter der Annahme, dass die Funktion ® konkav ist, zeigt sich, dass der Newtonschritt
korrekt definiert ist (®'(v) # 1) und dass das Newtonverfahren gegen die richtige Losung
konvergiert. Die Konvergenzrate ist dann quadratisch. Allerdings konnte die Konkavitét
von ® nicht bewiesen werden.
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In diesem Algorithmus muss in Schritt 2 jeweils die Losung «(“%) mit einem semiglat-
ten Newtonverfahren berechnet werden. Damit mufl man zusétzlich in jedem Schritt ein
Newtonverfahren 16sen. Die Idee ist nun, dass die Losung dieser beiden Gleichungssys-
teme gekoppelt werden. Wir definieren zunéchst (vergleiche Gleichung 2.17 mit 5 = 0)

F(U,p, V) =u-+ a;l (_p + max(O,p - al/ub) + mln(07p - al/ua)) )
wobei a, = o + g Nun sucht man eine Losung (u, ) des Gleichungssystems

F(u,8(yq — Su),v) =0
|lul|]g — v = 0.
Fiir Diskretisierung der Losung dieses Gleichungssystem ist es sinnvoll, die Variablen y

und p mit in das Gleichungssystem aufzunehmen, da man sonst nicht die Diinnbesetztheit
der FEM-Matrizen ausnutzen kann. Wir erhalten also

F(u,p,v) =0
u— Ay =0
Y+ Ap =y

|lull2 — v = 0.

Wir definieren nun dieses Gleichungssystem als G : L? x L? x H xR — L? x L? x H x R,
G(u,y,p,v) =

Da die max- und min-Terme von H nach L? verallgemeinert differenzierbar sind, ist G
fir u # 0 verallgemeinert differenzierbar und eine Ableitung ist gegeben durch

I 0 —a,'xs ﬁxm

, A 0 0

G'(u,y,p,v) = 0 7 A 0 :
SETER)| 0 -1
[lull2

wobei I = {ay, - uqy < p < ay - up}. Da die zweite und dritte Gleichung linear sind, sind
diese nach dem ersten Schritt immer erfiillt. Nun ist allerdings unklar, ob das Gleichungs-

System
duy, F(uk, Yk, Pk)
/ dyp, _ 0
G (ukaylmpkuyk) dpk‘ - 0 (38)
dvy, lluklle — vk

in jedem Schritt des Verfahrens eindeutig losbar ist.
In der Praxis hat es sich als giinstig erwiesen, u; = u(®*) zu wihlen, um die Konver-
genzeigenschaften zu verbessern.
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Algorithmus 5 (gekoppeltes Newtonverfahren):
1. Wahle v grofi.
2. Berechne u; = u®"), y; = Suj und p; = S*(yq — y1)-
3. Setze k — 1.
4. Lose (3.8) und aktualisiere die Variablen (up41 = ug + duy, etc.).
5. Setze k <« k + 1 und gehe zu Schritt 4.

Nun sollen die vier Algorithmen beziiglich ihrer Leistungsfahigkeit verglichen werden.
In jedem Algorithmus miissen Gleichungssysteme gelost werden, zum Beispiel zur Be-
rechnung von u*) oder zur Ermittlung von Ableitungen. Wenn wir nun die Aufgabe
mittels FEM diskretisieren und n innere Punkte haben, haben die grofiten Gleichungs-
systeme die Dimension 3n, da sie in u, y und p formuliert sind. Fiir das gekoppelte
Newtonverfahren haben die Gleichungssysteme die Dimension 3n + 1, da die Variable
v enthalten ist. Im folgenden werden nun diese grofien Gleichungssysteme gezéhlt. Die
Verfahren wurden abgebrochen, wenn ein Punkt v mit |®(v) — v| < ¢ gefunden wurde.
Folgende Parameter wurden verwendet:

Q=1[0,1]2

1
Ya=g sin(27x) sin(2my) e

Ug = —30
up = 30

a=107"
B=10"3

hmaz = 0.1 (maximale Kantenlénge), n = 137

Es ergaben sich folgende Werte:

€ Bisektion | Fixpunktv. | Newtonv. | gek. Newtonv.
1071 5 10 10 5
1072 19 11 12 7
1073 21 13 12 7
1074 24 15 12 7
107° 29 17 12 8
107° 33 18 14 8
1077 33 20 14 8
1078 39 22 14 8
1079 39 24 14 8
1010 46 26 14 8
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Wie erwartet, zeigt sich fiir die ersten zwei Verfahren die lineare Konvergenzordnung,
wéahrend bei letzten beiden die Anzahl geloster Gleichungssysteme durch die quadratische
Konvergenzordnung klein bleibt.

Fiir eine maximale Kantenldnge von A = 0.05, n = 647 erhalten wir folgende Werte:

€ Bisektion | Fixpunktv. | Newtonv. | gek. Newtonv.
1071 21 12 12 6
1072 21 14 14 8
1073 28 16 14 8
1074 28 17 14 8
107° 35 19 14 9
107° 37 21 16 9
1077 41 22 16 9
108 44 24 16 10
1079 47 26 16 10
1010 51 27 16 10

Fiir eine maximale Kantenldnge von A = 0.025, n = 2650 erhalten wir schlief$lich folgende
Werte:

€ Bisektion | Fixpunktv. | Newtonv. | gek. Newtonv.
1071 19 13 12 6
1072 26 16 14 8
1073 30 18 14 8
1074 32 19 14 9
107° 36 21 14 9
107° 38 22 16 9
1077 41 24 16 9
108 41 26 16 10
1079 50 27 16 10
1010 51 29 16 10

Bei allen Verfahren zeigt sich eine leichte Erhohung der Iterationszahl.

Weiterhin zeigt sich, dass auch das Newton- und das gekoppelte Newtonverfahren
gegen den richtigen Fixpunkt von ® konvergieren, wenn man mit einem grofien Startwert
beginnt. Als Startwert fiir diese Verfahren wird

v = || max(up, —ug)ll2 + 1

vorgeschlagen, da es auf jeden Fall grofler als der Fixpunkt ist. Fiir die anderen beiden
Verfahren wurde derselbe Startwert verwendet.

Um zu zeigen, dass diese Verfahren auch fiir den Fall o = 0 funktionieren, wurde auch
fiir diesen Fall eine Rechnung fiir die maximale Kantenlinge h = 0.1 durchgefiihrt und
es ergaben sich nur eine leicht erhohte Anzahl Iterationen:
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€ Bisektion | Fixpunktv. | Newtonv. | gek. Newtonv.
101 19 11 12 6
102 22 14 15 8
1073 25 16 15 8
1074 29 18 15 8
107° 31 19 15 9
107° 33 21 17 9
1077 33 23 17 9
108 41 25 17 10
1079 45 26 17 10
1010 48 28 17 10

3.3 Der passende Raum fiir das Zielfunktional

In diesem Abschnitt soll ein Raum definiert werden, der zu dem Zielfunktional (3.1)
passt und dessen Eigenschaften sollen untersucht werden.

3.9 Definition. Gegeben sei ein Gebiet € im R? mit den Voraussetzungen aus Kapitel 2.
Dann ist V der Raum aller mefibaren Funktionen v auf R?, die auerhalb von €2 identisch

0 sind und fir die )
/ (/ u(z,y)? dy) * da

endlich ist.

3.10 Satz. V wird mit

ully = / </U(:U,y)2 dy)% dzx

zu einem normierten linearen Raum und es gilt
L}(Q) — V — LY(Q)
Beweis. Es ist klar, dass V ein linearer Raum ist. Sei nun u,v € V. Dann gilt

v(z,-)l2)ll

lu+vlly = Iz — |lu(z,

)+
<llu(a, )2+ v(, )2
< @ = Ju(z, )2 + llo(z, )ll2)l
< (@ = flulz, )l + (@ = oz, )ll2)]
= [ully + [vllv-

Damit ist || - ||y eine Norm und V' ein normierter linearer Raum.
Sei nun u € L%(Q). Dann gilt
Jul = [ d
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Aus dem Satz von Fubini folgt nun

Julg = [ [ utw.p)? ay da.

Damit wissen wir, dass (z) := ||u(z, )|z € L?(R) — L'(R). Also ist

~ ENTN 1
[ullv = llally < ) [allz = p(S2)2[|ull2

und u € V. Damit gilt L?(2) < V. Sei nun ein u € V gegeben. Dann gilt |lu(z,-)||; <
C|lu(zx,-)||2 fir fast alle . Damit gilt auch

[ [weniayas<c [ ([ue? o) an

Mit dem Satz von Tonelli folgt nun
[ullr < Cllully
und somit V < L'(€). [ |

3.11 Satz. Der Dualraum V* von V' kann mit der Menge aller meflbaren Funktionen ¢
auf R?, die auferhalb von Q identisch 0 sind und fir die

essgcsup/gp(gn,y)2 dy
endlich ist, identifiziert werden. Es gilt dann
(u, p)y,y* = /u <o dp.
Die Norm auf V* ist

1
2
llolly+ == ess sup (/ w(x,y)z) dy.
xT

Beweis. Sei ¢ € V* gegeben. Wegen L2(€)) — V ist ¢ auch ein stetiges Funktional auf
L?(2) und nach dem Satz von Riesz existiert eine Darstellung ¢ € L?(Q). Angenommen,
es gelte ess sup, [ ¢(x,y)? dy = oo. Dann gilt Vy > 0 : uy ({z : |l¢(x,-)|]2 > 7}) > 0. Wir
setzen X, = {x : [[¢(z,)|]2 > v} und definieren nun

0 r¢ X
u“/(xay) = { p(z,y) rc XFY S L2 cV.
[EEDIH v

Dann haben wir

Puy) = /@'u’y dp

/ / dy da
Xy H(P H2

= p1(Xy)
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und weiter

o, )l |
Un~ ||y :/ = dx < 1 (Xy) - —.
lallv = J @I *X)-3

Damit gilt

> ~ fiir alle v > 0.

Dies widerspricht der Stetigkeit von ¢ und somit gilt ess sup, [ ¢(x,y)? dy < co.
Sei nun ¢ eine mefbare Funktion, fiir die ess sup,. ([ ¢(x,y)? dy)% < oo gilt. Firu e V
haben wir

<u,90>v,w=/ /u-sody dx
—_——

<llu(z,)2lle (2,2

< [ Juta)allee, )2 da
< Jlully - ess sup( [ p(a,9)? dy)*.

Somit definiert ¢ ein stetiges lineares Funktional auf V' und es gilt

1
lollys = ess Sup(/ o(z,y)?* dy)z.
T

3.4 Optimalitatsbedingungen und Komplementaritatssystem
Wir betrachten nun in diesem Abschnitt die Aufgabe

minimiere J(y,u) := 3lly — yall3 + §lull3 + Bllullv

unter (y,u) € L> x V
Uy < u <y (3.9)
—Ay =wuin
y=0auf

mit a > 0, 3 > 0, ug,up € V, yg € L*(Q), ug < 0 < up. Im Falle o > 0 ergibt
sich zusitzlich die Forderung v € L?(Q) und wir wollen in diesem Falle wu,,u, € L?(9)
voraussetzen. Da V < L!(Q) kénnen wir wieder unseren Steuerungs-Zustands-Operator
S : L' — L? nutzen. Damit definieren wir wieder J(u) := J(Su,u). Wie in Kapitel 2
konnen wir die schwache Kompaktheit der zuldssigen Menge U,gzeigen.

3.12 Lemma. Fiur ug,up, € V, uqy < uy ist die Menge Upyg = {u € V 1 uy < u <
up f.i. in Q} schwach kompakt.

Beweis. Analog zu Beweis von Lemma 2.5: Ersetze L' durch V und L™ durch V*. R
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Aus der strengen Konvexitéit des reduzierten Zielfunktionals folgt nun wieder die Exis-
tenz und Eindeutigkeit einer Losung.

3.13 Lemma. Das Subdifferential der V-Norm ist
ully ={veV*:VreQ,:v(x,-) € d|ul(x,-)|2},

wobei Q, = {zx € R:Jy e R: (z,y) € Q} die Projektion von Q auf die x-Achse ist. An-
ders formuliert

[o(e, l2 <1 fiir u(z,-) =0

o(w,) = [y firu(e) #0 (3.10)

v e dully & Vo ey, : {

Beweis. Aus [IT79] erhalten wir
Aully ={v e V"t |jvllve <L (w,v)vys = [lullv}.
Sei nun v € J||ul|y gegeben. Aus der ersten Bedingung folgt, dass
[o(z, )2 <1

fur fast alle x € Q, gilt. Weiterhin gilt

HuHV://u-vdy dz.
|

=:f(x)
Fiir die Funktion f erhalten wir fiir fast alle z € Q,
flx) = (ulz, ), vz, )2 < llulz,-)ll2flv(z, )2 < flulz, )]l

Damit folgt
lulv = [ £@) dw < [ fu@. )l do = [ulv
und dies impliziert
f(@) = Julz, )2
Somit haben wir
”U(xW)HQ <1 und (u(m,-),v(m,-)>2 = Hu(x7)H27
womit v(x,-) € J||u(x,-)||2 folgt. Die andere Inklusion ist klar. [ |

Aus Gleichung (2.4) erhalten wir die notwendige und hinreichende Optimalitétsbedin-
gung
P+ BN+ au+7m=0 (3.11)
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mit A € d||u||v, p = S*(ya — Su) sowie i € N(u | Uyq). Also

<0 fira(z,y) = uq(x,y)

s >0 fura(e,y) =up(z,y) -

=0 sonst

Wegen Lemma 3.13 kénnen wir die Optimalititsbedingung auf jedem Streifen einzeln
betrachten und erhalten

15(z,)|l2 < B fir ||[w(z, )2 =0 (3.12a)
N D ':I"j . —
(2, ) = DrOjjy  — ) — fir (e, )l # 0 (3.120)
& Tt M

3.14 Satz. Fir o > 0 und fir alle x € Qp gilt |[u(z,-)||2 = 0 genau dann, wenn
(2, )]l2 < 8.

Beweis. Fiir |[u(zx,-)|l2 = 0 folgt ||p(z,-)||2 < B sofort aus Gleichung (3.12a). Gelte nun
|D(z,-)||2 < B. Wire nun u(z,-) # 0, wirden wir mit Gleichung (3.12b) und

_ [P, )l [P, )2l )l _

a(a, e < 2 < [[aa, )z

o+ = ﬁ
()2

einen Widerspruch erhalten. |

Wie im Falle der Aufgabe mit L?-Norm erhalten wir auch hier wieder eine Charakte-
risierung der Losung mit einer Hilfsaufgabe.

3.15 Lemma. Wenn u die Aufgabe (3.9) lost, dann gilt, dass @ auch

minimiere.J(y,u) = 31y~ vally + § e + gy etz ) da(z,y)
unter (y,u) € L> x V
Ug < U < Up (313)
u=0 auf N
—Ay=1uin
y=0 aufT

lost, wobei N = {(z,y) € Q: |[u(z,-)||ls =0} die Nullstreifenmenge von @ und N¢ =
Q\ N ihr Komplement ist.

Beweis. Auf der Menge N© erhalten wir fiir diese Aufgabe gerade die Optimalititsbe-
dingung (3.12b), die von der Lésung @ von (3.9) erfiillt wird. [ |

Hierbei ist zu beachten, dass das Zielfunktional dieser Aufgabe fiir manche u € V' den
Wert oo annimmt, da der Kostenterm o + (/||u(x, -)||2 nicht in L>°(£2) liegt.
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Sei nun v € LY(£2,). Wir definieren nun u(*) als eindeutige Lésung von

minimiere  J(y, u) = 3y — yall3 +  fyela + 25 )u(e,y)? dule,y)
unter (y,u) € L> xV
Ua S US Up (3.14)
u=0 auf N
—Ay=wuin
y=0auf [

hierbei ist N = {(z,y) € Q: v(x) = 0}. In Analogie zu der Aufgabe mit L% Term su-
chen wir auch hier wieder eine Losung der Fixpunktgleichung u = u®), wobei v(z) =
|lu(z,-)||2. Als Aquivalent zu Satz 3.4 erhalten wir

3.16 Satz. @ lost die Aufgabe (3.9) genau dann, wenn @ = u™), |[u™) (z,-)|]2 = v(z)
fir fast alle x € Q, und fir fast alle x mit u(z,-) = 0 die Komplementaritatsbedingung
[B(z, )2 < B gilt.

Beweis. Lost u die Aufgabe (3.9), dann erhalten wir die Gleichungen (3.12a) und (3.12b),
woraus mit Lemma 3.15 sofort die Behauptung folgt.

Celte nun @ = u®), ||[u™)(z,-)|2 = v(z) und fiir fast alle z mit @(x,-) = 0 die Kom-
plementaritiatsbedingung ||p(z,-)|l2 < 8. Aus der Optimalitétsbedingung fiir die Aufga-
be (3.14) erhalten wir (3.12b). Die Bedingung (3.12a) folgt sofort aus der Voraussetzung.
Damit ist die Optimalitdtsbedingung (3.12) erfiillt und wir erhalten die Optimalitat von
. [ |

Mit diesem Satz kann man die Aufgabe (3.9) auch als unendlich viele, gekoppelte
Aufgaben des Typs (3.2) deuten. Auch die Optimalititseigenschaft ist dann analog.
Es kann nun vermutet werden, dass auch bei dieser Aufgabe die Eigenschaft vorliegt,
dass Fixpunkte von v — u), in denen die Komplementaritét (3.12a) nicht erfillt ist,
abstofend sind, wihrend der eine Fixpunkt, der zusétzlich (3.12a) erfiillt, anziehend ist.

3.5 Numerische Berechnung

Fiir diesen Abschnitt fordern wir zuséitzlich uq, u, € L?, um wieder Ergebnisse aus
[GGWO08] verwenden zu konnen.

Um Probleme an den Stellen v(z) = 0 zu vermeiden, definieren wir wieder u() als
Losung von

U = proj[

v .t
Uq,Up) m S (yd Su) .

=p
Wir definieren die Funktion ® : L2(2) — L?(Q), v +— ®(v),
(2())(2) = [l (,)|2.

Das Fixpunktverfahren ergibt sich nun analog wie fiir die Aufgabe mit L?-Norm.

ol



Algorithmus 6 (Fixpunktverfahren):
1. Wihle v aus L?(2), 11 > 0.
2. Berechne vy = ®(yy) fir k=1,2,...

Nun stellt sich die Frage, ob und fiir welche Startwerte das Verfahren konvergiert. Es
ist zu vermuten, dass sich in Analogie zu der L?-Norm-Aufgabe wieder die Eigenschaft
ergibt, dass die Fixpunkte, welche die Komplementarititsbedingung nicht erfiillen, ab-
stoflend sind. Es ist allerdings schwierig, dies fiir diese Situation zu formulieren und zu
beweisen. Weiterhin stellt sich auch die Frage nach einem Analogon zu Satz 3.6. Da-
mit kann die Funktionstiichtigkeit des Fixpunktverfahrens nur in der Praxis untersucht
werden.

Fiir die Diskretisierung der Aufgabe stellt sich nun die Frage, wie man ||u(z, -)||2 dis-
kretisieren kann. Bei der Diskretisierung mittels FEM mit einem irreguléren Gitter gibt
es keinen einfachen Ansatz und so wird vorgeschlagen, ein dquidistantes, quadratisches
Gitter zu verwenden und die Differentialgleichung mittels Finiter Differenzen zu diskre-
tisieren. Wir erhalten mit h = % das Gitter

Q" = {0, h,2h,...,1}>
und fiir eine Funktion u(® : Q") — R erhalten wir

2

1/h
(@), = (Z u® (@), )2 h)
y=0

Wir wollen nun die Konvergenzeigenschaften untersuchen und verwenden die Parame-
ter

Q=10,1]?

1
va=g sin(2mz) sin(2my) e

U, = —30
up = 30
a=10"°
B=10""

hmaz = 0.0625, n = 225
und testen das Verfahren mit unterschiedlichen Startfunktionen vy. Es wurde jeweils

iteriert, bis ein v mit ||v — ®(v)||; < 107% gefunden wurde. Auch hier wurden jeweils die
Anzahl geloster, grofler Gleichungssysteme ausgewertet. Es ergab sich
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vy Komplementaritat? | geloste GS
1 ja 158
2 ja 159
3 ja 163
1+1-2 ja 158
1+2-2 ja 158
1+3-2 ja 160
1072 ja 155
1073 ja 147

Damit zeigt sich, dass auch bei kleinen Startwerten die Losung nicht gegen den nahen
Fixpunkt v = 0 strebt, sondern von diesem abgestof3en und gegen den richtigen Fixpunkt,
der die Komplementaritatsbedingung erfillt, konvergiert.

Das Ergebnis fiir u(*) ist in Abbildung 3.2 dargestellt.

Lo
[ O N S

(b) adjungierter Zustand p

y Y

(¢) Zustand g (d) gewlinschter Zustand yq

Abbildung 3.2: Losung der Streifenaufgabe
Diese Ergebnisse machen deutlich, dass das Fixpunktverfahren zwar die korrekten

Ergebnisse liefert, aber insbesondere fiir feinere Netze zu viele Iterationen bendtigt. Von
daher wird versucht, auch das Newtonverfahren auf diese Aufgabe anzuwenden.
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Um dies zu bewerkstelligen, miissen wir zuerst die Ableitung von ® bestimmen. Wir
wollen der Einfachheit halber annehmen, dass (5755 P € {uq, up}) = 0 fiir alle iterier-
ten adjungierten Zusténde gilt. Wir erhalten damit aus [GGWO08], dass die Ableitung
von u) linear beziiglich der Richtung v/ ist. Bezeichnen wir die Ableitung in Richtung

v mit Uv' so erhalten wir

B-v'(z) v(z

BV V@) ey g
(ay($)+ﬁ)2p( . Y) OW(:U)Jrﬁ(S SUV')(z,y)

UV 9) = xalern) |
mit A = {m - p € (Uq, Ub)} und p = S*(yq—Su)). Wollen wir nun fiir eine Richtung
v/ diese Ableitung auswerten, so ist in der Numerik die Losung eines Gleichungssystems
mit 3n Unbekannten, wobei n = (N — 1)? die Anzahl innerer Punkte ist, erforderlich,

um die Diinnbesetztheit der Matrizen zu erhalten.
Die Richtungsableitung von ® bezeichnen wir mit Pv/ und erhalten

<u(y) (x7 ')7 (UV/)(I', )> )
[ul) ]2

(PV)(x) =

P ist somit eine Abbildung von L?(€2,) nach L*(Q,).
Damit ergibt sich das Newtonverfahren.

Algorithmus 7 (Newtonverfahren):
1. Wahle grofies 11 > 0.
2. Setze k «— 1.
3. Berechne v/ mit (Pv' — V') = (®(vg) — vg).
4. Setze vy 1 = v — V.
5. k < k+ 1 und gehe zu 3.

In Schritt 3 hat man allerdings das Problem, dass man die Matrix P nicht direkt, son-
dern nur Vektormatrixmultiplikationen mit der Matrix berechnen kann. Diese bendtigen,
bei n inneren Punkten, jeweils die Losung eines Gleichungssystems der Grofle 3n. Eine
Moglichkeit ist nun Schritt 3 mittels des CG-Verfahrens approximativ zu losen. Da die
Matrix P aber nicht symmetrisch ist, muss man es vorher mit (P + I)T multiplizieren
und so bendtigt jeder Schritt des CG-Verfahrens zwei Vektormatrixmultiplikationen.
Weiterhin wurde beobachtet, dass das CG-Verfahren in den ersten Schritten schlecht
konvergiert und erst im letzten Schritt auf 0 springt. Von daher wird vorgeschlagen, P
mit allen Einheitsvektoren (eq,...ex_1) zu multiplizieren, um die Matrix P zu erhalten
und dann das Gleichungssystem (der Grofle N — 1) direkt zu losen. Wie schon fiir die
L2-Norm-Aufgabe schlagen wir vor, wieder mit vy (x) = || max(up, —ug)(z,-)|]2 + 1 zu
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starten. Mit den Parametern

erhalten wir

wobei insgesamt 270 grofie Gleichungssysteme gelost wurden, da in jedem Schritt zur Be-
stimmung der Matrix P N —1 = 27° —1 = 31 Gleichungssysteme gelést werden mussten.
In den letzten Schritten kann man auch gut die quadratische Konvergenz erkennen, al-
lerdings benétigt das Newtonverfahren einige Schritte, um in den Konvergenzbereich mit

Q=[0,1)

1
va=7g sin(27x) sin(27y) e

xT

v — @ (i) la

16.62328

1.130160

1.454755

-1071

1.847482 -

1072

2.565382

-1073

3.568331

-1074

2.256422

-107°

DN =W DN~ =

2.097653 -

1077

Ne)

2.376789

10711

der quadratischen Konvergenz zu kommen.

Mit diesen Parametern erhalten wir als Darstellung fiir u(*) Abbildung 3.3.

Wir setzen nun 3 = 2.5 - 1073, um einen breiteren Streifen mit u(z,-) = 0 zu er-
halten. Mit diesen Parametern soll nun noch eine Vergleichsrechnung zwischen dem
Fixpunkt- und dem Newtonverfahren durchgefiihrt werden. Es wird wieder iteriert, bis

lve — ®(v)]]1 < € gilt. Wir erhalten fiir h =27% und h = 275

h 2—1 27

€ Fixpunktv. | Newtonv. | Fixpunktv. | Newtonv.
101 13 57 15 106
1072 25 74 29 140
1073 45 92 67 174
1074 68 92 179 208
107° 93 109 447 274
1076 129 109 994 307
1078 220 126 2226 340
10-10 314 126 3529 373
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Damit zeigt sich, dass sich fiir das feinere Gitter die Iterationszahlen, wie erwartet,
erhohen. Weiterhin zeigt sich, dass fiir kleine £ das Fixpunktverfahren besser ist, da bei
dem Newtonverfahren fiir jeden Schritt viele Gleichungssysteme geldst werden mdiissen,

um P zu berechnen.

40

20

-20

-40

Setzen wir nun o = 0, so erhalten wir

Abbildung 3.3: Losung u der Streifenaufgabe

h 214 2-5

€ Fixpunktv. | Newtonv. | Fixpunktv. | Newtonv.
1071 14 60 17 106
102 31 99 47 217
1073 167 116 254 395
10~4 401 116 578 428
107° 667 116 913 461
10~ 939 133 1248 461
107 1210 133 1584 494
108 1482 133 1919 494
1079 1754 150 2254 526
10710 2026 166 2590 526

Wie zu erwarten war, zeigt sich ein Anstieg der Iterationszahlen. Die Darstellung der

Losung fiir o = 0 sehen wir in Abbildung 3.4.

Damit hat sich gezeigt, dass diese beiden Verfahren auch fiir das Funktional mit V-
Norm in der Praxis funktionieren und dass die Losung die gewiinschte Eigenschaft hat,
dass sie auf Streifen des Gebietes verschwindet.

o6




(b) fiir h =276

Abbildung 3.4: Lésung u der Streifenaufgabe, o = 0
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Notation

(u,v) L%-Skalarprodukt von u,v € L3(Q): (u,v) := [qu-v dz
(u,v)pg  Dualitétsklammer von u € LP(Q2), v € L9(Q) mit % + % =1: (u,v)pq =
Jou-vdx

(u,v)v,y+» Dualitétsklammer von v € V, v € V*: (u,v)y,y+ == v(u)
H H := H?(Q) N H(Q)

i Einbettung von L'(Q) nach H*: (v,iu)p g+ := [u-v dz fiir u € L' und
ve H

i Einbettung von H nach L*(Q): (i*v,u)ee,1 = [u-v dz = (v, iu)y, m
firue L' undv e H

7 das Lebesguemafl auf R™

11 das Lebesguemaf auf R
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