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Steuerbeschranktes Modellproblem

minimize  J(y, u) := %/ \y—yd\2dx—|—%/ u? dx
Q Q
subjectto —Ay=u inQ (P)
y=0 onl

and uw, <u(x)<up ae. inQ

Voraussetzungen:

> Q € R konvex und polygonal berandet (3D geht teilweise auch ist aber
komplizierter ...)

> ya € L*(Q)
> >0



Steuerungszustandsoperator

Lax-Milgram-Lemma: Fiir alle v € H7'(Q) existiert eine eindeutige Lésung
y € H}(Q2) der PDE in (P).

Steuerungszustandsoperator: S : H~(Q) — Hg(Q) — Losungsoperator der PDE



Steuerungszustandsoperator

Lax-Milgram-Lemma: Fiir alle v € H7'(Q) existiert eine eindeutige Lésung
y € H}(Q2) der PDE in (P).
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Reduziertes Optimierungsproblem:

Ce 1 2 v 2
minimize  f(u) := =|Su—yalP+ 2
inimize (u) == J(Su,u) 2H5u ydll 2||u|| )
subject to  w, < u(x) < uwup a.e inQ

Zulissige Menge: Usg := {u € L*(Q) | us < u(x) < up a.e. in Q}



Steuerungszustandsoperator

Lax-Milgram-Lemma: Fiir alle v € H7'(Q) existiert eine eindeutige Lésung
y € H}(Q2) der PDE in (P).

Steuerungszustandsoperator: S : H~(Q) — Hg(Q) — Losungsoperator der PDE

Reduziertes Optimierungsproblem:

minimize  (u) = J(S u, u) = %Hs u=yalP + Zlull? -

subject to  w, < u(x) < uwup a.e inQ

Zulissige Menge: Usg := {u € L*(Q) | us < u(x) < up a.e. in Q}

Standard: Existenz und Eindeutigkeit der optimalen Lésung & (strenge
Konvexitét)



Notwendige und hinreichende Bedingungen

Zielfunktion f ist Gateaux-diffbar (u.a. wegen Linearitit von S)

Notwendige Optimalitatsbdg.’en: Variationsungleichung (ist auch hinreichend
wegen Konvexitit)
f'(0)(u—1)>0 Vu€ U

0

(S*(St—yg)+vi,u—0)>0 Yu€ Uy (V1)

(Beachte: hierbei wird S als Operator von L*(Q2) nach L?() aufgefasst.)

(VI) ist die Basis fiir die gesamte A priori Fehleranalysis!!!



Notwendige und hinreichende Bedingungen

Zielfunktion f ist Gateaux-diffbar (u.a. wegen Linearitit von S)
Notwendige Optimalitatsbdg.’en: Variationsungleichung (ist auch hinreichend
wegen Konvexitit)

f'(0)(u—1)>0 Vu€ U

0

(S*(St—yg)+vi,u—0)>0 Yu€ Uy (V1)

(Beachte: hierbei wird S als Operator von L*(Q2) nach L?() aufgefasst.)
(VI) ist die Basis fiir die gesamte A priori Fehleranalysis!!!

Was ist $*? Adjungierter Lésungsoperator: Da S selbstadjungiert ist, 168t
S*: H7}(Q) — H3(Q) dieselbe PDE, d.h.

—Ap=y—yq inQ

=S"(y - &
p (v — ya) p=0 on T



Diskretisierung der PDE

Finite-Element-Diskretisierung:

» Triangulierung des Gebiets: Tp: Q = |J T mit Gitterweite h > 0
TET,

(exakte Triangulierung)

» Ansatzraum: V,, = {v € H&(Q) N C(Q) |vir e LV T €T}
mit P; : Raum der Polynome vom Grad <1



Diskretisierung der PDE

Finite-Element-Diskretisierung:

> Triangulierung des Gebiets: 7,: Q= |J T mit Gitterweite h > 0
TET,
(exakte Triangulierung)

» Ansatzraum: V, = {v € H&(Q) N C(Q) |vir e LV T €T}
mit P; : Raum der Polynome vom Grad <1

> Diskrete Version der PDE (in schwacher Form):

/Vyh-Vvhdx:/uvhdx Yvh €V
Q Q

(Galerkin-Verfahren: Ansatzraum = Testraum)

» Diskreter Losungsoperator: Sy : H™1(Q) — Vi,



(Variationelle-)Diskretisierung des Optimalsteuerproblems

(Semi-)Diskretes Optimierungsproblem (nach Hinze):

. 1
minimize  fp(u) == §||5h u—yal’ + %”UH2 } (P»)
h

subject to  w, < u(x) < wup a.e. inQ

Die Steuerung wird also nicht diskretisiert!!!



(Variationelle-)Diskretisierung des Optimalsteuerproblems

(Semi-)Diskretes Optimierungsproblem (nach Hinze):

. 1
minimize  fp(u) == EHShU_}’dHZ"'%”uHQ } (P»)
h

subject to  w, < u(x) < wup a.e. inQ

Die Steuerung wird also nicht diskretisiert!!!

Vorteile:
+ Wesentlich einfachere Analysis
+ H&here Konvergenzraten
Nachteile:

— Hoher Implementationsaufwand, da die Steuerung kein diskretes Objekt
ist.



Konvergenzanalysis |

» Diskretes Optimum: T, (wieder eindeutig wegen strenger Konvexitat)

» Diskrete Variationsungleichung analog zum Kontinuierlichen:

(5;;(5;, un — yd) + v, u— L_lh) >0 Vue Uy (V|h)
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Konvergenzanalysis |

» Diskretes Optimum: T, (wieder eindeutig wegen strenger Konvexitat)
» Diskrete Variationsungleichung analog zum Kontinuierlichen:
(5;;(5;, L_lh—yd)—l-l/L_lh, u— L_lh) >0 Vue Uy (V|h)
» Da die Steuerung nicht diskretisiert wurde, ist die kontinuierliche
Losung & zuldssig fiir (VI,)!!!
> (VI) mit u =1 + (VIp) mit u=10:

(S*(Sﬂ—yd)—&-ufu Dh—D)—(S/T(ShUh—yd)—‘rl/U;” ﬂ—flh)ZO

- . _ 1 cx cxys
v —anl* + 15 = 7l < 11(S = Sn)al* + — (8™ = $) (7 — ya)l*



Konvergenzanalysis |l

Theorem
Die L>-Norm der Differenz zwischen der Lésung des kontinuierlichen und des
diskreten Problems kann durch

Vol = all+ 17 = 7l < ¢ (I(S = S)anll + == (5" = Si) (7 — va))

fll

abgeschitzt werden.



Konvergenzanalysis |l

Theorem
Die L>-Norm der Differenz zwischen der Lésung des kontinuierlichen und des
diskreten Problems kann durch

Vo=l + 17 = 50l < € (IS = Sl + = (5" = S5 = o))

abgeschitzt werden.
Was ist (S — Sp)f bei bel., aber festem f € L?(Q)?

w=Sf & /VW~Vvdx=/fvdx Vv e Hy(Q)
wp=5f & /th-Vvhdx:/fvth YveV,

(beachte: S* =S, S5 = Sp)



Konvergenzanalysis |l

Theorem
Die L>-Norm der Differenz zwischen der Lésung des kontinuierlichen und des
diskreten Problems kann durch

Vo=l + 17 = 50l < € (IS = Sl + = (5" = S5 = o))

abgeschitzt werden.
Was ist (S — Sp)f bei bel., aber festem f € L?(Q)?

w=Sf & /VW~Vvdx=/fvdx Vv e Hy(Q)
wp=5f & /th-Vvhdx:/fvth YveV,

(beachte: S* =S, S5 = Sp)
Corollary

Der Diskretisierungsfehler des Optimierungsproblems verhilt sich damit
genauso, wie der reine Diskretisierungsfehler der PDE!!!



Abschatzung des Diskretisierungsfehlers der PDE

Standard FE-Theorie:
(S = S)fll = llw — wall < ¢ h? |wll) = ¢ b IS Fllqa

(Aubin-Nitsche-Trick)



Abschatzung des Diskretisierungsfehlers der PDE

Standard FE-Theorie:
(S — Su)fll = [lw — wy|| < ch’® ||WHH2(Q) =ch’ IS fHHZ(Q)

(Aubin-Nitsche-Trick)
Man braucht also S : L*(Q) — H*(Q)!!!

Das gilt z.B. bei:

> Laplace-Gleichung in konvexen, polygonal berandeten Gebieten (2D und
3D), vgl. Grisvard

> Stokes-Gleichungen (fiir die Geschindigkeit) in konvexen, polygonal
berandeten Gebieten (2D und 3D), vgl. Mazya

» Ellptische PDEs mit glatten Koeffizienten und glatten Gebieten
(s. Grisvard), Achtung hier: Triangulierung?!



Abschatzung des Diskretisierungsfehlers der PDE

Standard FE-Theorie:
(S — Su)fll = [lw — wy|| < ch’® ||WHH2(Q) =ch’ IS fHHZ(Q)

(Aubin-Nitsche-Trick)
Man braucht also S : L*(Q) — H*(Q)!!!

Das gilt z.B. bei:

> Laplace-Gleichung in konvexen, polygonal berandeten Gebieten (2D und
3D), vgl. Grisvard

> Stokes-Gleichungen (fiir die Geschindigkeit) in konvexen, polygonal
berandeten Gebieten (2D und 3D), vgl. Mazya

» Ellptische PDEs mit glatten Koeffizienten und glatten Gebieten
(s. Grisvard), Achtung hier: Triangulierung?!

Was, wenn das Gebiet nicht glatt und nicht konvex ist???
Antwort: Thomas Apel!



Fehlerabschatzung bei variationeller Diskretisierung

1S — Sh)anl| < ¢ h*[|S Tnllea) < b ISz 2 [|Tnll < c b ||

Die gleichmiBige (d.h. unabhingig von h) Beschrinktheit von ||zp|| folgt aus
den Steuerbeschrénkungen (& € U.q fiir alle h > 0) oder aus der radialen

Unbeschranktheit des Zielfunktionals.
Aus der gleichmiBigen Beschranktheit von ||zp|| folgt die von ||ys|| und damit:

V3= Tl + 7 = 50l < (IS = Szl + 7= (5" = $7)n o)1)

<ch2(\|uh|| + = 2)gchz’(u%)

7 — yall
\/>



Fehlerabschatzung bei variationeller Diskretisierung

1S — Sh)anl| < ¢ h*[|S Tnllea) < b ISz 2 [|Tnll < c b ||

Die gleichmiBige (d.h. unabhingig von h) Beschrinktheit von ||zp|| folgt aus
den Steuerbeschrénkungen (& € U.q fiir alle h > 0) oder aus der radialen
Unbeschranktheit des Zielfunktionals.

Aus der gleichmiBigen Beschranktheit von ||zp|| folgt die von ||ys|| und damit:

Jﬂw—ﬂm+wy—%ﬂSc@G—SUMH+é%H6*—$X%—MMD

1
75 I3 = yolP) < k(14 )

< 2
o (l1anll* + 7

Theorem
Unter der Annahme, dass v < 1, gilt fiir den Diskretisierungsfehler bei
variationeller Diskretisierung:

_ _ _, 1
o=@l + 17 = 7 < 5 c b



Diskretisierung der Steuerung |

Um den Implementationsaufwand zu verringern, wird jetzt auch die Steuerung
diskretisiert, mogliche Ansatzriume fiir die Steuerung:
Up = {u € L?(Q)| ulr = const. ¥ T € Ty}
U={ueCQ)|urePiVT €T
Up=...



Diskretisierung der Steuerung |

Um den Implementationsaufwand zu verringern, wird jetzt auch die Steuerung
diskretisiert, mogliche Ansatzriume fiir die Steuerung:

Up = {u € L?(Q)| ulr = const. ¥ T € Ty}
U={ueCQ)|urePiVT €T
Up=...

(Voll-)diskretes Optimierungsproblem:

C 1 v
minimize  fy(up) := = ||Sh un — yd||2 + f|\uh||2
2 2 (Ph)
subjectto  up € Uy und u, < up(x) <up ae inQ
Diskretisierung von yq (kein Problem, wenn yy glatt ist) liefert

Endlich-dimensionales Optimierungsproblem!



Diskretisierung der Steuerung Il

Unterschied zum Konvergenzbeweis bei variationeller Diskretisierung:

Kontinuierliche Lésung u kann nicht mehr in die diskrete
Variationsungleichung eingesetzt werden:



Diskretisierung der Steuerung Il

Unterschied zum Konvergenzbeweis bei variationeller Diskretisierung:

Kontinuierliche Lésung u kann nicht mehr in die diskrete
Variationsungleichung eingesetzt werden:

> Diskrete zulissige Menge: UL, := {up € Up| ts < uu(x) < up a.e. in Q}

» Diskrete Variationsungleichung:
(Si(ShTh — ya) + vEn, up —Tp) >0 Yu, € Uy (V)

> ABER: i ¢ U%, (denn @ ¢ Us), deshalb kann man (VI) nicht mit &
testen!

» Idee: Iy0 statt = in (VIs) mit /5: Quasi-Interpolationsoperator



Zul3ssige Interpolation

Was muss [, erfiillen?

» Zulassigkeit erhalten, d.h.

u; <u(x)<wpae inQ = wu<lhu(x)<upae inQ
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Zul3ssige Interpolation

Was muss [, erfiillen?

» Zuldssigkeit erhalten, d.h.

u, <u(x)<wpae inQ = u, <lhu(x) < upae inQ

» Interpolationsfehlerabschdtzungen, auch in negativen Sobolevraumen:
2
lu—thull gy < ch” llullpq

(Beide Eigenschaften sind bei konstanten und linearen Ansatzfunktionen mit
speziellen Interpolationsoperatoren erfiillbar, Clément- und
Carstensen-Interpolierende)



Zul3ssige Interpolation

Was muss [, erfiillen?

» Zuldssigkeit erhalten, d.h.

u, <u(x)<wpae inQ = u, <lhu(x) < upae inQ

» Interpolationsfehlerabschdtzungen, auch in negativen Sobolevraumen:
2
lu—thull gy < ch” llullpq

(Beide Eigenschaften sind bei konstanten und linearen Ansatzfunktionen mit
speziellen Interpolationsoperatoren erfiillbar, Clément- und
Carstensen-Interpolierende)

Dann gilt 1y € Uy N Uag = Ini € UL, = Iy kann als Testfunktion in (V)
verwendet werden!



Regularitat der Steuerung |

Durch die Interpolation treten bei der Konvergenzanalysis neue Terme auf
(Interpolationsfehler), z.B.:

<l

(T, Ty — 0) — v(Tp, I — 0p) = —v||T — Tn* + (s, Ih T —

)



Regularitat der Steuerung |

Durch die Interpolation treten bei der Konvergenzanalysis neue Terme auf
(Interpolationsfehler), z.B.:

<l

(T, Ty — 0) — v(Tp, I — 0p) = —v||T — Tn* + (s, Ih T —

)

Um diese Abschitzen braucht man Regularitat von & und T, (und
Interpolationsfehler in H™1):

(@n s 1T — ) < ||Gn|| ) 11T — Iht]| (0=

<ch’ ll@nll 1 () 1T 1)



Regularitat der Steuerung |

Durch die Interpolation treten bei der Konvergenzanalysis neue Terme auf
(Interpolationsfehler), z.B.:

<l

(T, Ty — 0) — v(Tp, I — 0p) = —v||T — Tn* + (s, Ih T —

)

Um diese Abschitzen braucht man Regularitat von & und T, (und
Interpolationsfehler in H™1):

(@n s 1T — ) < ||Gn|| ) 11T — Iht]| (0=
<ch’ HDhHHl(Q) ”aHHl(Q)

Zusatzliche Regularitat der optimalen Steuerung kommt aus der notwendigen
Bedingung (VI), also

(S5(St—yq)+vo,u—0)>0 Vué€ Uy



Regularitat der Steuerung Il

Mit p = S*(S 0 — yq) (adjungierter Zustand) ist (VI) dquivalent zu

(p+vo,u—0)>0 Vue€ Uy

T
(p(x) 4+ vi(x)) (u—a(x)) > 0 fiir alle u € [u,, up] und fast alle x € Q
3
el

mit M,q: punktweise Projektion auf [u,, up]



Regularitat der Steuerung Il

Mit p = S*(S 0 — yq) (adjungierter Zustand) ist (VI) dquivalent zu

(p+vo,u—0)>0 Vue€ Uy

T
(p(x) 4+ vi(x)) (u—a(x)) > 0 fiir alle u € [u,, up] und fast alle x € Q
3
el

mit M,q: punktweise Projektion auf [u,, up]

Es gilt: v € HY(Q) = Mu{v} € H(Q)

p ist Lésung einer PDE = p € H*(Q) = | o € H'(Q)

(Leider ist Mg nicht in H? beschrinkt )



Regularitat der Steuerung Il

Mit p = S*(S 0 — yq) (adjungierter Zustand) ist (VI) dquivalent zu

(p+vo,u—0)>0 Vue€ Uy

T
(p(x) 4+ vi(x)) (u—a(x)) > 0 fiir alle u € [u,, up] und fast alle x € Q
3
el

mit M,q: punktweise Projektion auf [u,, up]

Es gilt: v € HY(Q) = Mu{v} € H(Q)

p ist Lésung einer PDE = p € H*(Q) = | o € H'(Q)

(Leider ist Mg nicht in H? beschrinkt )

(Etwas aufwendiger ist die gleichmaBige Beschranktheit von ||| 1(q)-)



Fehlerabschatzung bei Volldiskretisierung

Trotzdem verschlechtert sich die Fehlerordnung bei Volldiskretisierung:

Theorem

Die Steuerung sei mit konstanten Ansatzfunktionen diskretisiert. Dann gilt fiir
den Diskretisierungsfehler bei Volldiskretisierung:

_ _ 1
7 @]l + I = 5all < ch



Fehlerabschatzung bei Volldiskretisierung

Trotzdem verschlechtert sich die Fehlerordnung bei Volldiskretisierung:

Theorem
Die Steuerung sei mit konstanten Ansatzfunktionen diskretisiert. Dann gilt fiir
den Diskretisierungsfehler bei Volldiskretisierung:

o _ 1
7 @]l + I = 5all < ch

Bemerkungen hierzu:
» Die Theorie hierzu ist schon sehr alt (Falk'73)

» Im Fall von konstanten Ansatzfunktionen ist das Ergebnis trotzdem
optimal, weil man dieselbe Konvergenzordnung wie beim
Interpolationsfehler erhilt.

» Durch Postprocessing kann man auch hier h? erhalten.



Ein Modellproblem mit Zustandsbeschrankungen

minimize

subject to

and

J(y, u) ::%/ \y—yd\zdx—i—%/uzdx
Q Q
—Ay=u inQ
y=0 onl
u, <u(x)<up ae. inQ

Ya<y(x) <y, ae inQ

(Q)



Ein Modellproblem mit Zustandsbeschrankungen

minimize

subject to

and

J(y, u) ::%/ \y—yd\zdx—i—%/uzdx
Q Q
—Ay=u inQ
y=0 onl
u, <u(x)<up ae. inQ

Ya<y(x) <y, ae inQ

Zustandsbeschrinkte Probleme sind schwierig, weil die Lagrange
Multiplikatoren i.A. nur MaBe sind.

(Q)



Ein Modellproblem mit Zustandsbeschrankungen

minimize  J(y,u) := %/ ly — yal? dx + %/ u? dx
Q Q
subjectto —Ay=u inQ
y=0 onl

and  u, <u(x)<up, ae. inQ

Ya<y(x) <y, ae inQ

Zustandsbeschrinkte Probleme sind schwierig, weil die Lagrange
Multiplikatoren i.A. nur MaBe sind.
Deshalb versuchen wir's ohne Lagrange Multiplikatoren ...

(Q)



Verkiirztes Problem und notwendige Bedingung

Verkiirztes Problem:

minimize  f(u) := % |Su— }’dH2 + % ||U||2
()

subject to  u, < u(x)<wup, ae inQ
ya < (Su)(x) <yp ae inQ



Verkiirztes Problem und notwendige Bedingung

Verkiirztes Problem:

minimize  f(u) := % |Su— }’dH2 + % ||U||2
()

subject to  u, < u(x)<wup, ae inQ
ya < (Su)(x) <yp ae inQ

Zul3ssige Menge jetzt:

U ={uel’(Q)|u < u(x)<upae inQ y, < (Su)(x) <ypae in Q}



Verkiirztes Problem und notwendige Bedingung

Verkiirztes Problem:

1
minimize  f(u) := 5 |Su— )’de + % ||U||2

subject to  w, < u(x) < wp a.e inQ Q)
Ya<(Su)(x) <y, ae inQ

Zul3ssige Menge jetzt:
U ={uel’(Q)|u < u(x)<upae inQ y, < (Su)(x) <ypae in Q}

Die zulissige Menge ist konvex (weil S linear ist), deshalb ergibt sich wieder die
Variationsungleichung:

(S*(St—ya)+vh,u—0)>0 Yuec U (VI9)



Variationelle Diskretisierung

(Semi-)diskretes Problem wie oben:

N 1
minimize  fy(u) := §||5hu—yd|\2+%||u||2
(Qn)

subject to  wu, < u(x) <up a.e inQ
Ya < (Shu)(x) <y, ae. inQ

(Steuerung wieder nicht diskretisiert)



Variationelle Diskretisierung

(Semi-)diskretes Problem wie oben:

N 1
minimize  fy(u) := §||5hu—yd|\2+g||u||2
(Qn)

subject to  wu, < u(x) <up a.e inQ
Ya < (Shu)(x) <y, ae. inQ

(Steuerung wieder nicht diskretisiert)

Diskrete zuldssige Menge:
Ug,’h ={ue l’(Q)|u, < u(x) < upae inQ y, < (Shu)(x) < ysae in Q}
Diskrete Variationsungleichung:

(S5 (Shtn—yd) +vin, u—10s) >0 Yue Ugjh (V|hQ)



Slater Bedingung

Wieder hat man Probleme mit der Zuldssigkeit, d.h. & ¢ Ug,’h und @y ¢ US,
aber diesmal liegt es nicht an der Steuerung, sondern am Zustand.



Slater Bedingung

Wieder hat man Probleme mit der Zuldssigkeit, d.h. & ¢ Ug;h und @y ¢ US,
aber diesmal liegt es nicht an der Steuerung, sondern am Zustand.

» Ziel: Konstruktion von zuldssigen Steuerungen, die man in die
Variationsungleichungen einsetzen kann und die “nah” an der Losung des
jeweils anderen Problems liegen.

» Trick: Slater-Bedingung:



Slater Bedingung

Wieder hat man Probleme mit der Zuldssigkeit, d.h. & ¢ Ug;h und @y ¢ US,
aber diesmal liegt es nicht an der Steuerung, sondern am Zustand.

» Ziel: Konstruktion von zuldssigen Steuerungen, die man in die
Variationsungleichungen einsetzen kann und die “nah” an der Losung des
jeweils anderen Problems liegen.

» Trick: Slater-Bedingung:
Assumption
Es existiert ein &1 € L*(), so dass

u, < o(x
ya+7'<( )

)< u, ae inQ
xX)<yp—7 ae inQ

mit einem T > 0.

(Diese Annahme braucht man fiir die Existenz von Lagrange Multiplikatoren
sowieso!)



Konstruktion von zuldssigen Losungen

Sei K i={yc C(Q)|y.<y(x)<y» VxeQ}

y =S € K, aber y" = 5,1 muss nicht in K liegen.

Idee: y" verlisst K “nur ein bisschen”. Wenn man “dieses bisschen” in
Richtung des Inneren von K (also in Richtung Slaterpunkt) geht, wird man
wieder zul3ssig!

{0<o<1|(1-0)3" +05}

Hierzu braucht man FE-Fehlerabschitzungen in L1



Finite-Element-Fehler in L* |

Theorem (Schatz'89)
Sei f € L™®(Q) beliebig und w = S f € WH>(Q). Dann gilt fiir wy, = Sp f:

W = walloc < cllog Al lw — I wl|oo

(In: Lagrange-Interpolierende).

(Ahnliche Resultate auch von Rannacher/Frehse)



Finite-Element-Fehler in L* |

Theorem (Schatz'89)
Sei f € L™®(Q) beliebig und w = S f € WH>(Q). Dann gilt fiir wy, = Sp f:

[w — whloo < cllog hl[lw — Ih wl|oo
(In: Lagrange-Interpolierende).
(Ahnliche Resultate auch von Rannacher/Frehse)
Interpolationsfehlerabschitzung (s. z.B. Brenner/Scott oder Vortrag T. Apel):

Iw —fy wloo < €72/ [ wllwe.aqa)-



Finite-Element-Fehler in L*> |l

Regularitat fiir Laplace-Gl.: ’ S:L9(Q) — W29(Q) ‘ fiir alle g < oo, falls der
groBte Winkel in den Ecken von 99 kleiner als 7/2 ist (s. Grisvard).

Wenn das nicht der Fall ist, frag’ nach bei T. Apel ... (Mesh grading schon
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Regularitat fiir Laplace-Gl.: ’ S:L9(Q) — W29(Q) ‘ fiir alle g < oo, falls der
groBte Winkel in den Ecken von 99 kleiner als 7/2 ist (s. Grisvard).

Wenn das nicht der Fall ist, frag’ nach bei T. Apel ... (Mesh grading schon
bei konvexen Gebieten!!!)

Damit folgt insgesamt:

Corollary
Sei f € L*°(Q) und Q erfiille die obige Vooraussetzung. Dann gilt fiir jedes
e>0:

IS = Sh)flloo < € h*~% ||flloc (ERRx)
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Konvexe Linearkombination: u, = (1 — o)y + ol

Wie groB muss man o wahlen, d.h. wie weit muss man in Richtung des
Slater-Punktes gehen, um zulassig fiir (Q) zu werden?

Zu zeigen: Sus € K &y, <(Sus)(x) <y» ae inQ
Beispiel obere Schranke:

(Sus)(x) =1 - o) (ST)(x)+0S(@)(x) < . <yb— o7+ ch>®

= Wihle o = (c/7) h*~¢, dann ist u, zulissig fiir (Q).

(Beachte: Steuerbeschrinkungen trivial, da u, konvexe Linearkombination
zweier zuldssiger Punkte.)

UND: |ih — uo| = o || — Tn|| < ch* ¢ (%)

u, ist zuldssig fiir das kontinuierliche Problem, aber “nah” an z,!!!
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Fehlerabschatzung bei Zustandsschranken

Analog konstruiert man u, = (1 — p)& + pii, das mit p = c K>~ zulissig fiir
das diskrete Problem wird.

Dann u, in (VI?) und u, in (VI?) einsetzen, Variationsungleichungen addieren
und (x) ausnutzen (und viel umformen ...)

Theorem
Unter den Voraussetzungen an S gilt fiir die variationelle Diskretisierung

(G — Tl + |7 — yull < ch'™*

fiir alle € > 0 (allerdings hingt c von ¢ ab).
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Steuerung als optimal anzusehen.



Bemerkungen

> Das Resultat sieht vergleichsweise schlecht aus (im Vgl. zum
steuerbeschrankten Fall), ist aber im Hinblick auf die Regularitit der
Steuerung als optimal anzusehen.

» Durch eine Diskretisierung der Steuerung wird die Analysis erheblich
komplexer (Regularitit der Steuerung muss betrachtet werden, Achtung:
maBwertige Lagrange Multiplikatoren verschlechtern Regularitat der
Losung)

» Es zeigt sich: in 2D ist die Volldiskretisierung genauso gut wie die
variationelle Diskretisierung
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» ... auf semilineare Probleme mit Zustandsbeschrankungen:

Die Argumentation im linear-quadratischen basierte auf der
Variationsungleichung mit der zuldssigen Menge

US ={uel’(Q)|u<u(x)<upae inQ y, < (Su)(x) <ypae in Q}.

Im semilinearen Fall ist S kein linearer Operator mehr! Dann ist U.q4 nicht
mehr konvex und die Variationsungleichung gilt nicht mehr!

Es braucht dann eine stark modifizierte Analysis, die hinreichende Bdg.'en
zweiter Ordnung beriicksichtigt (Stérungsargumente & la Robinson?!)
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Ausblick ...

> ...

auf parabolische (linear-quadratische) Probleme mit
Zustandsbeschrankungen:

Fiir die obige Analysis braucht man L°°-FE-Abschiatzungen im
parabolischen Fall. Hier gibt es zwar Resultate, aber nicht viel und
meistens mit viel zu starken Regularitdtsannahmen (Johnson, Hackbusch).

Problem Steuerungsdiskretisierung:

Die maximale Regularitit der Steuerung ist i.A. & € L"(0, T; W*(Q))

= Keine Diffbarkeit bzgl. der Zeit!!! Interpolationsfehlerabschitzungen
hierfiir?!



That's it. Danke fiirs Zuhoren!



