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1 Algebraische Strukturen bei
Mengensystemen

Definition 1.1. Sei X eine beliebige nichtleere Menge. Mit P(X) bezeichnen wir die Potenz-
menge, d.h. das System aller Teilmengen, von X. Ein nichtleeres Mengensystem M C P(X)

heifst

(i) Semiring oder zerlegbares Mengensystem in X, wenn gilt:
(a) D e M,
(b) A BeM = ANBe M,
(c) zu jedem Paar A, B € M existieren paarweise disjunkte Mengen
Ay, Ag, . Ay e Mmit A\ B =], 4.
(ii) Ring in X, wenn gilt:
(a) AABEM = AUBeM,
(b) AABeM = A\Be M.

(iii) Algebra in X, wenn gilt:
(a) ABeM = AUBeM,
(b) Ae M = X\ AeM.

(iv) o-Ring bzw. o-Algebra in X, wenn M ein Ring bzw. eine Algebra in X ist, fiir den
bzw. fiir die gilt:
A, Ay, .. EM = UAZ e M.

i=1
(v) monoton, wenn fiir beliebige Ay, As,... € M gilt:

(a) A1 C A C... = UAZ‘GM,
=1

i=1
Bemerkung. Man zeigt relativ leicht, dass jede o-Algebra ein o-Ring, jede Algebra ein Ring
und jeder Ring ein Semiring ist.
Fiir A C X werden wir die Menge X \ A im Folgenden auch mit A bezeichnen, wenn klar
ist, beziiglich welcher Grundmenge das Komplement gebildet wird.
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Lemma 1.2. Sei X eine beliebige nichtleere Menge.
(i) Fiir jede Algebra M in X gilt: AABe M = ANBe M.
(ii) Fir jede o-Algebra M C X gilt: Ay, As,...e M = (2, A € M.

Beweis. Nach den de-Morgan’schen Regeln gilt
ANB=AUB ud [)4=JA4.
i=1 =1

Die Behauptungen folgen somit direkt aus Definition 1.1. O
Die folgenden Beispiele sollen die definierten Mengenstrukturen etwas illustrieren.
Beispiel 1.3. In X := R ist das Mengensystem M := {(a,b] : a,b € R, a < b} U {0} ein
Semiring, denn
e () € M ist trivialerweise erfiillt,

e der Durchschnitt zweier Intervalle (a,b] und (c,d] ist entweder leer oder gleich dem
Intervall (max{a,c}, min{b,d}],

e fiir zwei Intervalle (a,b] und (¢, d] ist (a,b] \ (c,d] entweder leer oder gleich einer der

Mengen (a,bl, (d,b], (a,c] oder (a,c] U (d,b].

Beispiel 1.4. In einer unendlichen Menge X ist das Mengensystem M := {A C X :
A ist endlich oder A ist endlich} eine Algebra, denn

o fiir A, B € M gilt: AU B endlich, falls A und B endlich,
AUB = AN B endlich, falls A oder B endlich,

e aus A € M folgt trivialerweise A € M.

Beispiel 1.5. In einer iiberabzahlbaren Menge X ist das Mengensystem M := {4 C X :
A héchstens abzdhlbar oder A héchstens abzihlbar} eine o-Algebra, denn

o fiir Ay, As,... € M gilt:
;2 A; hochstens abzédhlbar, falls alle A; hochstens abzéhlbar,
U, Ai = N2, A; hochstens abzéhlbar, falls mindestens ein A; héchstens abzihlbar,

e aus A € M folgt trivialerweise A € M.
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Satz 1.6. Seien X eine beliebige nichtleere Menge, T eine Indexmenge und (R¢)ier ei-
ne Familie von Ringen in X. Dann ist der Durchschnitt (\,cp Ry wieder ein Ring in X.
Entsprechendes gilt fiir Algebren, o-Ringe, o-Algebren und monotone Mengensysteme in X.

Beweis. Es gilt

ABe [ Ry = ABERVtET = AUBER,VtET = AUB€ (R
teT teT

und

ABe( Ry = ABERVIET = A\BERVteT = A\Be[|Ry
teT teT

Vollig analog zeigt man die Behauptung fiir Algebren, o-Ringe, o-Algebren und monotone
Mengensysteme. ]

Definition 1.7. Sei X eine beliebige nichtleere Menge und M C P(X) ein nichtleeres
Mengensystem. Der Durchschnitt aller M umfassenden Ringe in X heifst der von M erzeugte
Ring R(M). Entsprechend definieren wir die von M erzeugte Algebra A(M), den von M
erzeugten o-Ring R,(M), die von M erzeugte o-Algebra A,(M) und das von M erzeugte
monotone Mengensystem m(M).

Bemerkung.

e Definition 1.7 ist korrekt, da die Potenzmenge P(X) jedes Mengensystem M in X
enthélt und zugleich Ring, Algebra, o-Ring, o-Algebra und monotones Mengensystem
ist; d.h. am Durchschnitt in Definition 1.7 nimmt mindestens eine Menge teil.

e Die von einem Mengensystem M erzeugte o-Algebra A, (M) wird manchmal auch mit
o(M) bezeichnet und Borel’sche Erweiterung von M genannt.

e Der von einem Mengensystem erzeugte Ring ist im Sinne der Inklusion der kleinste
Ring, der dieses Mengensystem enthélt. Entsprechendes gilt fiir Algebren, o-Ringe,
o-Algebren und monotone Mengensysteme.

Lemma 1.8. Sei X eine beliebige nichtleere Menge und seien My, Mo C P(X) zwei nicht-
leere Mengensysteme. Dann gilt

M1 - R(Mz), MQ C R(M1) = R(Ml) = R(MQ)
Entsprechendes gilt fiir Algebren, o-Ringe, o-Algebren und monotone Mengensysteme.

Beweis. Aus My C R(My) folgt R(M;) € R(R(Mz)) = R(M3) und aus My C R(M;)
folgt R(Mz) € R(R(M;)) = R(M,), dh. R(M;) = R(My). Véllig analog folgt die

Behauptung fiir Algebren, o-Ringe, o-Algebren und monotone Mengensysteme. U
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Satz 1.9. Fine Algebra M in einer nichtleeren Menge X ist genau dann eine o-Algebra,
wenn sie ein monotones Mengensystem ist.

Beweis. ,,=*: Sei M eine o-Algebra. Dann gilt fiir Ay, As,... mit A; C Ay C ... offensicht-
lich UloilAl € M und fir A;,As,... € M mit A1 D Ay D ... gilt n;.ilAZ = U;.ilz e M,
d.h. M ist ein monotones Mengensystem.

»<" Sei nun M eine monotone Algebra und seien A, As,... € M. Setzen wir B; :=
Ul_; A; fiir j €N, so gilt B; € M und By C By C ..., also Uj’;l Bj € M. Die Behauptung
folgt nun aus (J;2, 4; = UjZ, Bj € M. O

Der folgende Satz ist sehr konstruktiv und liefert eine Vorschrift dafiir, wie man aus einem
Semiring einen Ring erzeugt.

Satz 1.10. Sei X eine beliebige nichtleere Menge, sei S C P(X) ein Semiring und sei
V C P(X) das System aller Vereinigungen von endlich vielen, paarweise disjunkten Mengen

aus S. Dann gilt R(S) = V.

Beweis. Die Behauptung folgt, wenn wir zeigen konnen, dass ¥V C R(S) gilt und dass V ein
Ring ist.

Sei also A € V. Dann existieren Mengen Ay, Ag, ..., A, € S CR(S) mit A = A1U---UA,,
und somit gilt A € R(S) (wegen Definition 1.1 (ii)(a)). Also ist V C R(S) gezeigt.

Seien nun A, B € V. Dann existieren paarweise disjunkte Mengen A1, Ao, ..., A;, € S mit
A = A1U...UA,, und paarweise disjunkte Mengen By, By, ..., B, € S mit B = B1U...UDB,,.
Da

m n m n
AmB:(UA,)m U UUAmB
i=1 j=1 i=1j=1
gilt und die Mengen der Form A; N B; paarweise disjunkt sind, folgt zunéchst AN B € V.
Wegen Definition 1.1 (i)(c) existieren fiir i = 1,...,m und j = 1,...,n paarweise disjunkte
Mengen Cl’J, Cy?,...,Cpl e Smit A; \ B; = O ’] U Cp’f] und somlt gilt

A\B:A\UBj:ﬂ(A\Bj):ﬂ <U(Ai\Bj)> =N <UUJC,13>

j=1 i=1k=1

Aus der Definition von V folgt

m Pi,j

UUC;;J’GV

1=1k=1

fir j = 1,...,n und aus der bereits gezeigten Durchschnittseigenschaft von V erhalten wir
somit A\ B € V.
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Es bleibt AU B € V zu zeigen. Dies folgt aus

AUB=(A\B)UB = ﬁ ((6 Uc,y) UB),
j=1 i=1k=1

da die Mengen A\ B und B disjunkt sind. O

Lemma 1.11. Ist A eine Algebra in einer nichtleeren Menge X, so ist m(A) eine o-Algebra.

Beweis. Wenn wir zeigen konnen, dass m(.A) eine Algebra ist, so folgt die Behauptung aus
Satz 1.9. Wir zeigen zunéchst die Abgeschlossenheit von m(.A) beziiglich der Komplementbil-
dung. Sei dazu M := {A € m(A) : A € m(A)}. Offensichtlich ist M abgeschlossen beziiglich
der Komplementbildung und es gilt A C M. Fiir Ay, As,... € M mit A1 C Ay C ... gilt
Aj,As,...€ Mund A; D Ay O ... und aus M C m(A) und der Monotonie von m(.A) folgt
somit

Jaiema) wd [JA4 = ()4 emA),
i=1 i=1 i=1

d.h. U2, A; € M (analog fir Ay D Az D ... und ();2; 4;). Also ist M monoton und deshalb
gilt M =m(A).

Es verbleibt die Abgeschlossenheit von m(.A) beziiglich endlicher Vereinigungen zu zeigen.
Fir A € m(A) setzen wir dazu My = {B € m(A) : AUB € m(A)} und wir setzen
N :={A e m(A): m(A) = My}. Wie man leicht sieht, ist My fir A € A monoton und
es gilt A C My fiir A € A. Also folgt m(A) = My fiir alle A € A und damit A C V. Wir
zeigen nun die Monotonie von N. Seien also A1, Asg,... € N mit A; C Ay C .... Dann gilt
m(A) = My, fiir i € N und fiir beliebiges C' € m(A) folgt somit C' U A; € m(A) fiir alle
i € N, also auch C'UJZ, A; € m(A), da m(A) monoton ist. Damit ist m(A) C M= 4,
d.h. (2, 4; € N, gezeigt (analog fiir Ay O Ay D ... und (o] 4;). Aus A C N und der
Monotonie von N folgt nun m(A) = N. Schlieklich seien nun A, B € m(.A) beliebig. Dann
gilt A, B € N und somit A € Mp, d.h. AUB € m(A). O

Satz 1.12. Ist A eine Algebra in einer nichtleeren Menge X, so gilt m(A) = o(A).

Beweis. Aus A C o(A) und Satz 1.9 folgt m(A) C m(c(A)) = o(A). Und aus A C m(A)
und Lemma 1.11 folgt o(A) C o(m(A)) = m(A). O

Definition 1.13. Sei X ein metrischer Raum. Die vom System aller offenen Mengen in X
erzeugte o-Algebra heillt Borel’sche o-Algebra. Wir bezeichnen sie mit dem Symbol B(X).
Die Mengen der Borel’schen o-Algebra heifsen Borel-Mengen. Eine Menge heifst vom Typ F,,
wenn sie als Vereinigung von abzéhlbar vielen abgeschlossenen Mengen dargestellt werden
kann, und vom Typ G, wenn sie als Durchschnitt von abzéhlbar vielen offenen Mengen
dargestellt werden kann.

Bemerkung. Man kann zeigen, dass Mengen vom Typ F, und Mengen vom Typ Gy stets
Borel-Mengen sind. Das ¢ in F, steht fiir ,Summe* (Vereinigung), das F fiir ,fermé* (fran-
zosisch: abgeschlossen). Das § in G bedeutet ,,Durchschnitt®.
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Beispiel 1.14. Sei X := R" und sei S := {Q;" (@i, bi] : a; < b;, i =1,...,n} U{0} der
Semiring aller halboffenen n-Zellen im R"™. Dann ist R(S) die Menge aller Vereinigungen
von endlich vielen paarweise disjunkten n-Zellen aus S. Der Ring R(S) wird als Ring der
Elementarmengen bezeichnet.



2 Mengenfunktionen

Wir bezeichnen mit R := RU{—o0, +00} das erweiterte System der reellen Zahlen und legen
die folgenden Konventionen fest:

(i) #£00=2400, = =0 firzeR,

+o0 + (£00) = £o0, oo — (Foo) = to0,
(v) (#00) - (H00) = +00, (00) - (Fo0) = —c0.

Definition 2.1. Sei X eine beliebige nichtleere Menge und sei M C P(X) nichtleer.
(i) Eine Abbildung ¢ : M — R heit eine auf M definierte Mengenfunktion.

(ii) Eine Mengenfunktion ¢ : M — R, die héchstens einen der Werte +0o0 annimmt, heift
additiv auf M, wenn fiir alle Mengen A, B € M mit AUB € M und AN B = ) gilt:

p(AUB) = p(A) + ¢(B).

(iii) Eine additive Mengenfunktion ¢ : M — R heift volladditiv (oder o-additiv) auf M,
wenn fiir alle Mengen A, As,... € M mit (J;2; 4; € M und A;NA; =0 fiir i # j

gilt:
@ (U Ai) = Z@(Ai)-
i—1 i1

(iv) Eine additive Mengenfunktion ¢ : M — R heift subvolladditiv (oder o-subadditiv)
auf M, wenn fiir alle Mengen A, A1, As,... € M mit A C |2, 4; gilt:

P(A) <D o(A).
i=1

Bemerkung. Falls die Reihe in Definition 2.1 (iii) konvergiert, so handelt es sich um absolute
Konvergenz, da sich die linke Seite der Gleichung bei Vertauschung der Mengen A; nicht
dndert. D.h. die Reihe hat fiir beliebige Permutationen der ¢(A4;) stets den selben Wert. Aus
dem Riemann’schen Umordnungssatz folgt damit die absolute Konvergenz.
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Beispiel 2.2. Seien X eine unendliche Menge und M := P(X). Dann ist die durch

0, A endlich,
p(A) = :
400, A unendlich

gegebene Mengenfunktion offensichtlich additiv, aber weder volladditiv noch subvolladditiv.

Beispiel 2.3. Seien X := R und M := {(n,n + 1] : n € Np}. Dann ist die durch

0, n gerade,

o((n,n+1]) = {1

, n ungerade

gegebene Mengenfunktion trivialerweise additiv, da keine Mengen A, B € M mit AUB € M
existieren.

Beispiel 2.4. Seien X := R" und M := P(X), sei X := {x1,29,...} C R™ eine hichstens
abzihlbare Menge und sei f : X — [0,00) eine beliebige Funktion. Dann ist die durch

o(A) =Y fla)

$iEA
gegebene Mengenfunktion volladditiv.

Satz 2.5 (Eigenschafteg von Mengenfunktionen). Seien R ein Ring in einer nichtleeren
Menge X und ¢ : R — R eine additive Mengenfunktion. Dann gilt:

(i) A1 Ao, Ay €R, ANA =0 (i #)) = “’<~61Ai> = 3 ¢(4).

(ii)) A, BER, BCA, p(B)# too = p(A\B)=¢(A) —¢(B).
(111) Ewistiert ein A € R mit p(A) # +oo, so gilt o(0) = 0.
(w) A, BER = p(AUB)+ p(ANB)=p(A)+¢(B).
Mit der zusdtzlichen Forderung o(A) > 0 fir alle A € R gilt aufferdem:
(v) AABER, BCA = ¢(B)<p(A).
(vi) A,BeR = ¢(AUB) < p(A)+ ¢(B).
(vii) ¢ subvolladditiv < ¢ volladditiv.
Beweis.

(i) Die Behauptung folgt per Induktion aus Definition 2.1 (ii).

(ii) ¢(4) = ¢((A\ B)U B) = ¢(A\ B) + ¢(B).
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(ili) p(0) = p(A\ A) = p(A) — p(A) = 0.

(iv) o(A) +@(B) = ¢((ANB)U(A\ B)) +¢(B) = (AN B) + ¢(A\ B) + ¢(B)
=9(ANB)+¢((A\B)UB) = (AN B) + ¢(AU B).

(v) 9(A) =o((A\ B)UB) = ¢(A\ B) + ¢(B) > ¢(B).
(vi) 9(AUB) < (AU B) + p(ANB) = ¢(A) + ¢(B).

(vii) Wir zeigen zunéchst die Richtung ,,<=". Seien A, Ay, Ay,... € R mit A C ;2 4;.
Setzen wir B; := AN A; € R fiir i € N sowie C := By und C; := B; \ (U;_:l1 Bj) e R,
sogilt A=;2, Bi=U;2,Cs, Ci € B; C A; und die C; sind paarweise disjunkt. Es

folgt

[e.e]

p(A)=¢ (U Ci) = 0(Ci) < w4y,
i=1 i=1 i—1

d.h. ¢ ist subvolladditiv.

Wir zeigen nun , = Seien Aj,As,... € R mit 4, NA; = 0 fir ¢ # j und
A:=J;2, Ai € R. Dann gilt fir n € N

und somit

5

=

[l

S
N
SN
s

=
N——

C
/—\@.
I
;C?ﬁ

=
N——
N——

[l

S
—
s

=
N——

+

S

(0.4)

Die vorausgesetzte Subvolladditivitat liefert die Behauptung. O

Satz 2.6. Seien R ein Ring in einer nichtleeren Menge X und ¢ : R — R eine additive
Mengenfunktion. Dann sind dquivalent:

(i) ¢ ist volladditiv.

(ii) Fir alle Ay, Ag,... € R mit Ay C Ay C ... und A:=J;2, A € R gilt

lim @(A;) = p(A4).

i—00

10
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Beweis. (i) = (ii): Seien A1, Ag,... € R mit A C Ay C ... und A :=J;2; 4; € R. Dazu
fithren wir die Mengen By := A; und B; := A; \ A;—1 (i = 2,3,...) ein, fiir welche gilt

A]:LJJBZ und A= GBZ
1=1 i=1

Offenbar sind die B; paarweise disjunkt. Somit folgt

o0 oo J J

p(A) = (U Bi) =D @(Bi) = lim } o(B) = lim ¢ (U Bi) = lim o(4;).

i=1 i=1 I J i1 j

(i) = (i): Seien By, By,... € R mit [J;2; B; € R paarweise disjunkt. Setzen wir A; =
Ul_;Bi,sogilt Ay C Ay C...und A := Uj2, 45 = U2, Bi. Daraus folgt

@ (U Bi) =p(4) = ]15{.10 p(4;) = jlggow <U Bi) = ]lggloz p(Bi)=> (B
i=1 =1

i=1 i=1
]

Satz 2.7. Seien R ein Ring in einer nichtleeren Menge X und ¢ : R — R eine volladditive
Mengenfunktion. Fir alle By, Ba,... € R mit By D By O ... und B := ﬂ;’il B; € R gilt
dann

¢(B) = lim ¢(B;).
1—>00
Beweis. Setzen wir A; := B\ B, sogilt A; € Rund A; C Ay C.... Wegen A := 2, 4; =
B1\ B € R gilt ¢(A) = p(B1) — ¢(B) und mit den Sétzen 2.5 (ii) und 2.6 folgt
p(B) = @(B1)—¢(A) = ¢(B1)— lim o(A;) = ¢(B1)— lim (o(B1)—¢(B;)) = lim ¢(B;). O

Satz 2.8. Seien R ein Ring in einer nichtleeren Menge X und ¢ : R — R eine additive
Mengenfunktion. Gilt fir alle B1,Bs,... € R mit By O By O ... und ﬂfil B; = 0 die
Aussage lim;_ oo 0(B;) = 0, so ist ¢ volladditiv.

Beweis. Seien Ay, Ag,... € R paarweise disjunkte Mengen und sei A := (J;2; 4; € R.
Setzen wir B; = (J;Z,, A, so gilt By 2 By O ... und ();2; Bj = ) € R. Damit gilt nach
Voraussetzung lim;_,. ¢(B;) = 0 und wir erhalten

- J
0= lim o(B)) = lim ¢ | |J 4 :jlgrolocp<A\<UAi>>

i=j+1 i=1
J .
= lim (@(A) -> w(&)) = 0(4) =) p(A),
=1 i=1
d.h. (4) =322, o(4). O
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3 Inhalt und MalR — Konstruktion von
Malen

In diesem Kapitel betrachten wir Mengensysteme M in X, wobei wieder X als eine beliebige
nichtleere Menge vorausgesetzt wird. Weiter betrachten wir darauf definierte additive Men-
genfunktionen . Zusétzlich schliefen wir die singuldren Félle ¢(A) = +oo und p(A) = —c0
fiir alle A € M aus. Wegen Satz 2.5 (iii) gilt dann fiir ¢ : R — R auf dem Mengenring R
stets p(0) = 0.

Definition 3.1. Eine auf einem Ring R definierte Mengenfunktion ¢ : R — R heifit Inhalt,
wenn sie additiv und nichtnegativ ist. Ein auf einer o-Algebra definierter Inhalt heifst Mafs,
wenn er volladditiv ist.

Bemerkung. Fir die Mafstheorie sind die Begriffe o-Algebra und Maf von zentraler Bedeu-
tung.

Definition 3.2. Seien M; und M zwei Mengensysteme mit My C My und seien ¢ :
M; = R und ¢y : My — R zwei Mengenfunktionen. Die Mengenfunktion o heifit Fortset-
zung von @1 auf My, wenn 1(A) = po(A) fiir alle A € My gilt. In diesem Fall heift ¢
Einschrinkung von g auf Mj.

Satz 3.3. Sei S ein Semiring.

(i) Jede additive Mengenfunktion ¢ : S - R lisst sich in eindeutiger Weise zu einer
additiven Mengenfunktion ¢ : R(S) — R fortsetzen.

(ii) Jede additive, subvolladditive und nichtnegative Mengenfunktion ¢ : S — R ldsst sich
in eindeutiger Weise zu einem subvolladditiven Inhalt auf R(S) fortsetzen.

Beweis. Wir zeigen zunéchst (i). Sei A € R(S) beliebig. Nach Satz 1.10 existieren paarweise
disjunkte Mengen S1,S2, ..., S, € S mit A =J", S;. Wir setzen entsprechend

Zunéchst miissen wir zeigen, dass ¢(A) nicht von der konkreten Wahl der \S; abhéngt. Seien
also T1,Ts, ..., T, € S weitere paarweise disjunkte Mengen mit A = U?Zl T;. Dann gilt

3

S, =S, NA=5nN TJ :U(SZ'QT]')
=1 =1

12



3 Inhalt und Mafi — Konstruktion von Mafien

m n

fur i =1,...,m und analog T; = J" | (S; N T}) fiir j = 1,...,n. Somit folgt
(50 T5) =Y D &N

Z Z: i=1 j=1
Z (U S, mT») =>_ (D),

d.h. $(A) ist von der konkreten Wahl der S; unabhéngig.

Trivialerweise ist ¢ eine Fortsetzung von ¢ auf R(S). Wir zeigen nun die Additivitidt von
@. Seien also A, B € R(S) mit AN B = () und seien Sy,...,S,, € S paarweise disjunkt mit
A= UL, Sisowie T1,...,T, € S paarweise disjunkt mit B = [J;_, ;. Offensichtlich gilt
dann auch S; N7} = 0 fiir alle ¢ und j und somit

S HC:

$(AUB) = <Us> Ui | =2 00+ o)) = 3(4) + ¢(B).

j=1 i=1 j=1

Es verbleibt der Beweis zur Eindeutigkeit der Fortsetzung. Sei ¢ : R(S) — R eine weitere
additive Fortsetzung von ¢ auf R(S). Dann gilt fiir A € R(S) mit A = |, S; und paarweise
disjunkten Sy,...,5, € S die Beziehung

4 (U si) ST = 3 (S = B(A)
=1 =1

i=1

Wir zeigen nun (ii). Sei ¢ wie im Beweis zu (i). Dann gilt offensichtlich ¢(A) > 0 fiir alle
A € R(S) und die Fortsetzung ¢ ist eindeutig bestimmt, da sie additiv ist. Es verbleibt der
Beweis der Subvolladditivitét.

Seien zunéchst Ay, Ag,... € R(S) und A := [J;2, A; € R(S). Dann existieren paarweise
disjunkte Mengen Si1,55,...,5, € S mit A = U;”Zl S; und paarweise disjunkte Mengen
SiSk L. ,Sfm e S mit 4; = U, S,i. Fiir jedes feste i sind die Mengen der Form S; N S,i
dann ebenfalls paarweise disjunkt und es gilt

Ai=ANA; = [_nj G(Sjms,i)
j=1k=1
fir i = 1,2,... sowie
S;=ANS; = <UA,~> ns; = <U US,@) ns; = UJsins)
=1 i=1k=1 i=1k=1

13



3 Inhalt und Mafi — Konstruktion von Mafien

fiir j =1,...,m. Aufgrund der Subvolladditivitdt von ¢ gilt nun

p(8;5) < Z ©(Sp N S;)
=1 k=1
und somit
BA) =D 0(S) <D Y D e(SinS) =D > > w(SinS) = @A)
j=1 j=11i=1 k=1 i=1 j=1 k=1 i=1

Seien nun Aj, As,... € R(S) sowie A € R(S) mit A C |J;2, A;. Setzen wir B, := A; N A
und C; := A; \ A, so gilt A =J2; B; und B; N C; = (). Also folgt

P(A) < Z ¢(Bi) < Z(@(Bz‘) +@(Cy)) = Z (B UC;) = Z@(Ai)-

O
Bemerkung. Nach Satz 2.5 (vii) ist der subvolladditive Inhalt in Satz 3.3 (ii) sogar volladditiv.

Beispiel 3.4. Seien n € Nund S := {Q);"_(ai, b;] : a; <b;, i =1,...,n}U{0} der Semiring
aus Beispiel 1.14. Dann ist die Fortsetzung der durch

I <®(az‘, bi]) =]J®i—a) wnd @) :=0
i=1 i=1

gegebenen Mengenfunktion p: & — R auf R(S) entsprechend Satz 3.3 ein subvolladditiver
Inhalt auf R(S), denn man kann zeigen, dass p subvolladditiv ist (die Nichtnegativitét ist
offensichtlich).

Beispiel 3.5 (Dirac-Maf). Seien X := R und M := P(X). Dann ist die durch
1, 0€ A,
p(A) =
0, 0¢A

definierte Mengenfunktion ¢ : P(R) — R ein Maf. Dieses Mafs wird als in Null konzentriertes
Dirac-Maj$ oder als Dirac-Mafs mit Tragerpunkt Null bezeichnet.

Definition 3.6. Eine nichtnegative Mengenfunktion p* : P(X) — R heift duferes Map,
wenn gilt:

() 1) = 0.
(ii) p* ist monoton, d.h. fir A C B C X gilt u*(A) < p*(B).

14



3 Inhalt und Mafi — Konstruktion von Mafien

(i) Fiir alle Ay, Ay,... C X gilt
" (U A@-) <>
i=1 i=1

Bemerkung. Die Nichtnegativitdt des dufseres Maftes muss eigentlich nicht vorausgesetzt
werden, denn sie folgt unmittelbar aus den Forderungen (i) und (ii). Die Eigenschaft (iii)
ist eng verbunden mit der Subvolladditivitat einer Mengenfunktion. Jedoch weisen wir an
dieser Stelle deutlich darauf hin, dass dufsere Mafle nicht additiv sein miissen. Zum Beispiel
ist

. 0 A hochstens abzahlbar,
pi(A) ==
1 sonst

ein duferes Mak auf der Potenzmenge P(R) von R, jedoch nicht additiv, denn
1=p7([0,1] U[4,5]) # p*([0,1]) + p7([4,5]) = 2.
Beispiel 3.7. Sei X := [0, 1]. Dann ist die durch

* supA, A#0,
A) =
©(A) {07 A0

gegebene Mengenfunktion p* : P(X) — R ein duferes Mafs. Denn p* ist offensichtlich nicht-
negativ und erfiillt (i) und (ii) aus Definition 3.6. Zum Nachweis von (iii) seien Ay, Ag, ... C
X beliebig und es sei A := J;2; A;. Es gilt nun sup A < sup X = 1 und somit existiert fiir
jedes € > 0 nach Definition des Supremums ein . € A mit sup A < x. + . Weiter existiert
ein i. € N mit z. € A;_, sodass

o0 o
p'(A)=supA<z.+e<supd;, +e<e+ ZsupAi =ec+ ZM*(Ai)
i=1 i=1
folgt. Fiir e — 0 folgt Eigenschaft (iii).
Satz 3.8. Seien R ein Ring in X und p ein Inhalt auf R. Fir E C X bezeichne

ME;:{{UieR:ieN}:EgGUZ}

i=1

die Menge aller abzihlbaren Uberdeckungen von E. Dann definiert die durch

W (E) = {erlf{Zfil w(U;) : {U; :i e N} e Mg}, Mg f 0,
oo Mg =10

gegebene Mengenfunktion u* : P(X) — R ein duferes Map.

15



3 Inhalt und Mafi — Konstruktion von Mafien

Beweis. Offensichtlich ist p*()) = 0 erfiillt. Fiir beliebige A C B C X folgt M4 2 Mp und
somit p*(A) < p*(B), d.h. p* ist monoton. Zum Beweis von Eigenschaft (iii) in Definition
3.6 seien Fi, Fa,... C X beliebig. Existiert ein Index j € N mit u*(E;) = oo, so ist die
Eigenschaft trivialerweise erfillt. Sei also p*(E;) < oo fur alle ¢ € N. Zu jedem & > 0
existieren dann Uberdeckungen {U ]’ :j € N} € Mg, von E; mit

> w(U)) < @ (E) + o
j=1

fiir alle 7 € N. Da jedoch {UJZ : 4,7 € N} die Vereinigung | J;°, E; iiberdeckt, gilt
> €
(U5) <X 3w < 3o(wte+5) =+ e
i=1 i=1 j=1
Fir ¢ — 0 folgt die Behauptung. O

Satz 3.9. Das duflere Maf$ u* aus Satz 3.8 ist genau dann eine Fortsetzung des Inhalts
von R auf P(X), wenn p subvolladditiv ist.

Beweis. , = Es gelte u*(A) = u(A) fir alle A € R. Fiir beliebige Mengen A, A1, Ag,... € R
mit A C |J;2, A; folgt dann aus (ii) und (iii) in Definition 3.6

n(A) = p(A) < <U Al-) <3t A) =3 n(4),
=1 i=1 =1

d.h. p ist subvolladditiv.

“<* Sei p subvolladditiv. Fiir beliebiges A € R setzen wir A1 := A und A; := 0 fir
i = 2,3,.... Dann ist {4; : i € N} eine Uberdeckung von A und somit folgt aus der
Definition von u*

<D n(Ai) = p(A) + Y p(B) = p(A).
=1 =2

Umgekehrt existiert zu jedem & > 0 eine Uberdeckung {A4; : i € N} C R von A mit

S (A < it (4) 4=
i=1

Setzen wir B; := AN A; € R, so gilt A ={J;°; B; und damit

<> u(Bi) <Y u(Ai) < p(A) + e
i=1

Der Grenziibergang € — 0 liefert u(A) < p*(A), d.h. u(A) = pu*(A4). O
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3 Inhalt und Mafi — Konstruktion von Mafien

Satz 3.10. Seien R ein Ring in X, u ein subvolladditiver Inhalt auf R und p* das duflere
Maf aus Satz 3.8. Dann gilt

W(B) = 1 (BN A) + (B A)
fiir alle A € R und alle E C X.
Beweis. Wegen E = (ENA)U (E\ A) gilt nach Definition 3.6 (iii) stets
pr(E) < p*(ENA)+ i (E\ A).
Fiir p*(E) = oo gilt trivialerweise auch
WH(E) > 1 (B0 A) + (12 A).

Sei nun also p*(E) < co. Zu jedem € > 0 existiert dann eine Uberdeckung {U; € R : i € N}
von E mit

p(E) +e = 3 U,
=1

Setzen wir V; := ANU; und W; := U;\ A firi = 1,2,..., dann gilt V;, W; e R, U; = V;UW;
und V; N W; = 0 sowie

ANECAN <UU) =Jvi. E\NAC <UU> \A=Jw
i=1 i=1 i=1 i=1
und p(U;) = (Vi) + p(W;). Also erhalten wir aus Satz 3.9 sowie aus Definition 3.6 (iii) und
(if)
PHE)+e> > uU) =Y p(Vi)+ > pu(Wy) =>_ @ (Vi) + > (W)
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

= (U v) - (U WZ) > (BN A) + (B A).

Der Grenziibergang € — 0 liefert die Behauptung. O

Definition 3.11 (Caratheodory). Sei p* ein dufseres Mafs auf P(X). Eine Menge A C X
heifst p*-messbar, falls
W (B) = (B 1 A) + (B A)

fir alle ' C X gilt. Das System aller ;*-messbaren Mengen in X bezeichnen wir mit A« (X).

Lemma 3.12. Sei p* ein dufleres Maf$ auf P(X). Dann ist jede Menge A C X mit u*(A) =0
p*-messbar, d.h. A€ A,«(X).

17



3 Inhalt und Mafi — Konstruktion von Mafien

Beweis. Sei E C X beliebig. Wegen £ N A C A und Definition 3.6 (i) und (ii) gilt
0 < 1(B N A) < p(4) = 0,
d.h. p*(ENA)=0,und aus £\ A C E folgt mit Definition 3.6 (iii) und (ii)
W(B) = i (BN AU B\ A)) < (BN A) + (B A) <0+ i (E),
also p*(F) = p*(ENA) 4+ u*(E\ A). O

Lemma 3.13. Sei p* ein dufieres Maf$ auf P(X). Ist A C X p*-messbar, so ist auch X \ A
w*-messbar, d.h.
AcApx(X) = X\AeA-(X).

Beweis. Sei E C X beliebig. Aus
E\A=EN(X\A) und ENA=E\(X)\A)
folgt dann
Ww(E) = pH(ENA) +pt (BN A) = @ (B\ (X \ A) + 1*(E0 (X \ 4)).
O

Lemma 3.14. Sei p* ein dufleres Maf$ auf P(X). Sind A C X und B C X p*-messbar, so
ist auch AN B p*-messbar, d.h.

ABeA-(X) = ANBeEA-(X).

Beweis. Sei E C X beliebig. Wegen A € A« (X) gilt

W (E\ (ANB)) = (BN (ANB)) = u* (BN (AUTE)) = (B 1 A) + (B A)
%/
=FE
— W(BNAND) + g (BT = (BN A)\ B) + w*(E\ A)
und aus B € A, (X) sowie nochmals aus A € A,~(X) folgt damit
W(EO(ANB)) + 1" (B\ (AN B) = *(EN AN B) + (BN A) \ B) + u(E\ A)
= W(E N A) + (B A) = " (E),

dh. AN B € A (X). O
Bemerkung. Fiir A, B € A,+(X) folgt aus Lemma 3.13 und Lemma 3.14

AUB=ANB € A, (X),

d.h. A,+(X) ist eine Algebra.
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3 Inhalt und Mafi — Konstruktion von Mafien

Satz 3.15. Sei p* ein duferes Maf auf P(X). Dann ist A, (X) eine o-Algebra und u*\A#* (X)
ein Maf auf Ay (X).

Beweis. ' Sei E C X beliebig und seien Ay, As,... € A,-(X) paarweise disjunkt. Mit
A= J2, A gilt dann

p(E) = p (ENA) +p"(E\A) = p (ENA) +p*((E\ A1) N Ag) + p*((E\ A1) \ Ag)
~—— ——— ~——————
=EnAs =E\(A1UAy)
= (ENA) +p (ENAy)+ p ((E\ (A1 UA2)) N A3) + p*((E\ (AL U A2)) \ As)
=FENAs :E\(A1UA2UA3)

== pHENA)+p (BN (UL A4)) = > p(ENA)+p (E\ A)

i=1 SE\A =1

und der Grenziibergang n — oo liefert in Verbindung mit Definition 3.6 (iii)

Zi (ENA)+p*(E\A) >u” (G(EﬂAﬁ)—i—/f(E\A)

W (B0 A) 4 (B A).

Wegen E = (ENA)U(E\ A) und Definition 3.6 (iii) gilt auch die umgekehrte Ungleichung,
also p*(E) = p*(ENA)+ p*(E\ A), dh. A€ A,<(X). Insbesondere gilt also auch

W) =S 1 (E0A) + 1 (B A).

i=1
Setzen wir E := A, so liefert dies
— * * @ ,
) ;M ( u_(o)

d.h. p* ist volladditiv auf A, (X).
Selen nun By, By, ... € Au«(X) beliebig und sei B := U:2, Bi. Setzen wir A; := By und
= B;\ (UZ !B, ) fiir i = 2,3,..., so gilt A; € A,+(X) (wegen Lemma 3.13 und Lemma
3 14) und B = UZ:1 A;. Nach dem bereits Gezeigten folgt also B € A,«(X), d.h. A,«(X)
ist eine o-Algebra. O

Satz 3.16 (Fortsetzungssatz von Hahn). Sei ¢ : & — [0,00] eine nichtnegative, additive
Mengenfunktion auf einem Semiring S und sei p : R(S) — [0, 00| die Fortsetzung von ¢ zu
einem Inhalt auf R(S) (vgl. Satz 3.3). Dann ist die Einschrinkung p*| 4 . x) des in Satz 3.8

'Da Additivitit keine Eigenschaft p* ist, wird diese im Beweis auch nicht bendtigt.
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3 Inhalt und Mafi — Konstruktion von Mafien

definierten dufleren Mafles p* @ P(X) — [0,00] genau dann eine Fortsetzung von ¢ auf
A (X)), wenn ¢ subvolladditiv ist.

Beweis. Aus den Sétzen 3.3 (ii) und 3.9 folgt sofort, dass p* genau dann eine Fortsetzung
von ¢ auf P(X) ist, wenn ¢ subvolladditiv ist. Trivialerweise gilt S C R(S) und wegen
Satz 3.10 auch R(S) C A+ (X), falls ¢ subvolladditiv ist. Dies liefert die Behauptung. [

Bemerkung. Satz 3.16 gibt uns eine Moglichkeit, eine nichtnegative, subvolladditive Men-
genfunktion auf einem Semiring zu einem Maf auf einer o-Algebra (némlich auf A,«(X))
fortzusetzen.

Definition 3.17. Sei M C P(X) nichtleer. Eine Mengenfunktion ¢ : M — R heift
o-endlich, wenn zu jedem A € M abzéhlbar viele paarweise disjunkte Mengen Aq, A, ... €

M mit -
lp(A;)] < o0 und A= U A;
=1

existieren.

Satz 3.18 (Ergénzungssatz zum Fortsetzungssatz von Hahn). Sei ¢ eine nichtnegative,
subvolladditive und o-endliche Mengenfunktion auf einem Semiring S und es existiere eine
abzihlbare Uberdeckung von X durch Mengen aus S. Dann ist die Einschrinkung M*|Au* (X)
des zu ¢ gehdrenden dufleren Mafles pi* (vgl. Satz 3.16) ein o-endliches Maf auf A, (X).

Beweis. Wegen Satz 1.10 ist die Fortsetzung pu von ¢ auf R(S) offensichtlich o-endlich;
damit ist also auch p* auf R(S) c-endlich. Nach Voraussetzung existiert eine Uberdeckung
{U; € S : i € N} von X. Setzen wir U; := U; und U; := U; \ (U;;ll U;) fiir i = 2,3,...,
so gilt U; € R(S), Uy NU; = 0 fir i # j und X = |J;2, U;. Da p* o-endlich auf R(S) ist,
existieren fiir jedes i € N Mengen V!, V2 ... € R(S) mit ,u*(Vij) < oo fiir alle j € N und
Ui =U;2, VZJ Fir A € A,«(X) gilt somit

A=AnX=An GGW :GG(AHVZJ).

i=1j=1 i=1j=1

Da die Mengen AN Vij fir 7, j € N paarweise disjunkt sind und p*(A N VZJ) < ,u*(Vij) < 00
gilt, ist die Behauptung gezeigt. O

Definition 3.19. Ein Mak u auf einer o-Algebra A heifst vollstindig, wenn fiir jedes A € A
mit p(A) =0 aus B C A stets B € A folgt.

Bemerkung. Aus der Monotoniebedingung von Definition 3.6 (ii) und wegen des Lemmas 3.12
folgt unmittelbar, dass das im Sinne des Fortsetzungssatzes von Hahn iiber eine Einschran-
kung des dukeren Makes p* auf der o-Algebra der nach Caratheodory messbaren Mengen
Ay (X) definierte Mak p*[ 4 . (x) ein vollstindiges Mak ist.
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Satz 3.20. Sei A eine o-Algebra in X und sei v ein Maf$ auf A. Dann ist das Mengensystem
A={AUN:Ac A NeN},

wobei N :={N C X : 3B € A mit u(B) =0 und N C B} sei, eine o-Algebra in X und die
durch
(AU N) i= u(A)

auf A definierte Mengenfunktion Ti : A — [0, 00] ist ein vollstindiges Mafi auf A.

Beweis. Wir zeigen als Erstes, dass A eine o-Algebra ist. Sei AUN € A mit A € A und
N € N und sei B € A eine Menge mit u(B) =0 und N C B. Dann gilt

AUN =(AUB)\(B\(AUN))=(AUB)N(B\(AUN))=(AUB)U(B\ (AUN)),
cA CB

dh. AUN € A. Seien nun A;UN;, AsUN>, ... € A mit entsprechenden Mengen By, Bo, ... €
A. Wegen Satz 2.5 (vii) ist pu subvolladditiv und damit folgt

1 <U Bz) <> u(B
=1 =1
Also erhalten wir

QAUN <UA> (G )eZ.

Wir zeigen nun die Korrektheit der Definition von 7. Seien also AUN € Aund AUN € A
mit entsprechenden Mengen B, B € A, sodass AUN = AUN gilt. Zu zeigen ist pu(A) = p(A).
Nach Satz 2.5 (iv) gilt zunédchst

p(BUB) + pu(BN B) = u(B) + u(B) =0,

also 1(BUB) = 0. Wegen Satz 2.5 (v) gilt dann auch u(AN(BUB)) = 0. Falls p(A) = oo und
1(A) = 0o, so ist die Behauptung trivial. Sei also  (A) < oo (sonst A und A vertauschen).
Aus AUN = AUN folgt AUBU B = AU BU B, sodass Satz 2.5 (ii)

0=pu()=pu((AUBUB)\ (AUBUB)) = w(AUBUB) + u(AUBU D),
dh. wW(AUBUB) = u(AU BU B), liefert. Mit Satz 2.5 (iv) folgt wiederum

W(AUBUB) + u(AN(BUB)) = u(A) + u(BU B)
=0 —0
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und analog (AU B U B) = u(A), d.h. es gilt u(A) = u(A).

Wir zeigen nun die Volladditivitit von 7. Seien also A; U Ni, Ao U Na, ... € A paarwei-
se disjunkt. Dann gilt (vgl. Beweisteil zur Abgeschlossenheit von A beziiglich abzihlbarer
Vereinigungen)

%QM)@((UA)@(H ))—~(UA)

Es verbleibt die Vollstéindigkeit von 7 zu zeigen. Sei also A U N € A mit einer entspre-
chenden Menge B O N, u(B) = 0, und mit i(A U N) = 0. Dann ist auch p(A) = 0. Fir
C CAUN gilt C C AUB € A und Satz 2.5 (iv) liefert

u(AUB) + u(ANB) = p(A) + p(B) =0,
d.h. u(AU B) = 0. Somit folgt C =) U C € A, also ist 7 vollstindig. O

Bemerkung. Das Mafs @ wird Vervollstindigung von p genannt.

Beispiel 3.21 (Lebesgue-Maf im R™). Sei X := R" und sei R der Ring der Element-
armengen im R™ (vgl. Beispiel 1.14). Weiter sei pu der subvolladditive Inhalt auf R aus
Beispiel 3.4. Die Einschrankung p*| A« (R des entsprechend Satz 3.8 konstruierten duféeren
Mafes p* ist nach Satz 3.16 eine Fortsetzung von p auf A= (R"). Das Mak 1*| 4 . (n) wird
als (n-dimensionales) Lebesgue-Maf$ bezeichnet und A,«(R") heifit o-Algebra der Lebesgue—
messbaren Mengen. Wir verwenden dafiir im Weiteren das Symbol L£(R").

Offensichtlich ist p(I) < oo fiir alle n-Zellen der Form I = @' (a;,b;], d.h. p ist auf
dem Semiring dieser n-Zellen o-endlich. Nach Satz 3.18 ist das Lebesgue-Maf u*| A (R?)
also og-endlich. Entsprechend der Bemerkung nach Definition 3.19 ist das Lebesgue-Maf
| A, (Rn) €in vollsténdiges Mak.

Bemerkung. Beschrankte Mengen im R"™ haben ein endliches Lebesgue-Mafs, da sie in einer
(endlichen) n-Zelle enthalten sind. Man kann ohne grofe Miihe zeigen, dass abzdhlbare
Mengen im R™ Lebesgue-messbar sind und dass ihr Lebesgue-Mafs Null ist. Es gibt jedoch
auch iiberabzdhlbare Lebesgue-Nullmengen (z.B. die Cantor-Menge).

Bemerkung. Man kann zeigen, dass jede Borel-Menge im R™ (vgl. Definition 1.13) Lebesgue-
messbar ist, es aber Lebesgue-messbare Mengen gibt, die keine Borel-Mengen sind. Also
gilt mit echter Inklusion B(R"™) C £(R™). Die Einschrankung des Lebesgue-Mafes auf die o-
Algebra der Borel-Mengen heifst Borel-Mafs. Entsprechend bezeichnet man die Borel-Mengen
aus B(R") auch als Borel-messbare Mengen. Das Borel-Maf im R ist im Gegensatz zum
Lebesgue-Maf nicht vollstéandig, weil es Teilmengen zu Borel-Mengen mit Borel-Maf Null
gibt, die selbst keine Borel-Mengen sind. Vervollsténdigt man das Borel-Mafs im R™ im Sinne
von Satz 3.20, so ergibt sich das Lebesgue-Maf als Vervollsténdigung.
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Bemerkung. Es gibt auch Mengen in R"™, die nicht Lebesgue-messbar sind (z.B. die so ge-
nannten Vitali-Mengen).

Beispiel 3.22 (Lebesgue-MaR in R). Sei X := R und sei
S :={[-00,b] : b e R} U{(a,+o0] : a € R}U{(a,b] : a,b € R, a < b} U{0}.
Dann ist S ein Semiring und die durch
u([—00,b)) i= 400, pl(a,+oc)) = +o0, pl(a,b) i=b—a, u(0) =0

gegebene Mengenfunktion p : & — [0,00] ist subvolladditiv und o-endlich. Das analog
zum Lebesgue-Maf im R™ aus S und p konstruierte Mak heilit Lebesgue-Maf in R. Die
dazugehorige o-Algebra bezeichnen wir entsprechend mit £(R).

Bemerkung. Die Mengen [—o0,b) bzw. (a,+0oc] sehen wir als offene Kugeln (Umgebungen)
um die uneigentlichen Punkte —oo bzw. 400 von R an, sodass wir eine Grundlage haben, um
iiber offene und abgeschlossene Mengen und deren Konsequenzen in R zu sprechen. Zusétzlich
zu beschréankten Intervallen (a,b) mit a,b € R, die sowohl in R als auch in R offene Kugeln
bilden, treten in R auch noch die unbeschrinkten Intervalle der Typen [—o0,a) bzw. (b, o0
als offene Kugeln hinzu. Auch hier ist die Borel’sche o-Algebra B(R) als kleinste o-Algebra,
die alle offenen Mengen von R enthilt, wieder als echte Teilmenge in £(R) enthalten.

Satz 3.23. Seien X := R", L(R") die o-Algebra der Lebesgue-messbaren Mengen und
das Lebesgque-MafS. Fir A € L(R™) existieren zu jedem € > 0 eine abgeschlossene Menge
F € L(R™) und eine offene Menge G € L(R™) mit F C A C G, sodass u(A\ F) < ¢ und
w(G\ A) < e gilt.

Beweis. Erfiille A € L(R™) zunéchst p(A) < oco. Mit p* bezeichnen wir das dufere Mak, aus
welchem das Lebesgue-Maf konstruiert wurde (vgl. Beispiel 3.21). Wegen p*(A) = pu(A) < oo
existiert nach Definition von p* (vgl. Satz 3.8) zu jedem € > 0 eine abzihlbare Uberdeckung
{E; € R :i € N} von A mit

A+ 5> ;mi)

(R sei hier der Ring der Elementarmengen). Nach Satz 1.10 existieren zu jedem E; paarweise
disjunkte, halboffenen n-Zellen I, I2,... 1 Momit B = U;nz'l I!. Zur Vereinfachung der

R
Notation nummerieren wir die Elemente der (abzéhlbaren) Menge {I} : i € N, 1 < j < m;}
um in {Ij : k € N}; wir haben also

oo m; 00
6 .
RUTESS 3 Syt Sis)
i=1 j=1 k=1
Bezeichnen wir die Grenzen der halboffenen n-Zelle I, mit ai, ...,ap und b}g, ..., bg, dh.

I, = Q1 (al,b], so existiert fiir jedes k € N eine offene n-Zelle Jj, := @/, (a, bl + %)
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3 Inhalt und Mafi — Konstruktion von Mafien

mit -
EAEIIARE

(die 6} > 0 miissen hinreichend klein gewihlt werden). Die Menge G := |Jpo; Ji ist dann
offen und es gilt

W (@) = <U Jk> =D IACAED SINIARES YT

k=1 k=1 k=1 k=1

Somit folgt
(G A) = p(G) — p(A) = i*(G) - 1'(4) < e.

Gilt fir A € L(R™) nun u(A) = oo, so existieren aufgrund der o-Endlichkeit von pu
(vgl. Beispiel 3.21) paarweise disjunkte Mengen Aj, Ag,... € L(R"™) mit pu(A;) < oo und
A =JZ, A;. Nach dem bereits gezeigten existieren fiir € > 0 entsprechend offene Mengen
G1,Go,... € L(R™) mit A; € Gy und pu(G; \ 4;) < 5. Setzen wir G := |2, Gi, so gilt
A C G und G ist offen. Es folgt

WG\ ) = (Uaz)\ O] ) =r (U@ (U
i=1 i=1

i=1 i=1

Es verbleibt die Existenz einer abgeschlossenen Menge F' mit den behaupteten Eigenschaf-
ten zu zeigen. Seien also A € L(R") und € > 0. Dann gilt A € £(R") und somit existiert
eine offene Menge G € L(R") mit A C G und u(G \ A) < €. Setzen wir F := G, so ist F
abgeschlossen und wir erhalten F' C A sowie

pA\F) = p(ANF) = p(ANG) = w(G\ A) < ¢
O

Satz 3.24. Sei B(R™) die Borel’sche o-Algebra im R™ (vgl. Definition 1.13) und set A C R"™
Lebesgue-messbar, d.h. A € L(R™). Dann existieren eine Menge F vom Typ F, und eine
Menge G vom Typ G5 mit FF C A C G, sodass u(A\ F) =0 und p(G\ A) = 0 gilt, wobei p
das Lebesgue-Mafl im R™ bezeichne.

Beweis. Nach Satz 3.23 existieren zu jedem m € N eine abgeschlossene Menge F;,, und eine
offene Menge G, mit F,,, C A C G,,, sodass

HANE) < = und G\ A) < —

m
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3 Inhalt und Mafi — Konstruktion von Mafien

gilt. Setzen wir F := (Jo-_; F, und G :=(°_; Gy, so gilt fiir jedes M € N

> 1
= < —
(AN F) =p <A\ <g1Fm>> < (AN Fur) < 47
w(G\A) = [ () G )\A) < (Gar\ 2) < -
m=1 " a M
Der Grenziibergang M — oo liefert die Behauptung. O

Bemerkung. Aus Satz 3.24 folgt, dass jede Lebesgue-messbare Menge A € L(R™) als Ver-
einigung zweier disjunkter Mengen B € L(R"™) und N € L(R"™) dargestellt werden kann,
wobei B € B(R") und pu(N) = 0 gilt. Mit den Bezeichnungen aus Satz 3.24 miissen wir nur
B:=F und N := A\ F setzen.

SatE 3.24 und die nachfolgende Bemerkung lassen sich iibertragen auf den Fall, dass man
X = R und die entsprechenden o-Algebren B(R) bzw. L(R) betrachtet.
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4 Messbare Funktionen

4.1 Definitionen und Eigenschaften

Definition 4.1. Seien X eine beliebige nichtleere Menge, M C P(X) eine o-Algebra in X
und g ein Maf auf M. Das Paar (X, M) heit messbarer Raum und das Tripel (X, M, p)
heifst Mafraum. Eine Menge A C X heifst wieder messbar (oder M-messbar), wenn A € M
gilt.

Bemerkung. Wir betrachten in diesem Kapitel Funktionen f, deren Urbilder in X und deren
Bilder in Y liegen. Um den Begriff der Messbarkeit solcher Funktionen sinnvoll zu definieren,
miissen die Funktionen jedoch als Funktionen zwischen zwei messbaren Réumen (X, M) und
(Y, N) betrachtet werden. Wenn keine Verwechslungen zu befiirchten sind, verzichtet man
oft auf die explizite Erwdhnung der o-Algebren und schreibt nur kurz f: X — Y.

Besonders wichtig sind in diesem Zusammenhang reelle Funktionen f : X — R bzw. die
so genannten numerischen Funktionen f : X — R. Ohne es im Weiteren immer explizit
zu erwahnen, betrachten wir diese stets als Funktionen zwischen den messbaren R&umen
(X, M) und (R, B(R)) bzw. (R, B(R)), d.h. im Bildraum wird stets die Borel’sche o-Algebra
zugrunde gelegt.

Definition 4.2. Seien (X, M) und (Y,N) messbare Raume. Eine Funktion f : X — Y
heifit (bezogen auf dieses Paar messbarer Rdume) messbar, wenn das Urbild jeder messbaren
Menge messbar ist, d.h.

BeN = f1(B)em.

Eine reelle Funktion f : X — R bzw. eine numerische Funktion f : X — R nennen wir
messbar, wenn sie jeweils als Funktionen zwischen (X, M) und (R, B(R)) bzw. (R, B(R))
messbar sind. Im Falle X = R™ nennen wir reelle und numerische Funktionen messbar,
wenn sie als Funktionen zwischen (R™, B(R")) und (R, B(R)) bzw. (R, B(R)) messbar sind.

Bemerkung. Manchmal spricht man von Lebesgue-messbaren reellen Funktionen f : R” — R
bzw. von Lebesgue-messbaren numerischen Funktionen f : R” — R, wenn sie als Funktionen
zwischen (R™, £(R™)) und (R, B(R)) bzw. (R, B(R)) messbar sind. Da jedoch B(R") C L(R"™)
gilt, ist jede solche messbare Funktion im Sinne der Definition 4.2 auch eine Lebesgue-
messbare Funktion.

Mit Hilfe des folgenden Lemmas 4.3 lisst sich danach direkt der zur Uberpriifung der
Messbarkeit von Funktionen und Funktionenklassen wichtige Satz 4.4 beweisen. Nochmals sei
erwihnt, dass sich offene Kugeln in R mit a, b € R sowohl durch beschriinkte offene Intervalle
(a,b) als auch durch unbeschrénkte Intervalle der Typen [—00, a) bzw. (b, co] darstellen lassen
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4.1 Definitionen und Figenschaften

(vgl Bemerkung nach Beispiel 3.22). Weiter sei hier die Verwandtschaft dieses Lemmas mit
dem spéter erwdhnten und bewiesenen Lemma 4.10 vermerkt. Der Beweis von Lemma 4.3
verlauft analog zu dem von Lemma 4.10 auf der Grundlage der Tatsache, dass die Menge
der rationalen Zahlen abzéhlbar ist und dicht in der Menge der reellen Zahlen. Hier miissen
aber noch unbeschréinkte Intervalle einbezogen werden.

Lemma 4.3. Jede offene Menge in R ist als abzihlbare Vereinigung offener Kugeln in R
darstellbar.

Satz 4.4. Sei (X, M) ein messbarer Raum. Dann ist eine numerische Funktion f: X — R
genau dann messbar im Sinne von Definition 4.2, wenn

X(f>a):={zeX: f(x)>a} eM

fiir alle a € R gilt.

Beweis. Sei zuerst die Funktion f : X — R messbar im Sinne von Definition 4.2. Dann ist
X(f > a) € M, weil (a,+o0] fiir beliebige reelle Zahlen a als offene Menge in R auch zur
Borel’schen o-Algebra B(R) gehort.

Um die fiir den Beweis notwendige zweite Implikation zu zeigen, nehmen wir an, dass
X(f > a) € M fiir alle a € R gilt und schliefen daraus auf f~1(B) € M fiir beliebige
B € B(R). Dazu betrachten wir das Mengensystem & = {(a,+o0o] : a € R} und dessen
erzeugte o-Algebra o(€). Wegen f~1(B) € M fiir alle B € £ gilt auch f~*(B) € M fiir alle
B € o(€). Gewiss enthélt (&) alle halboffenen Intervalle (a,b] als Differenzmengen zweier
Elemente aus £ und alle Intervalle des Typs [—00,a] als Komplemente. Da sich auch alle
Intervalle der Art (a, b) bzw. [—00, a) mittels abzahlbarer Vereinigungen der bereits erzeugten
Typen darstellen lassen, gehoren alle offenen Kugeln in R zu o(€), wegen Lemma 4.3 damit
auch alle offenen Mengen. Somit haben wir B(R) C o(&). Fiir B € B(R) gilt dann auch
fYB)eM O

Bemerkung. Wie eine Inspektion des Beweises zeigt, bleibt die Aussage des Satzes 4.4 na-
tiirlich auch richtig, wenn reelle Funktionen f : X — R betrachtet werden.

Satz 4.5. Sei (X, M) ein messbarer Raum und sei f : X — R eine beliebige Funktion. Dann
sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) X(f >a) € M fir alle a € R,
(1)) X(f > a) € M fir alle a € R,
(iii) X(f <a) € M fir alle a € R,
(w) X(f <a)e M fir alle a € R.

Bewers. Beweis:

(i) = (iv):
N ([=o0,a)) = fFHRN (a,+00]) = FTHR)\ £~ ((a,4+00)) = X\ £~ ((a, +00]) € M.
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4.1 Definitionen und Figenschaften
(iv) = (iii):

fHl-o0a)) = f71 <U [—00,a - %]) =

m=1

et
=
T
g
Q
T;XL_.
m
<

(iii) = (ii):
FHa,+o0]) = FTHRN\ [00,a)) = X\ f7H([~00,a)) € M.
(ii) = (i):

fY(a,+oc]) = f! <U la + %,—FOO]) = e+ &, +o0]) e M.

m=1

Bemerkung. Statt X (f > a) kann in Satz 4.4 also auch X (f < a), X(f > a) oder X(f < a)
stehen.

Beispiel 4.6. Die durch
l? x # 07

400, =0
gegebene Funktion f : R — R ist wegen Satz 4.4 messbar, denn es gilt
[0,1) € B(R), a>0,
X(f>a)=141[0,+x) € B(R), a=0,
(=00, 1Y U [0, +00) € B(R), a<O0.
Satz 4.7. Jede stetige Funktion f : R"™ — R ist messbar.

Beweis. Die Mengen (a,+00) C R fiir a € R sind offen. Da f stetig ist, sind somit auch die
Mengen f~!((a,+00)) offen und gehoren zu B(R™). Aus Satz 4.4 folgt daher die Behauptung.
O

Bemerkung. Aus dem Beweis zu Satz 4.7 folgt sofort, dass jede auf einem metrischen Raum
X definierte stetige Funktion f : X — R messbar beziiglich der Borel’schen o-Algebra in X
ist.

Satz 4.8. Sei (X, M) ein messbarer Raum. Ist f : X — R messbar, so ist auch |f] : X — R
messbar. Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht.

Beweis. Sei f: X — R messbar. Fiir a > 0 gilt dann X(f > a) € M und X(f < —a) € M
(Sétze 4.4 und 4.5). Also erhalten wir

X(|f| >a)=X(f < —a)UX(f >a)eM,
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4.1 Definitionen und Figenschaften

d.h. | f| ist nach Satz 4.4 messbar.
Wir geben ein Gebenbeispiel fiir die Gegenrichtung an. Sei A C X mit A ¢ M und sei

f: X — R durch
1, rEA,
fx) =
-1, z¢ A
gegeben. Dann gilt

XeM, a<l,
X(\f\>a)={®€M -

d.h. | f] ist messbar. Jedoch erhalten wir X (f > 0) = A ¢ M, d.h. f ist nicht messbar. [

Satz 4.9. Sei (X, M) ein messbarer Raum und seien die Funktionen f, : X — R firn € N
messbar. Dann sind auch die durch

g(z) ==sup fo(z), h(z):= inf f,(z), p(z):=limsup fu(z), q(z):= hnl)géffn(x)

neN neN n—o00 n
gegebenen Funktionen g,h,p,q : X — R messbar.

Beweis. Aufgrund der Messbarkeit der Funktionen f, fiir alle n € N gilt X(f, > a) € M
und nach Satz 4.5 auch X(f,, > a) € M fiir alle n € N und a € R. Somit folgt

g>a:U (fn>a)eM und X(h>a) ﬂ (fn>a) e M,

d.h. g und h sind messbar.
Es gilt

limsup f(z) = 1nf sup fr(z) und liminf f,(z) = sup 1r>1f fr(x).

n—00 Ng>n n—roo neNk

Nach dem bereits gezeigten sind g, := supy>,, fx und hy, = infg>, fr messbar und damit
auch p = inf,en g5, und ¢ = sup,, ey hn- O

Bemerkung. Existiert f(z) :=lim, oo fn(x) fir alle z € X, so ist mit f,, fiir n € N auch f
messbar, da dann lim,,_, f, = limsup,,_,., fn gilt.

Lemma 4.10. Jede offene Menge G C R™ ist als abzihlbare Vereinigung offener n-Zellen
Qi (ai, b;) darstellbar.

Beweis. Fall n. = 1: Sei M eine offene Menge in R. Dann kann man sie darstellen als Vereini-
gung iiber offene Intervalle (Kugeln) um jeden einzelnen Punkt x € M mit geeigneten Radien

>0 M= | (x—eg,x+ e;). Da die Menge der rationalen Zahlen Q abziahlbar und
xeM

dicht in R ist, kann man jedes offene Intervall (a, b) in R darstellen als (a,b) = U (a;, b;) mit
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4.1 Definitionen und Figenschaften

rationalen Intervallgrenzen a;,b; € Q (rationale Approximation des Intervalls von innen).
o

Dann ist M = |J U (as,,bs,), wobei ay,, by, € Q. Da es aber nur abzéhlbar viele ratio-
M i=1

nale Zahlenpaareﬂg fgibt, ist die Vereinigung zur Darstellung von M eine mit abzahlbar vielen
offenen Intervallen.

Fall n > 1: Der Beweis erfolgt mit analogen Hilfsmitteln. Jede offene n-Zelle lésst sich wieder
von innen durch offene n-Zellen mit rationalen Eckpunkten beliebig genau approximinieren.
Es gibt aber auch nur abzéhlbar viele derartige (rationale) n-Zellen. Bleibt zu zeigen, dass
um jeden inneren Punkt von M eine offene n-Zelle existiert, die ganz in M liegt. Jede offene
Kugel in R™ enthélt aber eine offene n-Zelle. Man kann auch argumentieren, dass Kugeln
nicht im Sinne der Euklidischen Norm, sondern im Sinne der Maximumnorm betrachtet
werden und alle Normen in R” dquivalent sind. O

Satz 4.11. Sei (X, M) ein messbarer Raum und seien f,g: X — R messbare Funktionen.
Ist die Funktion F : R? — R stetig, so ist die durch h(z) := F(f(x), g(z)) definierte Funktion
h: X — R messbar.

Beweis. Sei a € R und sei
Gq = {(u,v) € R*: F(u,v) > a} = F~'((a,+00)).

Da (a,400) offen und F stetig ist, ist G, offen, sodass nach Lemma 4.10 offene 2-Zellen
It = (ag, by) ® (e, di) fir k € N mit G, = g I existieren. Es folgt nun

X(h>a)={xeX:(f(2)9(x)) GG}—U{HUGX f(@),9(x)) € I}

= |J(X(f > a) N X(f <bp) N X(G > ) N X(g < dy)) €M,
k=1

d.h. h ist messbar. O

Folgerung 4.12. Sei (X, M) ein messbarer Raum und seien f,g: X — R messbar. Dann
sind auch die (punktweise definierten) Funktionen f + g, f-g, ¢- f (mit ¢ € R) sowie die
durch

fel@) = max{f(£),0}  und  f_(x):= —min{f(x),0}

definierten Funktionen fy und f_ messbar.

Beweis. Fir f+ g, f-g, c- f folgt die Behauptung aus Satz 4.11, da die Zuordnungen
(z,y) = x+vy, (x,y) = xy, (z,y) — cx fir x,y € R stetig sind. Die Messbarkeit von f
und f_ folgt aus

fe=5(F+1D wmd S =5(f1- 1)
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4.1 Definitionen und Figenschaften

Bemerkung. Die Funktion fi > 0 heifst positiver Anteil, f_ > 0 negativer Anteil von f. Es
gilt stets f = fi — f_ sowie |f| = f+ + f-.

Definition 4.13. Sei X eine beliebige nichtleere Menge. Eine Funktion ¢ : X — R heifst
Treppenfunktion, falls ihre Bildmenge {y € R : 3z € X mit p(z) = y} endlich ist. Fiir
E C X heifst die durch

1, z€F,

x):=13
xi(o) {0, v ¢ E
gegebene spezielle Treppenfunktion xyg : X — R charakteristische Funktion der Menge E.

Lemma 4.14. Sei X eine beliebige nichtleere Menge und sei ¢ : X — R eine Treppenfunk-
tion mit den paarweise verschiedenen Funktionswerten ci,co,...,c, € R. Dann existieren
paarweise disjunkte Mengen FEq, Fo, ..., E, C X mit

n
¥ = Z CiXE;-
i=1
Beweis. Die Behauptung folgt sofort mit
Ei={recX o) =c¢}=¢ ).
O

Bemerkung. Wenn wir Treppenfunktionen in der Form )" | ¢;x g, darstellen, nehmen wir
im Folgenden stets an, dass die Mengen FE; paarweise disjunkt sind.

Satz 4.15. FEine auf einem messbaren Raum (X, M) definierte Treppenfunktion
o=y, ¢XE ist genau dann messbar, wenn Ey, Es, ..., E, € M gilt.

Beweis. O.B.d.A. sei ¢; < ¢y < -+ < ¢ Fiir a < ¢ gilt X(p < a) =0 und fiir a > ¢, gilt
X(p < a) = X. Ansonsten, d.h. fiir c; < a < ¢, gibt es ein j € {1,2,...,n — 1} derart,
dass ¢; < a < ¢j41 gilt und wir X(¢ < a) = (J/_; E; haben. Aus Ey,Es, ..., E, € M
folgt dann sofort X(p < a) € M Va € R und ¢ ist messbar. Umgekehrt folgt aus der
Messbarkeit von ¢ die Messbarkeit von X (¢ < a) fiir alle a € R. Es ist dann néamlich
Fj == \Jl_E € M fir j = 1,2,...,n. Somit erhalten wir E; = F; \ F;_; € M fiir
1=2,3,...,nund EF; = F; € M. O

Bemerkung. In der Literatur werden messbare Treppenfunktionen vielfach als einfache Funk-
tionen bezeichnet. Bereits hier sei darauf verwiesen, dass solche Funktionen das entschei-
dende Hilfsmittel zur Definition des Lebesgue-Integrals in Kapitel 5 sein werden. Fiir eine
alternative Definition des Riemann-Integrals (siehe Definition 7.2) in Kapitel 7 muss man
sich allerdings auf spezielle Treppenfunktionen einschranken, die wir (R)-Treppenfunktionen
nennen werden.
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Satz 4.16. Sei (X, M) ein messbarer Raum und sei f : X — R eine messbare Funktion.
Dann ezistiert eine Folge (¢n)nen von messbaren Treppenfunktionen ¢, : X — R mit

f(x) = lim @, (x) firalez e X.

n— o0

Gilt f(x) > 0 fir ein x € X, so ist die Folge (o, (x)) monoton wachsend (nicht notwendig
streng). Ist f beschrinkt, so konvergiert die Folge (vy) sogar gleichmaf$ig auf X gegen f.

Beweis. Wir zeigen die Behauptung zunéchst fiir f > 0. Fiir n € N setzen wir dazu

i—1 1 .
on gf(x)<2—n}, 1=1,2,...,n2"

E;::{xGX:

und F, := X(f > n). Aufgrund der Messbarkeit von f sind alle E! und alle F}, messbar.
Fiir n € N gilt auferdem X = F,, U (Ufjl E!). Wir setzen nun

Nach Satz 4.15 sind die Treppenfunktionen ¢,, messbar.

Wir zeigen die punktweise Konvergenz. Fir z € X mit f(z) = +oo gilt € F, fiir alle
n € N und somit lim,, o @ (z) = +00. Sei € X mit f(x) < co. Dann existiert fiir jedes
n € N mit n > f(z) ein Index i, € {1,2,...,n2"} mit z € Ei», d.h. p,(z) = 21 und

i —1 1

2n <2"'

nlof@<in o o< -

Somit folgt fiir hinreichend grofse n

1
7@ = pale)] < 57 "5 0.
Die Monotonie der Folge (¢, (x)) fiir jedes z € X im Falle f > 0 kann man sich leicht
iiberlegen, wenn man die Zerlegungen beim Ubergang von n zu n + 1 betrachtet.
Sei nun f beschrankt, f > 0 sowie € > 0. Dann existiert ein ng € N mit f < ng und
2%0 < e. AuRerdem gilt F,, = (0 fiir n > ng, sodass zu jedem z € X und jedem n > ng ein

Index i (z) € {1,2,...,n2"} mit x € B existiert. Folglich gilt

|f(z) — pn(z)| < 2% < 2% < e fir alle n > nyg,
d.h. ¢, = f fiir n — oo.

Sei nun f beliebig (d.h. nicht notwendig f > 0). Dann gilt f = fi — f- mit f > 0
und f_ > 0 und nach dem bereits Gezeigten existieren Folgen (¢;))nen und (¢;, Jnen, die
die Aussage des Satzes fiir fi und f_ erfiillen. Setzen wir ¢, = ¢, — ¢, , so gilt f(x) =
lim,, o @n(z) fir alle z € X und wenn f beschriankt ist, so ist die Konvergenz gleichméfig
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auf X (da fi und f_ beschrankt). Gilt f(z) > 0 fur ein z € X, so ist f_(x) = 0, d.h.
o, () =0, also ¢, (z) = ¢, (z); und (¢, (z)) ist monoton wachsend. O

4.2 Konvergenzsatze

Definition 4.17. Sei (X, M, 1) ein Mafraum und sei £ € M. Man sagt, eine Aussage iiber
die Elemente von X gilt fast tberall auf E oder fir fast alle x € FE, wenn eine Menge B € M
mit pu(B) = 0 existiert, sodass die Aussage fiir alle z € E'\ B gilt.

Etwas verkiirzt kann man sagen: Eine Aussage gilt fast tiberall oder fiir fast alle Elemente
einer betrachteten Menge, wenn sie hochstens auf einer Teilmenge vom Mafie Null nicht gilt.

Satz 4.18. Sei (X, M, pu) ein Mafraum mit vollstindigem Maff p. Sind die Funktionen
fn: X =R fiirn € N messbar und gilt fir f: X — R, dass f(z) = limy, 00 fn(z) fiir fast
alle x € X, so ist auch f messbar.

Beweis. Sei B € M eine Menge mit u(B) = 0 und lim,,_o fn(x) = f(x) fir alle z € X \ B.
Dann sei A C B die Menge der x € X, auf welcher entweder lim,,_,~ fy,(z) gar nicht existiert
oder aber der Grenzwert existiert und fallt nicht mit f(z) zusammen. Fiir alle x € X \ A4
gilt demzufolge lim, ,o fn(z) = f(z). Aus der Vollstandigkeit von u folgt A € M sowie
X(f >a)N A e M fiir a € R. Andererseits gilt wegen Satz 4.9

X(f>a)ﬂ(X\A):{xGX\Azrlli_)n;Ofn(x) >a}={xr € X\A:limsup f,(z) > a} € M.

n—oo

Wir erhalten also
X(f>a)=(X(f>a)NA)U(X(f>a)N(X\A) eM,
d.h. f ist messbar. O

Definition 4.19. Seien (X, M, ) ein Mafraum, (f,)nen eine Folge fast iiberall endlicher
Funktionen f,, : X — R und f: X — R eine fast iiberall endliche Funktion. Die Folge (f,)

heifst auf X konvergent dem Majfe nach gegen f (Schreibweise: f, LN f), wenn fir jedes
€ > 0 die Beziehung

Jim p(X(Ifo = f1 2 €) =0
gilt.

Satz 4.20 (Satz von Lebesgue). Sei (X, M, p) ein Mafraum mit p(X) < oo und einem
vollstindigen Mafs . Weiter seien f,, : X — R fiirn € N und f : X — R fast tiberall endlich
und die f, messbar. Dann gilt

fo(x) = f(x) fir fast allex € X = f, s
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4.2 Konvergenzsétze

Beweis. Sei zunéchst f > 0. Nach Satz 4.18 ist f messbar. Setzen wir

A={z e X: f(zx) =00}, Ay, ={r e X : fp(x) = o0}
B:={zeX: nh_)ngo fn(x) existiert nicht oder nh_)ngo fulx) # f(2)},

so gilt fir @ := AU (U,2; An) U B nach Voraussetzung ;(Q) = 0. Fiir n € Nund ¢ > 0
definieren wir zuséatzlich

Ba@) = X(fu— f12 9, Ba©) = ) Bu©), M) =[] Balo).
k=n n=1

Die Mengen E,(¢), R,(¢) und M (e) sind dann messbar und es gilt Ri(e) D Ra(e) D ....
Wegen (X)) < oo ist Satz 2.7 anwendbar, d.h. es folgt

lim p(Ra(e)) = pu(M(e)).

n—oo

Wenn nun M (e) C @ gilt, so folgt

lim (B, (e)) < lim u(Rn(e)) = p(M(e)) < p(Q) = 0.

n— o0 n—oo

Wir nehmen also an, es wiirde ein z € M (g) mit x ¢ @ existieren. Dann gilt f(z) < oo,
fn(x) < 0o und limy, o0 fn(x) = f(z), d.h. |fu(x) — f(z)| — 0. Somit existiert ein ng € N
mit x ¢ Ry, (¢), also folgt der Widerspruch = ¢ M (g), womit M(g) C Q gezeigt ist.

Sei nun f beliebig (d.h. nicht notwendig f > 0). Schreiben wir f = fy — f_ und f, =
(fn)+ — (fn)—, so folgt aus dem bereits bewiesenen (f,)4 - f und (fn)— = f_. Aus

[fn(@) = f0)] < |(fo)+ (@) = fr (@) + [(fn) - (2) = f-(2)]
< 2max{|(fn)+(2) = fr(2)]; [(fn) - (2) = f-(2)[}

fiir x € X erhalten wir

X(fa = 12 &) € X (max{(fa)s = flo1(fa)- = f-1} = )

X
X (1) = £l 2 ) UX (IU)- = £-12 ).

Dies liefert

X — f1ze) < (X (1 = £l 2 2)) + 0 (X (U= 112 5)) =0,

O

Bemerkung. Ohne die Forderung p(X) < oo gilt Satz 4.20 im Allgemeinen nicht. Beispiel:
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4.2 Konvergenzsétze

Wir betrachten X = [0,00) mit dem Lebesgue-Maf . Seien
fa(@) = (z+ 1) und  f(z) =22
Dann gilt lim,,_,o fr(z) = f(2) fiir alle z € X, aber
wX(fn—flze)=p{reX: 2+ >e}) =400

fir alle n € N.

Bemerkung. Anstelle der Vollstandigkeit von g kann in Satz 4.20 auch die Messbarkeit von
f vorausgesetzt werden (dies sieht man sofort anhand des Beweises).

Bemerkung. Die Umkehrung von Satz 4.20 gilt im Allgemeinen nicht, wie das folgende Ge-
genbeispiel zeigt: Wir betrachten X = (0, 1] mit dem Lebesgue-Maf p. Das Lebesgue-Maf
w(X) =1 des Raumes X ist also hier endlich. Wir betrachten die halboffenen Intervalle
El = ((k—=1)-27™k-27] fir m € Nund k € {1,2,3,...,2"}. Weiter sei die Funktio-
nenfolge (fy,)nen wie folgt definiert:

f2m+k,1(.%') = X((kfl)_Q—mJg_Q—m] (.%') fiir x € (0, 1], m e N, k= 1, 2, oo ,2m.
Fiir € € (0,1) gilt dann
p(X(forinaal Z€) =p(B) =277 = lim p(X(|fal 2 €)) =0,

also konvergiert die Funktionenfolge dem Mafse nach gegen die Nullfunktion. Jedoch konver-
giert diese Funktionenfolge fiir gar keinen Punkt zy € (0, 1] (also gewiss nicht fast tiberall)
gegen die Nullfunktion, denn fiir jedes m € N gibt es ein ky, = kp,(m) € {1,2,...,2™} mit
fom ik, —1(xo) = 1, ndmlich gerade so, dass zy € E;" gilt. Diese Teilfolge verhindert nun
eine Konvergenz der Folge (f,,(20))nen gegen Null.
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5 Das Lebesgue-Integral

Definition 5.1. Seien (X, M, u) ein Mafraum, £ € M, f: X — [0,00] eine nichtnegative
messbare Funktion und

Tf = {QOZZCiXEi nmeN, ¢ >0, B; e M, p(x) < f(z) Vo GE}
i=1

die Menge aller nichtnegativen messbaren Treppenfunktionen, die auf £ punktweise Mino-
ranten von f sind. Dann heifst die Zahl

/fd,u sup ch,uEﬂE)

PETF =1

Lebesgue-Integral von f auf E.

Bemerkung. Das Lebesgue-Integral einer nichtnegativen Funktion kann den Wert +oo an-
nehmen. Die Definition ist sinnvoll, da nach Satz 4.16 jede nichtnegative, messbare Funktion
beliebig genau von unten durch Treppenfunktionen angenéhert werden kann.

Definition 5.2. Seien (X, M, u) ein Makraum, £ € M und f : X — R messbar. Gilt
J f+dp < +oo oder [, f—du < 400, so heift

/fdu:=/f+du—/f—du
E E E

Lebesgue-Integral von f auf E (mit f, und f_ wie in Folgerung 4.12). Die Funktion f heift
summierbar auf F, wenn fE f+dp < +o00 und fE fodp < +o0o gilt. Mit L(E, u) bezeichnen
wir die Menge der beziiglich p auf F summierbaren Funktionen.

Bemerkung (Alternative Definition des Lebesgue-Integrals fir beschrankte Funktionen).
Im Falle beschrankter, messbarer Funktionen kann das Lebesgue-Integral dquivalent wie folgt
definiert werden: Fiir

m = inf f(z) > —o0 und M :=sup f(z) < +o0
zeE zel

bezeichne
Z = {{yl,yg,...,yn}:m:yl <Y < < yp =M, nEN}
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5 Das Lebesgue-Integral

die Familie aller endlichen Zerlegungen von [m, M| und fir Z = {y1,y2,...,yn} € Z
setzen wir E;j(Z) = {z € E : y; < f(z) < Yit1}, wenn ¢ € {1,2,...,n — 1}, und
E.(Z) ={x € E: f(x) = yo}. Dann kann man

E/fdﬂ = ;telgizlym(Ez(Z))

zeigen.

Beispiel 5.3. Wir betrachten X = R mit dem Lebesgue-Mafs ;1 und wihlen E := [0, 1]

sowie
L 1’ T e Q’
e P

(die so genannte Dirichlet-Funktion). Da u(Q) = 0 gilt, ist f messbar. Fiir f ist das Riemann-
Integral nicht definiert, weil die Funktion in keinem Punkt stetig ist. Jedoch existiert das
Lebesgue-Integral. Wir zeigen

/ fdu=0.

E

Sei also {y1,v2,...,Yyn} eine Zerlegung von [0, 1] (vgl. vorhergehende Bemerkung). Dann gilt

Ei:={z€E:0=y < f(z) <y} =1[0,1]\ Q,
Ei={zeE:0<y < fx)<yp1 <1}=0 firi=2,3,...,n—1,
En={zecE: f(x)=yn=1}=1[0,1]NQ,
also .
D win(E) = 0-p((0,1]\ Q) + 1-p((0,1] N Q) =0.
i=1 T
<p(@)=0

Beachte: Das gleiche Ergebnis folgt auch unmittelbar aus Definition 5.1, weil f selbst eine
Treppenfunktion ist.

Lemma 5.4. Seien (X, M, p) ein Mafraum, E € M und ¢ = > | ¢ixg, : X — R eine
messbare Treppenfunktion. Dann gilt

n

/sodu => cu(ENE).

I =1

Beweis. Setzen wir I :={i e N:1<i<n, ¢ >0}und I_:={i e N:1<i<n, ¢ <0},
so gilt p, = ZiELL cixp; und o = =% .1 ¢iXg;. Aus Definition 5.1 folgt nun sofort

/<p+ dp = Z cii(E N Ey) und /cp_ dp = — Z cit(E N Ey).

E el E el
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5 Das Lebesgue-Integral

Nach Definition 5.2 gilt somit

/‘Pdﬂz/@+dﬂ_/@—dM:ZCiM(EmEi)-

E E E =1
O

Satz 5.5 (Eigenschaften des Lebesgue-Integrals). Seien (X, M, u) ein Mafraum, E € M
sowie f,g: X — R messbar.

(i) Gilt m < f(x) < M fir alle x € E mit Konstanten m, M € R, so folgt

milE) < [ fdu < Mu(E).
E

(ii) 1 Mit f,g € L(E,pu) und c € R gilt f +g,cf € L(E, ) und

/(f+g)du=/fdu+/gdu sowie /cfd,u:c/fdu.
E E E E

E

(iii) Ist A C E messbar (d.h. A € M) und gilt f(xz) > 0 fir alle x € E, so folgt

!ﬂhﬁ!f@-

(v) Gilt 0 < f(z) < g(x) fir alle x € E, so folgt

og/fwg/ﬁw.
E

E

(v) Aus f(x) >0 fiir alle x € E folgt die Aquivalenz

/fdu:O < f(x) =0 fir fast alle x € E.
E

Beweis. (i) Man tiberlegt sich leicht, dass
max{0,m} < fi(z) <max{0,M} und —min{0, M} < f_(z)<—min{0,m}

fiir alle z € F gilt. Da somit max{0, m}xg bzw. —min{0, M } xg am Supremum in der

'Diese Aussage kann erst spéter mit Mitteln des Kapitels 6 bewiesen werden.
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5 Das Lebesgue-Integral

Definition von fE f+dp bzw. fE f— dp teilnehmen (vgl. Definition 5.1), folgt

max{0, m}u(E /fJr dp bzw. —min{0, M }u(E /f dp.

Andererseits gilt fiir jede Treppenfunktion ¢, die am Supremum in der Definition von
[ fdp baw. [ f—du teilnimmt, ¢ < max{0, M}xg bzw. ¢ < —min{0,m}xg, also

/f+ dp < max{0, M }u(FE) bzw. /f dp < —min{0, m}u(E).
E E

Zusammen erhalten wir
mu(E) = (max{0, m} + min{0,m})u /f+ dp — /f dp
< (max{0, M} + min{0, M })u(F) = M,u(E)

Fiir den Beweis der beiden Aussagen bendtigen wir Sétze, die wir erst in Kapitel 6
formulieren werden.

O.B.d.A. gelte f > 0 (auf E erfillt, Verhalten auf X \ E uninteressant). Wir setzen
T:={peT8: p(x)=0Vzr e X\A} (vgl. Definition 5.1). Zu jedem ¢ = 37" | cixp; €
Tf existiert dann einp =3" dixp, € T mit Y ;' u(ANE;) =>" dip(ANE);
man setze einfach m :=n, d; := ¢; und F; := E; N A. Somit gilt

sup ch,uAﬂE <suchl,uAﬂE)
‘PETfAz 1 ‘peTz 1

und aus 17" C TJ{E folgt

Suchl,u (ENE;) < Sup ch,u (ENE).

PeT; i=1 f i=1
Wegen A C E, d.h. p(ANE;) < p(ENE;) fir E; € M, folgt die Behauptung.
Die Behauptung folgt wegen T° ij C Tf sofort aus Definition 5.1.

,= Setzen wir
F:={zeFE: f(x)>0}eM und B, :={z€E: f(z)> 1}

so gilt B, C Ep4q fir alle n € Nund F = |7, E,. Zu zeigen ist u(F) = 0. Wir
nehmen also an, es wiirde pu(F') > 0 gelten. Nach Satz 2.6 gilt u(E,) — p(F') fir
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5 Das Lebesgue-Integral

n — oo, sodass dann ein € > 0 und ein ng € N mit p(E,,) > ¢ existieren. Aus (iii)
und (i) des Satzes folgt nun

1
— [fau> [ fauz Lung) > S >0
B Eng

Dies ist ein Widerspruch, d.h. u(F) = 0 ist gezeigt.

,<=" O0.B.d.A. gelte f > 0 (auf E erfiillt, Verhalten auf X \ E uninteressant). Sei
N € M eine Menge mit u(N) = 0 und f(x) = 0 fir alle z € E\ N. Fiir jede
Treppenfunktion ¢ = Y. | ¢;xg,, die am Supremum in der Definition von || g fdp
teilnimmt, muss dann (¢; > 0 fir i = 1,2, ..., n vorausgesetzt) £ N E; C F und somit
pw(ENE;) <p(F)=0firi=1,2,...,n gelten. Also folgt > | ¢;u(E N E;) =0 und
damit [, fdu = 0.

]

Satz 5.6. Seien (X, M, p) ein Mapraum, f: X — R messbar sowie v : M — R die durch

Z/fdu, AeM,
A

definierte Mengenfunktion.
(i) Gilt f >0, so ist v volladditiv.
(ii) Gilt f € L(X, ), so ist v volladditiv.

Beweis. Wir zeigen (i). Seien zundchst Ap, Ag,... € M paarweise disjunkt und sei A :=
UjZ, 4. Fiir alle o = 331 cixp, € Tf‘ (vgl. Definition 5.1) gilt dann

> cu(ANE;) Zczu U@nE) | =3 cn(4;nE)
7=1

i=1 j:l i=1

_Z/gpdﬂ<2/fdﬂ A;)

]1A JlA

und der Ubergang zum Supremum liefert

/fd,u— sup chu ANE;) ZV(A])
j=1

PETF =1

Hieraus werden wir weiter unten die Subvolladditivitdt folgern; dazu bendtigen wir jedoch
die Additivitat von v.
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5 Das Lebesgue-Integral

Seien also A, Ay € M disjunkt. Nach dem schon Bewiesenen gilt mit A3 = Ay =--- =0
V(A1 U AQ) < I/(Al) + I/(AQ).

Fiir beliebiges € > 0 existieren ¢ € Tfl und ¢y € be mit

/fdu§/<p1du+€ und /fdM§/<P2dM+€-

A1 A1 A2 A2

p1(x) fallsx € Ay
Setzen wir  p(x) 1= ¢ po(x) fallsx € Ay , sogilt p € TthUAQ, und es folgt

0 sonst

V(A1)+V(Az)=/fdu+/fdu§/cpldu+/<pzdu+2€

Ao

Ay Ag Ay
:/cpd,u—l—/wdu—l—%(*:) / pdp + 2¢
Aq As A1UA
< / fdp+2e =v(A U Ag) + 2¢,
A1UAs
wobei man sich die Gleichheit (x) als Eigenschaft von Treppenfunktionen leicht {iberlegen
kann. Grengziibergang ¢ — 0 liefert die Additivitat von v.
Zuriick zum Beweis der Subvolladditivitét. Seien nun B, By, B, ... € M mit B C Ufil B;.
Setzen wir A; := BN B und A4; := (BOBZ)\(U;_;1 Bj),sogilt B = J;2; Ajund A;NA; =0
fiir i #£ j sowie A; C B;. Also folgt

v(B) <) wv(A) < v(B)),

i=1 =1

d.h. v ist subvolladditiv (die Additivitdt haben wir dabei zur Anwendung von Satz 2.5 (v)
benétigt). Aus Satz 2.5 (vii) folgt nun die Volladditivitat von v.
Wie zeigen noch (ii). Wegen f € £(X, p) sind die durch

v = [fedi ()= [ £
A A

definierten nichtnegativen Mengenfunktionen endlich, d.h. fiir alle A € M gilt v, (A4) < oo
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5 Das Lebesgue-Integral

und v_(A) < co. Nach (i) sind v4 und v_ volladditiv. Wegen

/fdu /f+du /f—du—V+ A) —v_(A)

sieht man die Volladditivitat von v nun leicht ein. O

Folgerung 5.7. Seien (X, M, u) ein Mafraum, f: X — [0, 00| eine nichtnegative, messbare
Funktion und A,B € M mit BC A und u(A\ B) = 0. Gilt [, fdp < co oder [5 fdp < oo,
so ist auch das jeweils andere Integral endlich und die Werte der beiden Integrale stimmen
tiberein.

Beweis. Nach Satz 5.6 (i) (bendtigen hier nur die Additivitat) gilt

/fdu= / fdu+/fdu=/fdu,
B

A A\B B
——
=0

wobel man sich das Verschwinden des ersten Summanden leicht anhand der Definition des
Integrals tiberlegen kann. O

Definition 5.8. Sei (X, M, u) ein Makraum und sei E € M. Zwei messbare Funktionen

f,g : X = R bezeichnen wir als dquivalent auf E und schreiben f L g, wenn p({z € E :
f(z) # g(x)}) =0 gilt, d.h. wenn f und g fast tiberall auf E tibereinstimmen.

Bemerkung. Man zeigt leicht, dass {x € E : f(z) # g(z)} € M gilt und dass L eine
Aquivalenzrelation auf der Menge aller messbaren Funktionen f: X — R ist.

Bemerkung. Aus Folgerung 5.7 erhélt man, dass fiir f,g € L(F, u) mit f L g die Gleichheit
/ fdp = / gdu
E E

gilt.

Satz 5.9. Seien (X, M,pn) ein Mafiraum, E € M und f : X — R messbar. Dann gilt
f e L(E,pn) genau dann , wenn |f| € L(E, ) erfillt ist. Dabei ist fir alle f € L(E, ) die

Ungleichung
/ fdu| < / [/l dp
E E

qgiiltig.
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Beweis. Sei A:={x € E: f(x) > 0}. Dann gilt
Jistan= (i1 [ i1 [reans [ ran= [ reaus [ 1au
E A E\A A E\A E E

(bei der ersten Gleichheit haben wir Satz 5.6 (i) verwendet), d.h. [, [f]du < oo gilt genau
dann, wenn [, fy dp < oo und [, f—du < oo. Die im Satz formulierte Ungleichung ergibt
sich wegen der Dreiecksungleichung |a + b| < |a| + |b| direkt aus der Abschétzung

[ran|=| [ reau= [rau <[ reanls| [ 1-du| = [ reans [ 1-du= [1710
E E E E E E E E

O

Satz 5.10. Seien (X, M, i) ein Mafraum, E € M und f,g: X — R messbare Funktionen
mit | f(z)| < g(x) fir alle x € E. Aus g € L(E, ) folgt dann f € L(E, p) und

wag/ﬁw.

E

Beweis. Wegen TE C TgE folgt aus Definition 5.1

1fl =
/!f!dué/gdu,
FE

E

d.h. |f| € L(E, ). Nach Satz 5.9 gilt dann auch f € £(E, ) und mit dem Beweis zu Satz 5.9

erhalten wir
[ran=[teau [ran< [rds [1du= [171an
E E E E E E

43



6 Grenzwertsatze fir Integrale

Satz 6.1 (Satz von Beppo Levi iiber monotone Konvergenz). Seien (X, M, u) ein Mafiraum,
EeMund f, f, : X = R fir n € N messbare Funktionen mit 0 < fi(x) < fo(z) < ... fir
alle z € E und f(x) = limy 00 fn(x) fiir alle x € E. Dann gilt

Jim fn dp = / fdp.
Beweis. Wegen fy(z) < f(z) fir € E folgt [, fndu < [ fdp fiir alle n € N und somit

hm fnd,u</fd,u

Insbesondere ist die Behauptung also fir lim, fE fndp = 400 gezeigt. Fir n € N,
c€ (0,1) und ¢ € Tf (vgl. Definition 5.1) definieren wir

Eu(p,0) i={z € B ful) > co(a)}.

Dann gilt E,(p,c) € M sowie E1(p,c) C Es(p,c) C --- C E. Wegen f( ) > p(z ) fir alle
x € F existiert zu jedem x € E einn € Nmit f,(z) > ¢ ( ), d.h.esfolgt E = J,” 1 En(p,c).
Weiter gilt
/fndu> / Jndp > / codp=c / pdp
En(p:c) En(p:c) En(p:c)

fiir alle ¢ € TJ{E und alle ¢ € (0,1), wobei die letzte Gleichheit leicht aus Lemma 5.4 als
Eigenschaft aller Treppenfunktionen folgt. Bei Grenziibergang fiir n — oo ergibt sich daraus
wegen Satz 5.6 (i) in Verbindung mit Satz 2.6

1i_>m /fndu>c hm / cpd,u—c/godu

En (¢,0) E

Durch Ubergang zum Supremum iiber alle ¢ € Tf erhélt man schlieflich entsprechend der
Definition des Integrals tiber Treppenfunktionen

hm fndu > c sup /gpd,u:c/fd,u.
E

€TE
pely B
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6 Grenzwertsétze fiir Integrale

Der Grenziibergang ¢ — 1 liefert dann die Behauptung. O
Mit Satz 6.1 konnen wir nun auch den folgenden wichtigen Satz beweisen.

Satz 6.2. Seien (X, M, un) ein Maffraum, ¢ € R und f,g : X — [0,00] zwei nichtnegative,
messbare Funktionen. Dann gilt

/(f+g)d,u:/fdu+/gd,u und /cfd,u:c/fd,u
E E E E

E

fiir alle E € M.

Beweis. Wir zeigen die Additivitdt zunéchst fiir zwei messbare Treppenfunktionen ¢ =

>oieg cixg; und ¥ =300 dix gy (0.B.dA. gelte UL, E; = X = jL, Fy). Es gilt

n m m n n m
pty= Z Ci Z XE;NF; + Z dj Z XE;NF; = Z Z(CZ + dj)XEij
=1 j=1 =1 =1

i=1 j=1

und somit

/(@+¢)dM:ZZ(C@'+d) (EiNF) =Y > pENE)+Y dY u(ENE)
o i=1 j=1 i=1 =1 j=1  i=1
ZZCzM(Ei)+Zde(Fj) Z/sodu+/1,bdp.

i=1 j=1 5 i

Zu f und g existieren nach Satz 4.16 Folgen (¢, )nen und (¢, )nen nichtnegativer (vgl. Beweis
zu 4.16), messbarer Treppenfunktionen auf X mit 0 < 3 < ¢y < ... bzw. 0 < ¢ < by <

cund f(z) = limyeo () bzw. g(z) = lim, o0 ¥y (x) fir alle z € X. Auferdem gilt
0< @1+ <pat+1e <...und (f + g)(x) = limy—00(n + ¥,)(x) fir alle z € X. Mit
Satz 6.1 folgt nun

/(f+g)du=7}ggo/son+¢nd;z=nlij;o/wndu+7}grgo/¢ndﬂz/fdﬂ+/9dﬂ-
E E E E E E

Die Homogenitét folgt fiir nichtnegative, messbare Treppenfunktionen sofort aus Lemma
5.4. Zu f wihlen wir nun wieder eine Folge (¢, )nen nichtnegativer, messbarer Treppenfunk-
tionen mit 0 < 1 < o < ... und f(z) = lim, o ¢, (z) fir alle z € X. Dann gilt fiir ¢ > 0
auch 0 < cp1 < cpy < ... und (cf)(z) = lim,00(cpp)(z) fir alle x € X, sodass aus Satz

6.1
/cfd,u: lim /cgpnd,u: lim c/gpnd,u:c/fd,u
n—o0 n—oo

E E E E
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6 Grenzwertsétze fiir Integrale

folgt. Fiir ¢ < 0 gilt nun (vgl. Definition 5.2)

[erau= [ au= [en-du=- [ora=—co [ran=c [ ran
E E

E E =0 E =—cf E
]

Satz 6.3. Seien (X, M, i) ein Mafraum, E € M und f : X — R messbar. Gilt f € L(E, 1),
so st f fiir fast alle x € E endlich.

Beweis. Sei At :={x € E: f(z) = oo} undsei A} :=={z € F: f(z) >n}firn=1,2,....
Dann gilt AT C A} fiir n =1,2,... und somit

n

1 1 1
OSMAWSMUQFj/’MMS/ —ﬂm=~1/ﬁdu§—/ﬁwm
At A T n n
A+

——

<o

dh. p(AT)=0.Fir A~ :={z € E: f(x) = —oco} und A,, := {z € E: f(x) < —n} erhalten

wir analog

o< <pa < [rans [Sendu=y [fan< s [1an
A, A, A, E

<oo
dh. p(A7) =0. O

Satz 6.4 (Satz von Lebesgue iiber monotone Konvergenz). Seien (X, M, p) ein Mafiraum,
EeMund f, f, : X = R firn € N messbare Funktionen mit fi(x) < fao(x) < ... fir alle
x € E und f(x) =limy,_o0 fn(x) fir alle x € E. Existiert ein m € N mit f,, € E(E,,u), 50
qgilt

Jim fn dji = / fdp.

Beweis. O.B.d.A. gelte m =1 (sonst die ersten m — 1 Folgenelemente verwerfen und den
Rest neu nummerieren). Nach Satz 6.3 ist f; dann fast iiberall auf E endlich. O.B.d.A.
konnen wir annehmen, dass f; auf ganz E endlich ist (sonst f; durch dquivalente, auf E
endliche Funktion ersetzen). Definieren wir g,, : X — R fiir n € N durch

) falz) = fi(z), 7€ E,
%@y_{a x€X\E,

S0 ist g, messbar und es gilt 0 < g1 < go < .... Auberdem setzen wir g(z) := lim,, o gn ()
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6 Grenzwertsétze fiir Integrale

fir # € X. Die so definierte Funktion ¢ : X — R ist ebenfalls messbar. Satz 6.1 liefert nun

lim fn_fldN:JLII;o/gndM:/ng:/f_fld,ua
E E

n—00
E E

und somit die Behauptung (unter Verwendung von Satz 5.5 (ii)). O

Satz 6.5 (Lemma von Fatou). Seien (X, M, ) ein Mafraum, E € M und f, : X — R fiir
n € N messbare Funktionen.

(i) Gilt f, >0 fiir alle x € E und n € N, so folgt

/1lnni1£ff"d/‘§1ﬂ1£f/f"d/"
E E

(ii) Gilt fn(z) <0 fir alle x € E und n € N, so folgt

/limsup fndp > lim sup/fn dge.
E

n—00 n—00
E

Beweis. Wir zeigen (i). Setzen wir g, := infj>,, fr : X — R fiirn € N, so gilt g,(z) > 0 sowie
0<gi(z) < go(x) < ... fiirallex € E. Esfolgt 0 < [, g1dpu < [godp < ... und damit die

E
Existenz von lim,,_sso fE gndp € [0,00]. Auberdem gilt g, < fp, also fE gndp < fE fndpu.
Wir erhalten hieraus zunéchst

lim gndp = lim inf/ gndp < lim inf/ fndu.

n—o0 E

Setzen wir nun ¢ := lim, o0 gn = SUP, ey gn = liminf, , f, und wenden Satz 6.1 auf g
und g, an, so erhalten wir aufferdem

/h?glorolffndﬂz/gdﬂznlggo/gndu-
E E E

Damit ist (i) gezeigt. Punkt (ii) folgt nun direkt aus (i), da

/limsupfn dp = —/liminf (—=fn) du > —liminf/ —fndp = limsup/fn dp
N—00 el n—o0 n—00
B B >0 E B

gilt. O

Satz 6.6 (Satz von Lebesgue iiber dominante Konvergenz). Seien (X, M, u) ein Mafiraum,
EeMund f, fr, : X = R fir n € N messbare Funktionen mit f(x) = lim, oo fn(x) fir

47



6 Grenzwertsétze fiir Integrale

alle x € E. Existiert eine Funktion g € L(E, u) mit
fale)| < () fiir alle z € B,

so gilt f € L(E, ) und
i [ = / fdp.

Beweis. Wegen |f,(z)] < g(z) fiir alle x € E und n € N gilt auch |f(z)| < g(z) fur alle
x € E, sodass aus Satz 5.10 f € L(FE, u) folgt. Nach Satz 6.5 gilt dann

n—oo n— o0

limSUP/fn—g dp < /limsup(fn—g)dMZ/f—ng,
—
0 E E

sowie
/(f+g)d,u = /liminf(fn +g) du < liminf/fn + gdu.
N—00 N ! n—00
E E >0 E

Zusammen liefert dies

n— o0

limsup/fnd,ug/fdpgliniinf/fndu,
E E

d.h. lim,, fE fn dp existiert und ist gleich fE fdu. O

Bemerkung. Satz 6.6 liefert eine hinreichende Bedingung fiir die Summierbarkeit einer mess-
baren Funktion. Wir wollen zusétzlich eine notwendige und zugleich hinreichende Bedingung
formulieren:

Gilt fiir messbare Funktionen f, f, : X — R auf einem Makraum (X, M, ) die Eigenschaft
0 < fi(z) < fa(x) < ...sowie f(z) = lim, o0 fn(z) fir alle x € B € M, soist f € L(E, )
genau dann erfiillt, wenn eine Teilfolge (fy, )ren mit [p fn, dp < C < oo fiir alle k € N
existiert, was dquivalent ist zur Bedingung [ g fandp < C fiir alle n € N.

Beweis: Mit f € L(E, ) gilt fir n € N

OS/fnd,ug/fd,u::C<oo.
E E

Existiert umgekehrt eine Teilfolge (fy, )ren mit der geforderten Eigenschaft fiir ein C' > 0,
so gilt die Eigenschaft aufgrund der Monotonie der Folge (f,,) fiir alle n € N. Mit Satz 6.5
folgt nun

0< /fd,u = /liminffnd,u < liminf/ fndu < C|
n—o0 n—o0 E
E E

dh. f e L(E,p).
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6 Grenzwertsétze fiir Integrale

Als Gegenbeispiel kann man betrachten

wE)=m<oo, fulx)=n, nlLII;Of":fE+OO’ /fnd,u:nm<oo
hm fn dp = /fd,u 0.

Es gibt also keine Konstante C' > 0 mit [ f,dy < C Vn € N. Wir haben dann zwar
E
fn € L(E,n) Vn €N, aber f ¢ L(E,p).
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7 Vergleich von Lebesgue-Integral und
Riemann-Integral

In diesem Kapitel betrachten wir ausschliefslich den Lebesgue’schen Mafraum (R, L(R), u),
d.h. u ist das Lebesgue-Maf auf der Lebesgue’schen o-Algebra £(R). Weiter betrachten wir
messbare Funktionen f : R — R, d.h. die Urbilder f~!(B) von Borel-Mengen B € B(R) sind
selbst Borel-Mengen und gehoren damit zu £(R). Im Mittelpunkt stehen in diesem Kapitel
Funktionen f, die nur auf dem abgeschlossenen Intervall [a,b] mit —oo < a < b < 400 zu
definieren sind. Dann kann man sich f als mit Null auf ganz R fortgesetzt betrachten. Ei-
ne alternative Betrachtungsweise besteht darin, gleich den Mafraum ([a, b], L(R) N [a, b], 1)
anzusehen, wobei dann unter £(R) N [a,b] die so genannte Spur-o-Algebra von L(R) ein-
geschriankt auf das Intervall [a,b] zu vestehen ist. Beides fiihrt in der Regel zum gleichen
Ergebnis.
Es sollen im Weiteren

(R) /b f@de  bow. (1) /b f@)de = [ fap
J / [

a,b]

das Riemann- bzw. Lebesgue-Integral von f auf [a,b] bezeichnen. Wéhrend der Begriff des
Lebesgue-Integrals aus Kapitel 5 hinreichend gut bekannt ist, wollen wir den Begriff des
Riemann-Integrals hier noch einmal wiederholen und im Lichte von Treppenfunktionen etwas
anders interpretieren.

Dazu betrachten wir eine Folge von Zerlegungen (Zj)ren des Intervalls [a,b] mit
7 = {xlg,:ﬂ]f, ... ,xllz} und a = xlg <zh <. < 56112 = b sowie AZy, := maxj<;<j |ac’;C — x§71| )
Wir nehmen an, dass aufeinanderfolgende Zerlegungen 7 und Zj; durch Einfiigung eines
zusétzlichen Punktes erfolgen, sodass 21 C Zo C ... Zy C Zpy1 C ... gilt, und die maxima-
len Langen von Teilintervallen in der Zerlegung asymptotisch fiir £ — oo gegen Null gehen,
d.h. limg o AZp = 0 gilt. Solche Zerlegungsfolgen nennen wir regulér.

Fiir beschrinkte Funktionen f betrachtet man nun die auf ganz R definierten reellen
Unterfunktionen L(x) und Oberfunktionen U (x), die iiber die Zuordnungen

Uk(a) :== Lg(a) := f(a), Uk(x) := Li(z) :==0 fiir z € R\ [a, b
und fiir z € (¥ |, 2¥] (i=1,2,...,k)

Uk(x) := M; == sup f(&) bzw. Li(z):=m;:= inf  f(§)

k k
ge(al_ 2k §e(@i_y.ay]
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7 Vergleich von Lebesgue-Integral und Riemann-Integral

definiert sind. Diese Funktionen sind offenbar messbare Treppenfunktionen, und es gilt

b k
(L)/Lk(x) do =3 milek — b)) = 5(Z )

bzw.

b

k
(L) / Ur(z)dz =Y Mi(zf — 2} ) =: S(Zy, f).

2 i=1

Wir haben dabei die Untersummen s(Z, f) und die Obersummen S(Zj, f) der Zerlegung
Z}, ins Spiel gebracht. Wegen Z; C Z5 C ... erhalten wir

Ui(xz) > Us(x) >+ > f(z) >+ > Lo(x) > Ly(z) fiir alle z € [a,b].
Wir setzen

U(z) := lim Ug(z) und L(z) := lim Lg(x) fiir alle z € R.

k—o00 k— o0

Definition 7.1. Eine auf [a, b] definierte reelle Funktion f heift Riemann-integrierbar, wenn
sie beschréinkt ist und fiir jede regulére Zerlegungsfolge gilt

lim s(Zk, f) = lim S(Z, f),
k—o0 k—o0
wobei wir diesen dann von der konkreten Zerlegungsfolge unabhéingigen Grenzwert Riemann-

b
Integral von f iiber [a,b] nennen und mit dem Symbol (R) [ f(z)dz bezeichnen.

Eine dquivalente Definition der Riemann-Integrierbarkeit auf der Basis von dem Riemann-
Integral angepassten Treppenfunktionen (wir nennen sie hier (R)-Treppenfunktionen) soll
im Folgenden noch erwdhnt werden (vgl. > K. D. ScHMIDT: Mafs und Wahrscheinlich-
keit, S.181f). Mit Blick auf das Intervall [a, b] werde dabei eine Treppenfunktion ¢ : R — R
als (R)-Treppenfunktion bezeichnet, wenn sie die spezielle Gestalt f(z) = ¢ mit
Tic1 < x < x; (1 = 1,2,...,k) fiir eine Zerlegung a = 29 < 1 < ... < )1 < x = b

b k
des Intervalls [a, b] besitzt. Es gilt dann offensichtlich (L) [ ¢(z)dz = > ¢i(xi — xi1).
a i=1

Definition 7.2. Eine auf [a, b] definierte reelle Funktion f heift Riemann-integrierbar, wenn

sie beschrankt ist und die reellen Zahlen

b
s:=supy (L) /go(a:) dz: ¢ist (R)-Treppenfunktion mit ¢(x) < f(z) Vz € [a, b]
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7 Vergleich von Lebesgue-Integral und Riemann-Integral

und
b
S :=inf ¢ (L) /cp(m) dz : ¢ ist (R)-Treppenfunktion mit f(z) < p(z) Vx € [a,b]

a

b
iibereinstimmen, wobei dann als Riemann-Integral (R) [ f(z)dz := s = S bezeichnet wird.
a
Wir werden uns aber auf die erste Version der Definition konzentrieren und kénnen nun auf
der Grundlage der oben durchgefiihrten Uberlegungen leicht den folgenden Satz beweisen.
Satz 7.3. Sei f: R — R eine Funktion und es gelte —oo < a < b < 400.
(i) Ist f Riemann-integrierbar auf [a,b], so gilt f € L([a,b],n) und

(L)/bf(w) dz = (R)/bf(fﬂ) dz.

(ii) Die Funktion f ist genau dann Riemann-integrierbar auf [a,b], wenn sie auf [a,b]
beschrankt und fast iberall auf [a,b] stetig ist.

Beweis. Wir beweisen (i). Da f Riemann-integrierbar ist, ist f beschriankt. Aus der Riemann-
Integrierbarkeit von f folgt fiir eine regulére Zerlegungsfolge

b
i s(Ze. ) = (®) [ f(@)do = lim S(Ze. ).

Andererseits folgt aus Satz 6.6 (Satz von Lebesgue iiber dominante Konvergenz)

b

b b b
klgrgo(L)/Uk(x) dz = (L)/U(x) dz und kh_)rr;o(L)/Lk(x) dz = (L)/L(m) dz,

zusammen also
b

b
(L)/L(x) dz = (R)/f(a:) dz = (L)/U(x) dz.
Schliefslich folgt mit Satz 5.5 (v) aus L(z) < f(z) < U(z) fir x € [a,b], d.h. U(z)—L(z) > 0,
und (L) ff[U(m) — L(z)]dx =0, dass U(z) = f(x) = L(x) fiir fast alle x € [a, b] gilt. Somit
erhalten wir f € £L([a,b], n) und
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7 Vergleich von Lebesgue-Integral und Riemann-Integral

Wir beweisen nun noch (ii). Seien die Bezeichnungen wie im Beweis zu (i). Mit Z :=
Ur Zi gilt dann u(Z) = 0 (da Z abzédhlbar ist). Wir zeigen zunéchst als wichtige Hilfs-
aussage, dass f genau dann stetig in z¢ € [a,b] \ Z ist, wenn U(xg) = L(zo) gilt.

Sei f also stetig in xg € [a,b] \ Z. Dann existiert zu jedem ¢ > 0 ein 6 > 0 mit
|f(z) = f(zo)| < § fiir alle x € [a,b] mit |2 — x0] < 0. Wegen AZ, — 0 existiert ein
K € Nmit AZ, < ¢ fiir alle k£ > K. Fiir ig € {1,2,...,k} mit 29 € (2,1, z;,] gilt folglich

Ur(o) — Li(wo) = My — miy = (Miy — f(x0)) + (f(x0) — miy) < % +§ —

und aus ¢ — 0 folgt somit U(xg) = L(zg). Es gelte nun U(xg) = L(zg) fur z¢ € [a,b] \ Z.
Fiir beliebiges € > 0 gibt es wegen U(zg) = f(x9) = L(zo) dann ein K € N mit

Uk(wo) — f(zo) <& und  f(zo) — Li(zo) <e.
Setzen wir 0 := mingcz, |xo — x|, so gilt aukerdem
Lg(xo) < f(z) < Ug(xo) fir alle x € [a,b] \ Z mit |z — xo| < 6.

Zusammen erhalten wir |f(x) — f(xo)| < € fiir |z —x0| < §, d.h. f ist stetig in xp. Damit ist
die Hilfsaussage bewiesen.

Ist f nun Riemann-integrierbar, so ist f beschrinkt und aus dem Beweis zu (i) folgt, dass
U(z) = f(x) = L(z) fiir fast alle x € [a,b] und damit auch fiir fast alle € [a,b] \ Z gilt.
Wegen der Hilfsaussage ist f dann fiir fast alle = € [a,b] \ Z stetig und folglich fast {iberall
auf [a, b] stetig. Ist umgekehrt f beschriankt und fast tiberall stetig auf [a,b], so gilt wegen
der Hilfsaussage U(z) = f(z) = L(z) fast iiberall auf [a,b] \ Z und damit auch fast iiberall
auf [a,b]. Es folgt

(L) /b U(z)dz = (L) /b L(z)dz

und mit Satz 6.6 erhalten wir

k—o0 k—o0

b b
lim (S(Zg, f) — s(Zg, f)) = lim (L)/Uk(az) dz — lim (L) /Lk(az) dx

d.h. f ist Riemann-integrierbar auf [a, b]. O

Beispiel 7.4. Die Dirichlet-Funktion auf [0, 1] aus Beispiel 5.3 ist beschrénkt, aber nirgends
stetig. Nach Satz 7.3 (ii) ist sie also nicht Riemann-integrierbar.
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7 Vergleich von Lebesgue-Integral und Riemann-Integral

Beispiel 7.5. Wir dndern die Dirichlet-Funktion auf [0, 1] aus Beispiel 5.3 wie folgt:

~Jsinz, xe€Qn]0,1],
fa) = {xQ, z€0,1]\ Q.

Diese Funktion ist messbar und nach Satz 7.3 (i) gilt

1 1 1
(L)/f(:c)dx: / fdu+ / fd,u:(L)/a:Qd:c:(R)/ﬁdx:é,
0 [0,1]nQ 0,1\Q 0 0
=0

weil wir den Integranden auf einer Menge vom Maft Null beliebig dndern diirfen. Da f
in keinem Punkt stetig ist, ist f nicht Riemann-integrierbar auf [0,1], jedoch gibt es eine
dquivalente Riemann-integrierbare Funktion, nimlich z ~— 22,

Beispiel 7.6. Ein dhnliches, aber doch anders geartetes Beispiel liefert die Thomae-Funktion
auf [0, 1]
%, r="¢cQn(0,1] (m,n teilerfremd),
flz):=<1, x=0,
0, z€l0,1]\Q.
Diese ist genau in allen irrationalen Punkten des Intervalls [0, 1] stetig und somit nur auf
einer Menge vom Mafe Null unstetig. Damit ist die Funktion Riemann-integrierbar und

das Riemann-Integral stimmt mit dem Lebesgue-Integral iiberein, welches offensichtlich den
Wert Null besitzt.

Beispiel 7.7. Wir betrachten die durch

sinx x>0
T) = z ’
e {1, T

gegebene Funktion. Diese ist auf [0, 7] stetig fiir alle 7" > 0 und damit auf jedem solchen be-
schrinkten Intervall Riemann-integrierbar. Im Sinne eines uneigentlichen Riemann-Integrals
gilt

oo T
sinx sinz T
®) [ 5570 = i B [ S5 0 =3
0 0
Wegen f[o 00) |fldu = 400, d.h. |f| ¢ L([0,00), 1), gilt aber f ¢ L£([0,00), 1). Wegen der
Endlichkeit des uneigentlichen Integrals (R) [ % dx < oo miissen dann aber beide Integrale

0
f[Opo) fidu und f[Opo) f— dp gleich 400 sein, denn es kénnen nicht beide gleichzeitig endlich

sein und eines davon endlich und das andere +oo wiirde dem widersprechen.

o4



7 Vergleich von Lebesgue-Integral und Riemann-Integral

Beispiel 7.8. Wir betrachten eine fast tiberall stetige Funktion f : R — R mit f(x) = 0 fiir
x <0, f(z) >0 fir x >0 und (R) fOT f(x)dz < oo fiir alle T' > 0. Setzen wir

L f(.%'), r <n,
ful@) = {O, T >n,
sogilt 0< f1 < fo <...und
/ Jndu= (L)/f(:n) de = (R)/f(:v) dz < 0.
[0,00) 0 0

Wegen f(z) = lim,, 00 frn(z) fiir alle z € R folgt aus Satz 6.1

[ fu=tim [ gidu= tim ) / f<x>dm=<R)7f<m>dx — 1.
[0,00) ) 0 0

[(]7m>

Somit gilt f € £([0,00), u) genau dann, wenn I < oo gilt.
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8 LP-Raume und Ausblick auf
Sobolevraume
Definition 8.1. Sei (X, M, u) ein Makraum und sei f € L(X, u).
(i) Mit [f] := {g : X — R : g messbar, g o f} (vgl. Definition 5.8) bezeichnen wir die

Aquivalenzklasse aller fast iiberall mit f identischen, messbaren Funktionen auf X.
Die Funktion f heift dabei Reprisentant der Aquivalenzklasse.

1Al = (pr dp

I[f]lloo := ess sup|f| := inf{c € R : |f(z)| < c fiir fast alle z € X}.
X

(ii) Fiir p € [1,00) setzen wir

und wir setzen

(iii) Fiir p € [1, 00| setzen wir
LP(X,1) = {lg] : g - X — & messbar [[g]]lp < oo}.

Das Paar (LP(X, ), | ||p) bezeichnen wir als LP-Raum.

Bemerkung. Der Kiirze halber schreiben wir statt ||[f]]|, stets || ]|, und statt [f] € LP(X, p)
nur f € LP(X, ). Es erweist sich, dass die Zuordnung ||[f]||, fiir alle p € [1, 0o] die drei Nor-
maxiome erfiillt und dass die Paare (LP(X, p1), ||||,) lineare normierte Raume représentieren.
Die Grofe ess supy f heilst wesentliches Supremum einer Funktion f auf X.

Beispiel 8.2. Sei X :=(0,1), p das Lebesguemaft und wir schreiben kurz LP(0,1) .
(a) Fir die Funktion z(t) = % gilt x € LP(0,1) genau dann, wenn p < 2 ist.

(b) Fiir die Funktion z(t) = 1 gilt z ¢ L>(0,1).
1
(c¢) Fir die Funktion x(t) = sin <;> gilt x € L>(0,1).
Definition 8.3. Fiir p € (1,00) heifst der durch % + % = 1 eindeutig bestimmte Wert

q € (1,00) der zu p konjugierte Wert. Statt ¢ schreibt man auch p*. Fiir p = 1 bezeichnen
wir ¢ = oo als konjugierten Wert und fiir p = oo setzen wir ¢ = 1.
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8 LP-Raume und Ausblick auf Sobolevraume

Bemerkung. Offensichtlich gilt (p*)* = p.
Lemma 8.4 (Young’sche Ungleichung). Fiir konjugierte Werte p,q € (1,00) gilt

aP  b?
ab < —+ —  fir alle a,b > 0.
p q

1 1
Beweis. Die zu zeigende Ungleichung ist offensichtlich dquivalent zu crde < ;f + g fiir
¢,d > 0. O.B.d.A. nehmen wir ¢ > d > 0 an (fiir ¢ = d = 0 ist die Behauptung trivial).

1
Mit ¢ := 5 > 1 und Division durch d erhalten wir die dquivalente Ungleichung t» < % + %.

1
Setzen wir g(t) := t» und h(t) := % + %, so miissen wir also ¢(t) < h(t) fir t > 1 zeigen. Aus

1 1 1 1 1
J)y==tr '=tT0 <= =h(t) firt>1
p p

=

folgt, dass h stérker wichst als g, und zusammen mit g(1) = h(1) = 1 liefert dies die
Behauptung. O

Satz 8.5 (Holder- und Minkowski-Ungleichung). Seien p, q € [1, 00| konjugierte Exponenten.
Dann gelten

(i) die Hélder-Ungleichung

Vol < Iflllale  fir f € IP(X,p), g € L9(X. 0
und
(ii) die Minkowski-Ungleichung

1F+gllo < Wfllp + Mgl fir frg€ LP(X,p).

Beweis. Wir zeigen (i). Seien zunéchst p,q € (1,00) und o.B.d.A. gelte | f||, # 0 sowie
lglly # 0 (sonst fg = 0 fast iiberall). Mit

()] l9(2)]
= d b:.=
““m, ™ lglla

liefert Lemma 8.4
0

p q

W@l _ LfE@P | 1ow)

Ifllp Nglle — 2 Ifllp a llgllg
und Integration iiber X ergibt

L / 1 1 11
ol < e [ 150 Aty [laltdu= 2= 1
£ llpllgllq Pl Il allglg poq
X X X
— —_——
=51 =gl
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8 LP-Raume und Ausblick auf Sobolevraume

Daraus folgt nun sofort die Behauptung.
Wir zeigen die Behauptung fiir p = oo und ¢ = 1 (fiir p =1lund ¢ = o0 analog). Nach
Definition des wesentlichen Supremums von |f| existiert ein f € [f] mit

ess sup |f] = sup |].
X X

Mit Satz 5.5 (i) gilt also

/ ol du = / il an < ess supl 1 / gl due = 1 llsellglh-
X X X

Wir zeigen nun (ii). Seien zunéchst p,q € (1,00). Fiir alle x € X gilt

(@) + g(@)PP = |f(2) + g(@)l| f(z) + g(2)P~F < (If ()] + |g(z) )] () + g(2) P~

Integration iiber X liefert

15+ gl < [ 1715+ gl an+ [lgllf + g
X X

und mit ¢ := £ erhalten wir aus (i)

q

1F +gllp < A + 9P g + NallpI(F + )P lg = (£l + llgllp) /(f +9)"du

= (171l + IglILF + gll§ = (11 + gl +allp™

Damit folgt die Behauptung.
Fiir p = 1 folgt die Behauptung durch Integrieren iiber X von

|f (@) + g(z)] < |f(2)]+ |g(2)]
und fiir p = oo folgt die Behauptung aus der Definition des wesentlichen Supremums. U

Bemerkung. Nach Satz 8.5 (i) gilt fiir konjugierte Werte p, ¢ € [1, 00| stets
feLlP(X,p), ge LX,n) = fgeL'(X,p).
Satz 8.6. Fir p € [1,00] ist LP(X, ) mit der Norm ||«||, ein reeller Banach-Raum.

Beweis. Sei zundchst 1 < p < oo. Offensichtlich gilt fir f € LP(X,pu) und A € R stets
Af € LP(X, u) und wegen Satz 8.5 (ii) folgt aus f,g € LP(X, ) auch f+ g € LP(X, ) (da
es sich bei LP(X, i) eigentlich um Aquivalenzklassen handelt, miissen wir [f]+ [g] := [f + ¢]
und A[f] := [\f] definieren; man tberlegt sich leicht, dass diese Definition korrekt ist). Die
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8 LP-Raume und Ausblick auf Sobolevraume

Axiome des linearen Raumes kann man leicht zeigen. Ebenso sieht man leicht, dass ||+ ||, eine
Norm ist. Es verbleibt also nur noch der Beweis der Vollstandigkeit des normierten linearen
Raumes LP(X, p).

Sei also (fx)ken ein Cauchy-Folge in LP(X, p). Zu jedem n € N existiert dann ein N(n) € N
mit

1 .
I fe — fillb < 520 fiir alle k,1 > N(n),

wobei wir 0.B.d.A. N(1) < N(2) < ... annehmen konnen. Konvergiert nun die durch g, :=
In(n) definierte Teilfolge (gn)nen von (fi) gegen ein g € LP(X, u), d.h. [[gn — gl — 0, so
folgt

1
1k = 9llp < fx = gnllo + llgn = glly = [1fx = Fvmyllo + 9 = 9lly < == + llgn — 9l

20p

fir K > N(n). Da die rechte Seite fiir grofes n beliebig klein wird, folgt || fx — g/, — 0, d.h.
LP(X, ) ist vollstandig. Wir zeigen also die Konvergenz der Folge (g, ). Dazu setzen wir fiir
neN

1
Vo= o€ X gua0) - a2 )

sowie
o0 [o¢]
o 1= U Y, und Z:= ﬂ Zn.
k=n n=1
Es gilt
n(Yn) = /1du < /2"|9n+1 = gnlPdp <27 / |9nt1 — gn|” dp
Yn Yn X
2m 1
= 2"|gn+1 — gnlly < o~ o0
und somit

k=1 k=n k=n
1 1 — o 1
< ok T~ T~ on-1’
ok - 1-1 2

d.h. u(Z) =0 (da n € N beliebig). Wir setzen nun

(z) = gi(x) + >0 (gn1(x) —gn(x), ze€ X\ Z,
! ‘ 0, T € Z.

Die auftretende Reihe konvergiert, da zu x € X \ Z ein n € N mit = ¢ Y}, fiir £ > n existiert.
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8 LP-Raume und Ausblick auf Sobolevraume

Wir haben dann fiir solche x

> lgen(@) = ge(@)| < 3 — = —=r
k=n k=n 27 2
d.h. die Reihe ist absolut konvergent. Man sieht leicht, dass g messbar ist. Mit Satz 6.1 folgt
nun
00 p
Jla=alan= [la-amPan= [ S (oa 0] du
X xX\z x\z lk=n
00 p m p
< —_— _ 1 —_—
= / <Z |Gr+1 9k|> dp / n{gnoo <Z |Grt1 9k|> dp
X\z “k=n X\z k=n
m p m p
= (Z lgt-+1 = m) dpo=Hm 1> lgees = gl
x\Z k=n k=n P
p

IN

m p oo
Jim (Z gkt1 — ngp> = (Z Il fNet1) — fN(k)”p>
k=n k=n
ad 1 P - 1 ! o 1 n—+00
Z T - 22(n—1) - 22(n—1) — 0,

k=n 2P p

IN

dh. g—g, € LP(X,p) fir n € N und ||g — gnll, — 0 fiir n — oco. Aubkerdem folgt g =
(9—91) + g1 € LP(X, ).

Sei nun p = co. Man zeigt leicht, dass mit f,g € L(X,u) auch f 4+ g € L®(X, u) gilt.
Ebenso gilt \f € L>®(X,pu) fir A € R und f € L(X, pu). Zum Beweis der Normaxiome (die
des linearen Raums sind leicht zu priifen) bedarf nur die Homogenitét ndherer Ausfithrungen.
Seien also A € R und f € L*™(X,u). Dann gilt offensichtlich [|[Af]lcc < |A]]|f]loo. Fiir die
Umkehrung sei ¢ € (0,1) beliebig. Dann gilt ¢||f|jcc < ||f|lcc (0.B.d.A. sei f # 0), d.h.
|f(x)] < t||fllo gilt nicht fiir fast alle x € X, also p({z € X : |f(z)] > t||flloc}) > 0. Somit
folgt u({x € X : INf(x)] > t|A|]|flleo}) > 0 und daher ||[Af|loc > t|A]||f]loo fiir alle t € (0,1).
Der Grenziibergang t — 1 liefert [|[Af]joc > |A|||flloc und damit die Homogenitét von || e||cc.
Es verbleibt die Vollstédndigkeit von L (X, i) zu zeigen.

Sei also (fn)nen eine Cauchy-Folge in L>(X, ). Wir setzen K := sup,cy || fnlloc < 00
sowie fir k,n,m € N

Fp={e e X :|fi(x)] > K} und Epp={z € X :|fu(z) = fin(@)] > [[fa = finlloc}-

Offensichtlich gilt p(Fy) = 0 und p(Ey, ) = 0. Setzen wir E := (Up—; Fr)U(Un—1 Un—y Enm),
so gilt daher auch p(E) = 0. Jedes z € X \ E erfiillt nun

|fn(x) - fm(x)| < ||fn - meoo — 0 fir m,n -
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8 LP-Raume und Ausblick auf Sobolevraume

sowie |fn(z)] < K fiir alle n € N. Da R vollstindig ist, existiert f(z) := lim, o0 fn(x) fiir
alle x € X \ E. Mit f(z) := 0 fiir z € E folgt |f(z)] < K fur alle x € X und f ist eine
messbare Funktion, d.h. f € L®(X,u). Sei nun € > 0 beliebig. Dann existiert ein N € N
mit

[fn(z) = fi(@)] < || fn — finlloo <€ fir alle m,n > N und alle z € X \ E.

Der Grenziibergang m — oo liefert |f,(z) — f(x)| < ¢ fir alle n > N und alle z € X \ E,
d.h. ||fr — flleo <€ (da p(E) = 0). Damit ist || fr, — f|lco — O gezeigt. O

Satz 8.7. In L*(X,p) kann mittels

(£, r2(x 0 = /fgdu fiir f,9 € L*(X, )
X

ein Skalarprodukt eingefiihrt werden, sodass

HfHQ Y, <f7 f>L2(X“U,) fd7n f S LZ(XHU')

gilt. Mit diesem Skalarprodukt ist L?(X, i) also ein Hilbertraum.

Beweis. Nach Satz 8.5 (i) gilt

/ Foldu < I lzllgllz < oo
X

und mit Satz 5.9 folgt daraus, dass (f,g) 12(x,u) als reelle Zahl wohldefiniert ist. Die Giil-
tigkeit der Axiome des Skalarprodukts lasst sich leicht nachpriifen. Offensichtlich gilt auch

<f’ f>L2(X7u) = Hf”% O

Im restlichen Teil dieses Kapitels betrachten wir als Grundmenge X ausschliefslich
X = (a,b) mit —oo < a < b < oo. Als o-Algebra wihlen wir die Spur-c-Algebra
M = L(R) N (a,b) = {AN(a,b) : A € LR)} C L(R), wobei L(R) die Lebesgue’sche
o-Algebra auf R bezeichnet. Als Maf verwenden wir das Lebesgue-Mak auf (a,b), d.h. die
Einschrankung p|ag auf M des Lebesgue-Mafes p auf R. Wir setzen f: fdu = f(a,b) fdu

und bezeichnen das Riemann-Integral einer Funktion f auf [a,b] mit (R) f; f(z)dz. Weiter
setzen wir LP(a,b) := LP((a,b), ulam) fiir p € [1,00]. An dieser Stelle sei angemerkt, dass
es wegen p({a,b}) = 0 egal ist, ob wir X = (a,b) oder X = [a, b] betrachten, d.h. die ent-
sprechend definierten LP-Raume sind identisch (genauer: isometrisch isomorph). Man zeigt
leicht, dass LP'(a,b) O LP*(a,b) fir 1 < p; < pa < oo gilt (Satz 8.5 (i) mit p := g—? und
4= pQI)fipl

Mit C*(a,b) bezeichnen wir im Folgenden die Menge aller beliebig oft differenzierba-
ren Funktionen f : R — R mit supp f := {zx € R: f(z) # 0} C (a,b), d.h. mit in (a,b)
enthaltenem Triiger. Die Elemente von C'™ (a,b) heiken auch Testfunktionen.

auf |f[P* und 1 anwenden).
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8 LP-Raume und Ausblick auf Sobolevraume

Definition 8.8. Sei f € L!(a,b). Eine Funktion g € L'(a,b) heikt (erste) verallgemeinerte
Ableitung von f (Schreibweise: f’:= g), wenn

b b
/f(p' dp = — /gcpdu fiir alle ¢ € é’oo(a, b)

gilt. Entsprechend definiert man die zweite verallgemeinerte Ableitung als verallgemeinerte
Ableitung von g usw.

Bemerkung. Man kann zeigen, dass die verallgemeinerte Ableitung g eindeutig bestimmt ist
(im Sinne der Aquivalenzklasse [g]).

Bemerkung. Fiir f € C'[a,b], d.h. f ist stetig differenzierbar auf [a, b] (wobei an den Réindern
nur einseitige Differenzierbarkeit bzw. Stetigkeit betrachtet wird), stimmen klassische und
verallgemeinerte Ableitung iiberein. Denn fiir ¢ € C'*(a, b) mit supp ¢ C [¢,d] C (a,b), d.h.
o(x) =0 fir € (a,c)U(d,b) und somit ¢'(z) = 0 fir « € (a,c]U[d,b), folgt durch partielle
Integration

b d d d
/ fo' du = / o' du=R) [ f@)e (@) dx = [f(x)p()E=t —(R) / F(@)p(a) da
a c c =0 c

d

z—/f’sodﬂz—/bf’sadu-

C

Die Definition der verallgemeinerten Ableitung entspricht also der bekannten Regel der par-
tiellen Integration.

Beispiel 8.9. Seien a = —1,b=1und f:(—1,1) — R durch

gegeben. Dann ist f in (—1,0) U (0,1) differenzierbar, jedoch nicht in z = 0. Wir zeigen,

dass die durch
0, T € (_1’0]a
g(z) ==
1, ze(0,1)

definierte Funktion ¢g : (—1,1) — R die verallgemeinerte Ableitung von f ist. Fir ¢ €
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8 LP-Raume und Ausblick auf Sobolevraume

C>(=1,1) mit supp ¢ C [¢,d] C (=1,1) gilt

/lfw'duz /dfso'dﬂz (R)/df(ﬂf)@'(ﬁv) dz = (R)/dw'(ﬂf) dz
—1 c c 0

d d 1
= lrp(@)E=t ~(R) /O (@) dz = / o= — / godu.
0 —1

=0

Beispiel 8.10. Seien a = —1, b=1und f: (—1,1) — R die Heaviside-Funktion, d.h.

Fiir € C®(—1,1) mit suppy C [¢,d] C (—1,1) gilt

1 d

[1eau= [ roau-m) /d f(@)¢ (@) de = (R) /d 1+ ¢/(2) da
—1 c c 0

Wenn f also eine verallgemeinerte Ableitung g € L'(—1,1) besitzt, so muss
1
/ggpd,u = (0) fiir alle ¢ € C®(—1,1)
-1

gelten. Man kann zeigen, dass dies fiir kein g € L'(—1,1) erfiillt ist. Der Ableitungsbegriff
kann allerdings noch weiter verallgemeinert werden, sodass dann auch die Heaviside-Funktion
eine Ableitung besitzt, und zwar die in Null konzentrierte Dirac’sche Deltadistribution (siehe
Distributionentheorie).

Definition 8.11. Mit W*P(a,b) fir k € Ny, 1 < p < 00, bezeichnen wir die Menge
aller Funktionen f € LP(a,b), die k verallgemeinerte Ableitungen f', f”,..., f*) € L?(a,b)
besitzen. Fiir f € W*P(a,b) fiihren wir unter Verwendung der LP-Norm ||+|, die Norm

1
k P
L lwspap) = (Z ||f“’\|£>
1=0

ein. Der Raum W"P?(a,b) mit dieser Norm heift fiir alle p Sobolevraum der Ordnung k. Im

63



8 LP-Raume und Ausblick auf Sobolevraume

Falle p = 2 bezeichnen wir diesen Raum mit H”(a,b) und konnen fiir f,g € H¥(a,b) ein

Skalarprodukt
k

<fa g>Hk(a,b) = Z(f(l)ag(l)>L2(a,b)

=0

einfithren, wobei gilt

1
k 3
1 flexapy = A/ P amap) = 1 llwr2(ap) = (Z Hf%\%) :
1=0

Auf der Grundlage der L>®-Norm ||+|| kann analog auch der Raum W">(a,b) mit der
Norm

k
1 lwheoqan = D 17Vl
1=0

eingefiihrt werden.

Bemerkung. Natiirlich handelt es sich bei den Elementen der Sobolevraume wieder um Klas-
sen dquivalenter Funktionen, die sich nur auf Mengen vom Mafs Null unterscheiden.

Satz 8.12. Fir k € Ny ist T/V"“’p(a7 b) fir alle 1 < p < oo ein Banachraum, Hk(a, b) sogar
ein Hilbertraum. Insbesondere gilt WOP(a,b) = LP(a,b) und H%(a,b) = L*(a,b).

Beweis. Der Beweis der Vollstdndigkeit macht einige Arbeit und entféllt deshalb. Alle an-
deren Eigenschaften konnen leicht nachgepriift werden. U

Wir betrachten im Weiteren noch etwas genauer die Sobolevriume H*(a,b) vom Hilber-
traumtyp.

Bemerkung. Offensichtlich gilt H%(a,b) D H'(a,b) D ..., d.h. die Riume H”(a,b) bilden
eine Skala von Hilbertraumen.

Satz 8.13 (Sobolev’scher Einbettungssatz). Firm > k+1 > 1ist H™(a,b) stetig eingebettet
in C¥[a,b], d.h. zu jedem f € H™(a,b) existiert ein f € C*[a,b] mit f| 44 € [f] und

I llerias < KILF lerm(ap)
fiir eine von f unabhdingige Konstante K > 0.
Beweis. Der nicht ganz einfache Beweis entféllt. O

Bemerkung. Der Begriff der Einbettung wird in der Literatur selten exakt definiert und oft
missverstéandlich verwendet. Deshalb: Ein normierter linearer Raum (U, || «||¢7) heift eingebet-
tet in einen normierten linearen Raum (V) ||«||y), wenn es eine injektive, lineare Abbildung
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8 LP-Raume und Ausblick auf Sobolevraume

E : U — V gibt. U heift stetig eingebettet in V, wenn E stetig ist (dies ist dquivalent zur
Beschranktheit von E), d.h. wenn eine Konstante K > 0 mit

[Eully < K||ully  fiir allew € U

existiert. Im Falle einer stetigen Einbettung schreiben wir auch U < V' (oft wird verwirren-
derweise auch ,,C* statt ,,~—* geschrieben).

Bemerkung. Wir betrachten Satz 8.13 fiir den Spezialfall m = 1 und k = 0. Es gilt also
H'(a,b) < Cla,b], d.h. zu f € H'(a,b) existiert ein f € Cla,b] mit f(z) = f(x) fiir fast
alle z € (a,b) und

b b 3
max F@)] < & | [ Fau (7

z€a,b|
a

Wir kénnen die Konstante K > 0 sogar konkret angeben: Dazu nehmen wir ohne Beschran-

kung der Allgemeinheit f(x) = f(x) fir alle z € (a,b) an (Représentant geeignet wéhlen).
Zunachst kann man

f(@) = fla) + / fdu

fiir z € (a,b) zeigen. Daraus folgt unter Benutzung der in Satz 5.9 formulierten Ungleichung

[l < [1r1a
E

E

die Abschétzung

x T

s@l i@+ | [ Fal < i@+ [170aes i@l | oz | 12

a a

< If @)+ vb—all 'l r2(ap)-
Des Weiteren gilt (wegen (c & d)? < 2¢? + 2d?)
- 2 - 2
s < (s - [ £an] <2p@p+z| [
a ) a

<2f(x)2 +2 /\f’! ldp | <2f(x)” +2(b— a)Hf,H%Q(a,b)

65



8 LP-Raume und Ausblick auf Sobolevraume

und Integration iiber (a,b) liefert

(b—a)f(a)* <2/ f11F2(ap) + 200 = @)1 172 (0p)-

Wir erhalten also

2
(max o >r) — sup f<x>2s<rf<a>rwb—auf'upwf

vela ve(ab)

< 2£(@)? + 200~ O Bagay < gl agay + 40— DI gy + 20— @7 o
< mac{ 5,606~ o) 1 i

d.h.
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9 Integration in Produktraumen

Wir verzichten in diesem Kapitel auf die Beweise und bitten den Leser, diese bei Bedarf aus
den entsprechenden Kapiteln zu Produkmafen und dem Satz von Fubini aus den empfohle-
nen Lehrbiichern zu entnehmen.

Definition 9.1. Seien (X, M) und (X3, M3) zwei messbare Raume. Als Produkt-o-Algebra
M1 ® My bezeichnen wir die durch das Mengensystem

My x My ::{A1XA2:A1€M1, AQEMQ}
in X7 x Xy erzeugte o-Algebra.

Lemma 9.2. Das Mengensystem My x My aus Definition 9.1 ist ein Semiring und
R(My x Ma) ist eine Algebra.

Lemma 9.3. Seien (X1, M1, u1) und (Xo, Mo, po) zwei Mafirdume mit o-endlichen Mafen.
Dann ist die auf My x My durch

gD(Al X Az) = ,U,l(Al),U,Q(AQ) fir Ay x Ay € My x My

definierte Mengenfunktion nichtnegativ, additiv und subvolladditiv mit p(0)) = 0, falls wir
0-00 =00-0=0 setzen. Diese kann eindeutig zu einem Maf$ p : My ® My — R auf der
o-Algebra My @ Msy fortgesetzt werden.

Bemerkung. Das Mafs p aus Lemma 9.3 wird als Produktmafl bezeichnet (Schreibweise:
= 1 @ pe). Die Fortsetzbarkeit von ¢ zu einem Mafs auf der o-Algebra M ® M, ist eine
unmittelbare Folgerung aus den Ergebnissen von Kapitel 3 rund um den Fortsetzungssatz
von Hahn.

Beispiel 9.4. Seien X; := R", Xy := R™, My := L(R"), M3 := L(R™) sowie p; und pa
die entsprechenden Lebesgue-MaRe. Dann kann man X; x Xo = R"™™ sowie M @ My =
L(R™™) zeigen und pq @ po ist das Lebesgue-Maf in R+,

Definition 9.5. Seien X; und X5 nichtleere Mengen. Fir A C X; x X5, 1 € X7 und
T9 € X5 heifsen die Mengen

Ag(x1) :={xg € Xo: (z1,29) € A} C X9 und Aj(x2) :={x1 € X1 : (x1,22) € A} C X3

Schnitte von A.
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Lemma 9.6. Seien (X1, M) und (X2, Ma) messbare Riume. Fir A € M; ® Ms sowie
x1 € X1 und xo € Xy gelten fir die Schnitte von A die Beziehungen As(x1) € Ma und
A1($2) € M;.

Lemma 9.7. Ist f: X1 x Xo = R messbar beziglich der o-Algebra My @ My, so sind fir
x1 € X1 und x9 € Xo auch f(x1,9): Xo = R sowie f(s,22): X1 — R messbar.

Lemma 9.8. Seien (X1, My, u1) und (Xo, Mo, ua) Mafsraume mit o-endlichen Maflen. De-
finderen wir fiir A € My ® Mo Funktionen ng : X1 — R und €4 : X9 — R mittels der
Vorschriften

na(z1) == p2(Az(z1))  und  Ea(x2) == pi(Ai(z2)),

so sind diese Funktionen messbar und es gilt

/ﬁAdm :/77Ad,u1-
Xo

X1

Wichtig sind fiir messbare Funktionen f(z1,22) € R zweier Veranderlicher x; € X; und
xo € Xo Fragen der Existenz von Doppelintegral und iterierten Integralen und deren Zu-
sammenhénge. Der folgende Satz liefert dabei entscheidende Aussagen.

Satz 9.9 (Satz von Fubini). Seien (X1, My, 1) und (Xo, Ma, po) zwei Mafriume mit
o-endlichen Maflen. Falls f € L(X1 X X9, 1 ® pua) gilt, d.h. f summierbar auf dem Produkt-
raum im Sinne des Produktmafles ist, so gelten die beiden folgenden Aussagen:

(i) Esist f(e,x2) € L(X1,p1) fir fast alle o € Xo und f(x1,+) € L(X2, n2) fir fast alle
x1 € Xq1. Mit

Fi(x9) ::/f(-,xg)d,ul bzw. Fy(xq) ::/f(xl,-)d;@
X4 Xo

gilt Fy e E(XQ,/,LQ) und Fy € £(X1,M1)-

[ ramem = [Fdn= [ B

X1xXo X X1

(i) Wir haben Gleichheit

zwischen den drei auftretenden Lebesque-Integralen.

Bemerkung. Durch dem Satz 9.9 von Fubini wird gezeigt, dass unter den formulierten Vor-
aussetzungen aus der Existenz des Doppelintegrals ( [ Xy x X2) die Existenz der iterierten In-
tegrale [y, [y, und [y, [y, ) folgt. Die Umkehrung gilt jedoch nicht, d.h. aus der Existenz
der iterierten Integrale kann man nicht auf das Doppelintegral schlieffen. Sehr wohl gibt es
aber eine Umkehrung im schwécheren Sinne, wenn man statt der Funktion deren Betrag im
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Integranden der iterierten Integrale stehen hat. Man kann namlich Folgendes zeigen:

Ist f: X1 x Xo — R messbar und gilt |f(s,z2)| € £(X1, 1) fiir fast alle 25 € X5 sowie
Fy € L(Xo, pg) fir Fy(z9) := le |f(e,x2)|dp1, so bekommt man f € L(X; X Xo, 1 ® p2)
und Doppelintegral und iteriertes Integral stimmen tiberein. Analoges gilt bei Vertauschung
der Indizes 1 und 2.
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10 Der Satz von Radon-Nikodym

Auch im Sinne einer Vorabinformation vor der Stochastik-Vorlesung wollen wir abschliefend
kurz absolut stetige Mafe und den Satz von Radon-Nikodym streifen.

Definition 10.1. Seien (X, M) ein messbarer Raum sowie p und v zwei o-endliche Mafse in
X. Das Maf v heilt absolut stetig beziiglich p (Schreibweise: v < p), wenn fiir jedes A € M

WA =0 = v(A)=0

gilt, d.h. p-Nullmengen sind auch stets v-Nullmengen.
Bemerkung. Die Relation ,,< ist reflexiv und transitiv, aber nicht symmetrisch.

Satz 10.2. Fir endliche zum messbaren Raum (X, M) gehiorende Mafle p und v gilt v < p
genau dann, wenn fir alle ¢ > 0 ein § = d(e) > 0 ewistiert, sodass fir alle A € M die
Beziehung (1(A) < 6 die Ungleichung v(A) < € nach sich zieht.

Beweis. Wir nehmen an, dass die e-0-Bedingung verletzt ist. Dann findet man ein ¢ > 0
und fiir n = 1,2,... Mengen A,, € M mit p(A,) < 27" und v(A,) > €. Die Betrachtung der

Werte p1(A) und v(A) fiir die Menge A = (1,5, <U12n Ai) liefert einen Widerspruch. O

Bemerkung. Das obige Lemma begriindet die Bezeichnung absolut stetig, denn eine analo-
ge e-6-Bedingung findet man im Zusammenhang mit der absoluten Stetigkeit einer reellen
Funktion z(t), t € [a,b]. Eine solche Funktion heift absolut stetig, wenn wenn fiir alle
e > 0ein § = d§(e) > 0 existiert, sodass flir paarweise disjunkte offene Teilintervalle von
(ai, b)), i=1,2,....k, von [a, b] mit Zle(bi—ai) < 0 die Ungleichung Zle |z(b;)—x(a;)| < e
gilt. Absolut stetige Funktionen sind iibrigens gleichméfig stetig, damit auch stetig und sie
sind stets von beschrénkter Variation, gehoren also zu BV [a, b]. Sie besitzen fast iiberall eine
Ableitung, die mit der verallgemeinerten Ableitung iibereinstimmt und zu L!(a,b) gehort.
Diese Funktionen gehdren also zum Sobolevraum W'1l(a,b). Lipschitz-stetige Funktionen
sind stets auch absolut stetig.

Wir betrachten nun speziell integraldefinierte Mafe:

Definition 10.3. Sei (X, M, 1) ein Mafraum und sei f € £(X, u). Dann heifst die durch

ns(4) = [ 1du
A

gegebene Mengenfunktion py : M — R unbestimmtes Integral von f.
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Lemma 10.4. Ist (X, M,pn) ein Mafraum und gilt f € L(X,p) sowie f > 0, so ist auch
pyp ein Maf$ und es gilt py < p.

Beweis. Nach Satz 5.6 ist die Mengenfunktion p volladditiv und damit wegen der Nicht-
negativitdt auch ein MaR. Die Eigenschaft py < p folgt aus der Definition der absoluten
Stetigkeit von Mafen unmittelbar mit der Definition des unbestimmten Integrals. O

Von zentraler Bedeutung in der Maftheorie, speziell in Hinblick auf die Wahrscheinlich-
keitsrechnung, ist der folgende Satz von Radon-Nikodym.

Satz 10.5 (Satz von Radon-Nikodym). Seien p und v o-endliche MafSe auf dem messbaren
Raum (X, M) mit v < p. Dann existiert eine bis auf p-dquivalente Funktionen eindeutig
bestimmte nichtnegative Funktion f € L(X, ) mit

v(A) = /fdu fiir alle A € M.
A

Definition 10.6. Die Funktion f aus Satz 10.5 heift Radon-Nikodym-Ableitung von v be-
ziiglich p (Schreibweise: f = S—Z).

Bemerkung. In der Wahrscheinlichkeitstheorie heifst fiir ein Wahrscheinlichkeitsmafs v die
Funktion S—Z Wahrscheinlichkeitsdichte beziiglich des Mafes .

Wir werden vor dem Beweis einige Begriffsstrukturen und Hilfseigenschaften diskutieren,
wobei zuerst wir von der Wahrscheinlichkeitssituation p(X) = 1 ausgehen.

Definition 10.7. Sei (X, M) ein messbarer Raum mit den Mafen p und v. Wir sagen, dass
das Mafs u das Mafs v dominiert, wenn gilt
0<v(A) <u(A) VAe M.

Offenbar gilt in diesem Falle v < p.

Definition 10.8. Wir nennen die P = {A;, Ag, ..., Ax} eine (endliche) Zerlegung von X,
wenn P aus paarweise disjunkten Elementen aus M besteht, deren Vereinigung X liefert.
Wir nennen eine Zerlegung P’ von X eine Verfeinerung von P, wenn jedes Element aus P
als disjunkte Vereinigung von Elementen aus P’ dargestellt werden kann.

Der folgende Satz ist eine simplifizierte Version des Satzes von Radon-Nikodym, dessen
Beweis unten angegeben wird. Fiir das Update dieses Beweises CAPINSKI/KOPP hin zum
eigentlichen Satz 10.5 sei auf Kapitel 7 in CAPINSKI/KOPP verwiesen.

Satz 10.9. Sei u(X) = 1 und gelte 0 < v(A) < p(A) VA € M. Dann ezistiert eine
nichtnegative messbare Funktion f auf X mit

v(A) = /fd,u fiir alle A € M.
A
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Beweis. In Schritt 1 definieren wir Treppenfunktionen ¢p fiir Mengen in einer (endlichen)
Zerlegung P and vergleichen die Funktionen ¢p, und ¢p,, wenn Ps eine Verfeinerung von P;
ist. Dies erlaubt uns zu zeigen, dass die die Integrale [ x gp% dp nichtfallend sind, wenn wir zu
zunehmenden Verfeinerungen kommen. Da die Integrale beschriankt sind durch p(X) = 1,
existiert ¢ = sup [ x gp% dp als endliche reelle Zahl. In Schritt 2 konstruieren wir dann die
gewiinschte Funktion f mit Hilfe von Grenzwertargumenten, die frither bewiesene Konver-
genzsitze nutzen. In Schritt 3 schliefslich zeigen wir, dass f die gewiinschten Eigenschaften
besitzt.

Schritt 1: Konstruktion geeigneter Treppenfunktionen. Sei nun 0 < v(A) < u(A) YA e M
und P = {41, Ag, ..., A;} eine (endliche) Zerlegung von X mit Elementen A; € M. Wir
definieren nun die Treppenfunktionen pp : X — R mittels der Vorschrift

A;
op(@) =i = 2 (e A u(A) > 0),  ep() =0 (soust).
1(A;)
Die Treppenfunktion hat die folgenden Eigenschaften:
(i) Es gilt 0 < pp(x) <1 fur alle x € X.
(il) Wenn A = UjeJ Aj fiir eine Indexteilmenge J C {1,2,...,k}, dann gilt v(A) = [, ¢p du.
Daher ist v(X) = [y ¢p dp.
(iii) Ps sei nun Verfeinerung von P; und ¢1, ¢ die entsprechenden Treppenfunktionen. Dann
gilt fir alle A€ Py: [yo1du=v(A)=[,p2dp, [, e102dpn= [, ¢%du.
(iv) Folglich gilt [, (¢35 — 1) dp = [y (¢2 — ¢1)* dp und damit

/sogdu:/ w?dqu/(soz—sol)QduZ/ p1dp.
X X X X

Diese Funktionen sind nichtfallend, wenn wir die Zerlegung verfeinern.

Schritt 2: Ubergang zum Grenzwert und Konstruktion der Funktion f. Wie im Schritt 1
gezeigt wurde, wachsen die Integrale [ x go% dp hochstens, wenn die Zerlegung verfeinert
wird. Wegen (i) haben wir aufferdem ein endliches Supremum 0 < ¢ = sup [ x go% dp <1
iiber alle Zerlegungen.

Wir betrachten nun eine Folge von Zerlegungen {P,}>2; mit [ X gp%n dp > ¢ — 47" Dabei
bezeichnen wir mit Q,, die kleinste gemeinsame Verfeinerung der Zerlegungen Py, ..., P,.
Dann verfeinert Q,,11 die Zerlegung Q,,, weil Q. aus allen Schnitten A7 N As N ... N Ap mit
A; € P; (i < k) besteht. Folglich ist Q,, eine disjunkte Vereinigung von Mengen aus Q1.
Folglich gelten die Ungleichungen:

C—4_"</ @%ndMS/SOQQndMS/SOQQanMSC-
X X X

Wegen (iv) haben wir dann

X X +
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Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung liefert dann fiir all n € N

Nach CApPINsKI/KoPP, S.95 kann man eine Variante des Lemmas von Beppo Levi wie

folgt formulieren: Wenn Y [ |fx|dp endlich ist, dann konvergiert die Reihe Y ;7 fi(z)
k=1FE
fast iiberall auf £ und man kann die Grenzwertbildung von Reihe und Integral wie folgt

vertauschen: - -
/kadﬂ = Z /fkdﬂ-
5 k=1

k=1 @

Mit diesem Lemma gilt wegen der Endlichkeit von >, [\ |¢o,,, — ¢o,|du, dass die
Reihe Y7 1 (0,1 — ¢o,) fast iiberall konvergiert, sodass mit Q) = P; die Grenzfunktion

o
f=pp + Zl(cpgnﬂ —o,) = lim po,
-

p-fast iiberall definiert ist, auf den verbleibenden Nullmengen wird sie zu Null gesetzt.

Schritt 3: Nach Voraussetzung und Konstruktion ist 0 < f(x) < 1 Vz € X und f messbar.
Wir miissen noch zeigen, dass gilt

v(A) = /fd,u fiir alle A € M.
A

Wir fixieren A € M und definieren als R,, die kleinste gemeinsame Verfeinerung von 9,
und {A, A}. Da A eine endliche disjunkte Vereinigung von Mengen aus R, ist, haben wir
v(A) = [, ¢r, du aus Schritt 1 (ii). Aus Schritt 2 erhalten wir

c—4"</<p2gndu§/<p3andu§c
X X

und wir konnen wie oben schliefen dass [y (¢r, —¢0,)* du < 47" gilt und mit der Cauchy-
Schwarzschen Ungleichung

‘/A(@Rn - @Qn)du' < /A lpR, — Pl dp <27

Fiir alle A € M und n = 1,2, ... haben wir dann also

v(A) :/@Rn du=/(<ﬁm —wgn)dwr/ ©9, du.
A A A

Das erste Integral auf der rechten Seite konvergiert fiir n — oo gegen Null, wihrend das
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10 Der Satz von Radon-Nikodym

zweite Integral nach dem Satz von Lebesgue iiber die dominante Konvergenz gegen [ 4 fdu
konvergiert. Also gilt v(A) = [, fdp wie verlangt. O

Satz 10.10 (Kettenregel fiir Radon-Nikodym-Ableitungen). Seien p und v o-endliche Mafle
auf dem messbaren Raum (X, M) mit v < p und sei f := %. Dann gilt fir g € L(X,v)

und A € M '
/ng=/gfdu-
A A

Beweis. Kann wieder mit Hilfe von Treppenfunktionen und unter Verwendung von Grenz-
wersétzen fiir Integrale gefiihrt werden. O

Beispiel 10.11. In der Stochastik betrachtet man Wahrscheinlichkeitsmafse v der Zufalls-
grofen Z definiert als P(Z € A) = v(A) mit A € L(R), X = R und v(X) = 1, wobei der
Mafraum (X, L(R),rv) die o-Algebra der entsprechenden Lebesgue-messbaren Mengen auf
R als zweite Komponente enthélt. Eine solche Zufallsgrofse bzw. deren Verteilung heifst ab-
solut stetig, wenn v absolut stetig beziiglich des Lebesguemafes p ist, also v < A gilt. Dann
existieren Dichtefunktionen g : R — [0, 00) mit [, g(¢) d¢t = 1 (Radon-Nikodym-Ableitungen
des Wahrscheinlichkeitsmafes beziiglich ).
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