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1 Stochastische Grundlagen

Die notwendigen Grundlagen sind im wesentlichen bekannt, und an dieser Stelle wird in
der Vorlesung nur eine kurze Wiederholung gegeben.

In diesem Skriptum konzentrieren wir uns zunéchst auf stetige Diffusionen.

1.1 Martingale und Stoppzeiten

Wir betrachten einen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P) und definieren darauf einen Sto-
chastischen Prozess als eine Familie von Zufallsvariablen X = {X; : 0 < ¢ < oo},
welche Werte im sogenannten Zustandsraum, einem Mafiraum (Z, Z) annehmen. Typi-
scherweise ist Z = R oder Z = R?. Fiir ein festes w nennen wir die Funktion ¢t — X,(w)
einen Pfad von X. Fiir X verwenden wir auch die Notation (X;);>o.

Mit der Interpretation von t als Zeit gelangt man direkt zu Vergangenheit, Gegenwart
und Zukunft. Das Konzept der Filtration ermdoglicht in diesem Rahmen eine elegante
Formulierung der zur Zeit ¢t vorhandenen Information:

Definition 1.1.1. Eine Filtration {F} ist eine monoton wachsende Folge von Sub-o-
Algebren von A, d.h. fiir alle s < t ist F, C F; C A.

Die o-Algebra F; reprasentiert demnach die Information, die ein Beobachter bis zur Zeit ¢
gesammelt hat. Wird beispielsweise nur der stochastische Prozess X beobachtet, so setzt
man

Fri=0(X,:0<s<)

und erhalt die natiirliche Filtration von X.

X heifit adaptiert (an F), falls X; F;-messbar ist fur alle ¢ > 0. Offensichtlich ist X
adaptiert an seine natiirliche Filtration.

Um technische Probleme mit “unschonen” Filtrationen zu vermeiden, werden wir stets
eine gewisse Regularitit fordern (die “usual conditions”): Die Filtration sei rechtsseitig
stetig, d.h. fiir alle t > 0 ist F; = Fiy := NesoFree und

Fo enthilt alle P — Nullmengen von A.

Die zweite Eigenschaft erlaubt uns, fiir den Fall zweier stochastischer Prozesse X und Y,
die P -f.s. identisch sind, aus X, ist adaptiert (an F) zu folgern, dass Y ebenso adaptiert
(an F) ist.
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Bemerkung 1.1.2. Die obige Definition der natiirlichen Filtration erfiillt diese Bedingung
noch nicht, wir kénnen dies aber mit einer einfachen Modifikation erreichen. Dazu de-
finieren wir mit {F} die o-Algebra, die jeweils durch F; und Nj (die o-Algebra aller
P-Nullmengen) erzeugt wird. {F} erfiillt nun die “usual conditions®. Im folgenden be-
trachten wir stets diese Modifikation.

Beispiel 1.1.3. Betrachten wir in diskreter Zeit die n-te Partialsumme, d.h. firii.d. X;

n
Sp = Z Xi,
i=1
und F, := o(Xq,...,X,), so ist S, ein adaptierter Prozess. In stetiger Zeit héingt man

diesen Prozess an den Zeitpunkten 0, %, ..., 1 auf, und erhilt den Partialsummenprozess

[n1]

S™(t) = Z X;.

i=1
Die natiirliche Filtration erhélt hier jeweils an den Zeitpunkten % einen Informationsschub.

Durch die Frage nach dem ersten Zeitpunkt, an dem ein vorgegebener Prozess einen
gewissen Wert iiberschreitet, gelangt man zu dem Konzept von zufélligen Zeitpunkten,
den sogenannten Stoppzeiten. Ebenso konnte man in obigem Beispiel S™ () nicht an festen
Zeitpunkten, sondern an zufélligen Zeitpunkten aufhéingen, siehe Beispiel 1.1.7.

Definition 1.1.4. Eine Zufallsvariable 7 heifit Stoppzeit (bezgl. der Filtration {F}),
falls 7 € [0, o] und
{r<tjer.

Die o-Algebra der Information vor 7 definieren wir mit

Fri={AeA: An{r <t} € F firallet>0}.

Man kann nun folgendes zeigen:
Satz 1.1.5. o Fine Stoppzeit T ist F,-messbar.

e [ir einen adaptierten Prozess ist X,, definiert auf {7 < oo}, F,-messbar.

o Fiir zwei Stoppzeiten 7,0 mit T < o P—f.s. folgt F, C F,.

o Fiir zwei Stoppzeiten 1,0 sind T Ao, TV o, T + o wieder Stoppzeiten.
Beispiel 1.1.6. 1. Die Konstante Stoppzeit, 7 = const., ist eine Stoppzeit.

2. Fiir einen adaptierten Prozess X ist die Ersteintrittszeit

7, = inf{s > 0: Xy > a}

eine Stoppzeit.

1] steht fiir den GauB-Abschnitt von z, d.h. die gréfite ganze Zahl z, mit 2 < .
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Beispiel 1.1.7. Setze in Beispiel 1.1.3 X; = 1, also nicht zuféllig. Dafiir sind die Sprung-
zeitpunkte zufillig: Fir E; i.i.d, Exponential(\)-verteilt definieren wir durch

N, = Z 1

1ENH{ B+ +E; <t}

= Z Uppoam<y = #li: B+ -+ B <t}
i=1
den Poisson-Prozess.

Aufgabe 1. Zeigen Sie, dass fiir einen Poisson-Prozess (N;):>o folgende Aussage gilt:

()P
P(N, =k)=e M%,

d.h. N, ist Poisson-verteilt zum Parameter At.

A4

In dem obigen Bild ist ein Poissonprozess dargestellt. Die Spriinge finden jeweils zu den
Zeitpunkte F, B4y + Es, E1 + Es + E5 usw. statt.

1.2 Die Brownsche Bewegung

Der Botanist Robert Brown beobachtete 1828 das irregulére Verhalten eines Pollenkorns
auf Wasser. Diese Bewegung wird durch einzelne Wassermolekiile hervorgerufen, die das
Pollenkorn immer wieder in eine andere Richtung stoflen. Einzug in die Finanzmathematik
hielt die Brownsche Bewegung 1900 mit der Doktorarbeit von Louis Bachelier. Ohne
Ubertreibung kann man behaupten, dass die Brownsche Bewegung der wichtigste Prozess
in der Finanzmathematik ist.

Definition 1.2.1. Eine (Standard-) Brownsche Bewegung ist ein stetiger, adaptierter
Prozess (Bi)i>o mit den folgenden Eigenschaften:

1. By = 0 mit Wahrscheinlichkeit 1.

2. (Bt)i>0 besitzt unabhéingige Zuwichse, d.h. fiir 0 < s <t ist B; — By
unabhéngig von Fi.

3. B; — By ist normal verteilt mit Erwartungswert 0 und Varianz t — s.
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Bemerkung 1.2.2. Die Annahme der Normalverteilung im Punkt s ist nicht unbedingt
notig. Mit Hilfe der unabhéngigen Zuwéchse und des zentralen Grenzwertsatzes (ZGWS)
kann man die Normalitét ableiten. Wichtig ist dagegen die Stationaritéit, d.h. X, — X
hat die gleiche Verteilung mit X, ; — Xy = X;_,.

Bemerkung 1.2.3. Es gibt verschiedene Moglichkeiten, die Existenz der Brownsche Bewe-
gung zu zeigen. Eine davon ist die Approximation mit Hilfe des (nun standardisierten)

Partialsummenprozesses
[nt]

Sn(t) == % >

fir X; i.i.d. mit £(X;) = 0 und Var(X;) = 1. Mit der Hilfe des Satzes von Donsker erhilt

man S 5 B. Eine weitere davon ist die Konstruktion durch Hilbert-Raum Methoden, s.
Karatzas and Shreve (1988, Kapitel 2.3) oder Steele (2001, Kapitel 3.3).

Wir mochten nun einige Eigenschaften der Brownsche Bewegung ableiten.

Satz 1.2.4. Die Brownsche Bewegung ist ein Martingal, und ebenso (B —t)i>o.

Beweis. Da die Brownsche Bewegung unabhéngige Zuwéchse hat, ist fir 0 < s <t

E(B; | Fs) =E(B, — B, | ;) + B,
~E(B, — B,) + B,
—B,.

Fiir die zweite Aussage nutzen wir wieder die unabhéngigen Zuwéchse

E(B} —t|F) =E((B,— Bs+ By)” | F,) — t
:E[(Bt_Bs)]+2E[(Bt_BS)|‘FS]+B§_t
=t—s+B—t=B—s. u

Aufgabe 2. Zeigen Sie, dass B Gauflsche fidi’s(= finite dimensional distributions) hat,
d.h. fir alle 0 < t; < --- < t, ist der Vektor (By,, ..., B;,) normalverteilt.

Aus der Standard-Brownschen Bewegung erhélt man eine allgemeine Brownsche Bewe-
gung durch )
Bt = ,U/t + O'Bt.

Hierbei sind p, 0 € R. Typischerweise bezeichnet man p als Drift.

Beispiel 1.2.5. Ein weiteres Martingal, ein sogenanntes exponentielles Martingal, erhélt
man durch

E(B) :=exp (étz —(p+ %aﬂt).

Beweis. Zunéchst ist die Laplace-Transformierte einer N'(0, 1) verteilten ZV &
1 22

e zdx
2T
%2 / 1 7(90—2/\)2d
e e T
V2T

A2
2

pe(A) = E(exp(A)) = [

(&
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Fiir die Laplace-Transformierte einer A (u, 0%)—ZV £ folgt direkt

pe(N) = M (1.1)
Nun ist fiir 0 < s <t
- 2 - 5 B 2
E(exp (B = (n+50) }fs) = E(exp(Bi—B) | F)exp (B — (n+5)t)

2 exp ((u - %2)@ —8)+ B, — (u+ %2)t>

= exp (BS — (,LL—I— %2)3>.

Bemerkung 1.2.6. Diesen Prozess werden wir spater noch genauer kennenlernen. Es han-
delt sich um die geometrische Brownsche Bewegung, die auch die Grundlage des
Black-Scholes-Modells bildet.

Bemerkung 1.2.7. Die Laplace-Transformierte bestimmt wie die Fouriertransformierte
die Verteilung einer ZV eindeutig. Besonders im Zusammenhang mit der geometrischen
Brownschen Bewegung erweist sie sich (natiirlich!) als ein niitzliches Hilfsmittel.

Aufgabe 3. Bestimmen Sie die Laplace-Transformierte einer y2-Verteilung.

Aufgabe 4. Fiir eine Folge von i.i.d. ZV X, mit existierender Laplace-Transformierte ist

_ exp(AD i, Xi)
px(A)"
wieder ein Martingal. Besonders interessant ist beispielsweise der Fall mit \g so, dass

©z(Ao) = 1. Nehmen Sie dafiir an, die X; seien so verteilt, dass P(X; = 1) = p und
P(X; = —1) = 1 — p und bestimmen Sie M,,.

M,

Die Forderung E(M; | Fs) = M, ist in einem spieltheoretischen Kontext gleichbedeutend
mit einem “fairen Spiel”. In Anlehnung an das Konzept der Stoppzeiten kénnte man nun
nach der giinstigsten Strategie suchen, sozusagen im richtigen Augenblick zu stoppen. Das
das nicht moglich ist, ist Aussage des folgenden Optional Sampling Theorem (OST).

Theorem 1.2.8. Ist (X;);>o ein rechtsseitig stetiges Martingal, und sind 7,0 zwei Stopp-
zeiten, fir die o <71 < K < 0o gilt, so ist

E(M, | F,) =M,  fs.

Fiir ein Submartingal gilt in der obigen Gleichung "< .

Beweis. Wir behandeln nur den zeitlich diskreten Fall.
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Es reicht zu zeigen, dass auf {r > n,0 = n} gerade E(M, | F,) = M, gilt. Dazu sei
A € F,,. Dann ist

N
E(M, | F,)dP = /MTd]P’: / > 1oy My, dP

An{r>n,0=n} An{r>n,o=n} An{o=n} ke=n

:i / My, dP

k:nAﬂ{T:k,J:n}

N
= / E(MN‘.Fk) dIP
k_nAﬂ{T: k,o=n}
€7k
N
=> / My dP
k:nAﬂ{T:k,J:n}
= / E(My | Fp)dP = / M,, dP. [ ]
AN {7‘ > n,o = n} An{r>n,o0=n}
€Fn

Aufgabe 5. Einen anderen Beweis des OST erhélt man folgendermafien. Nutzen Sie fiir
die Zerlegung nach {r = k}, dass {7 = k} = {r > k} — {r > k + 1}. Nach Teleskopie-
ren erhalten Sie einen Ausdruck der Form ) ay (M) — M) (Bem: Vergleichen Sie mit
dem stochastischen Integral im nichsten Kapitel!). Mit dem kleinen Trick, dass {7 > k}
Fi_1-messbar ist (Beweis!), zeigt man, dass die Summe ein Martingal, eine sogenannte
Martingaldifferenzfolge, ist.

Eine erste Anwendung lernen wir bei Berechnungen zu den Ersteintrittszeiten
7, = inf{t > 0: B; = a}
kennen, wobei wir inf () := oo setzen.

Satz 1.2.9. Die FErsteintrittszeit 1, ist eine f.s. endliche Stoppzeit mit Laplace-Transf.

Pr(—A) =E(e ) = e VP A >0,

Beweis. Nehmen wir an, dass a > 0, den anderen Fall erhédlt man durch Betrachtung von

-B;. Dann ist
{.<ty= () U {B.>a—¢}

e>0,6€Q s€(0,t|NQ
und da {Bs; > a — €} € Fy, ist 7, eine Stoppzeit.
Wir mochten das OST auf 7, anwenden, aber 7, ist nicht notwendigerweise beschréankt.

Deswegen betrachten wir 7, A n und lassen n gegen unendlich laufen. Natiirlich fehlt uns
noch das passende Martingal. Man beachte, dass wir einen Konvergenzsatz anwenden
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miissen, etwa den Satz von Lebesgue. Hierzu bietet sich besonders das Martingal aus

Beispiel 1.2.5 an,
o2
Mt = exXp (O'Bt - ?t)

da es ja bereits nach unten beschriankt ist!
Das OST liefert direkt

E(M, nn) = E(My) = 1.
Die obere Schranke erhalten wir leicht durch

0'2Ta

exp (aBTaAn - ) < exp(oa.)

Auf {1, < oo} konvergiert M, », gegen M, und deswegen

E(]-{Ta<oo}MTa) = TLILIEOE(l{T<OO}MTa/\n)
=1

)

woraus sofort

0'27'

E (1{ra<oo} exp(—— “)) = exp(—oa) (1.2)

folgt (da ja auf {7, < co} B,, = a gilt). Lassen wir o gegen 0 gehen (monotone Konver-
genz) so fallen die e-Terme in (1.2) weg. Also gilt

P(r, < o0) =1,

die Aussage des Satzes folgt aus (1.2) durch die Wahl von o = v/2\. |

Wie wir gesehen haben, sind Schranken von Martingalen sehr niitzlich. Betrachten wir
B? —t, so werden sich die folgenden Ungleichung als sehr niitzlich erweisen (und nicht
nur dort!).

1.3 Einfiihrung in die Stochastische Integration

In einem Finanzmarkt wird ein Investor versuchen, seine Handelsstrategie zu optimieren.
Wie sieht so eine Strategie aus? Zu einem Zeitpunkt ¢, kann der Investor entscheiden,
wie viel Geld er beispielsweise in eine Aktie S investieren will. Sagen wir, er kaufe ay
Aktien. Zum Zeitpunkt 5, sind diese? aySiy; wert. Er hat einen Gewinn/Verlust von
ar(Skr1 — Sk) gemacht. Natiirlich kann er auch an t;,; investieren, sagen wir in ajyq
Aktien, was ihm einen Betrag api1(Ski2 — Ski1) bescheren wird. Summieren wir seine
Gewinne bzw. Verluste, so erhalten wir

N N

ak(SkH - Sk) = Z akASkH. (13)

k=0 k=0

Natiirlich muss ay zum Zeitpunkt ¢, bekannt sein, also ay Fi-messbar.

2Wir schreiben kurz Sy, fiir S, .
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Beispiel 1.3.1. Die klassische buy-and-hold Strategie wird dargestellt durch ay = --- =
ay = 1, und der Investor hétte demzufolge an ¢y einen Betrag von Sy — .Sy zur Verfiigung
(das kann natiirlich negativ sein).

Will man nun einen kontinuierlichen Handelsprozess zulassen, so ist man natiirlicherweise
an einem Grenzwert von (1.3) fiir eine immer feiner werdende Partition interessiert. Dies
wird das stochastische Integral sein.

1.3.1 Die Definition des It6-Integrals

Bei unserer Suche nach einer prézisen Definition des stochastischen Integrals werden
wir uns stets auf ein endliches Zeitintervall [0, 7] beschrinken. Fiir einen Integranden
(f(w,s))sejo,r bezeichnen wir das Integral zunéchst mit [;(f)(w) und denken dabei ins-
geheim an

/tf(w, s)dBs(w).

In diesem Abschnitt werden wir uns auf Integranden aus H? = H?[0, T konzentrieren,
d.h. messbare, adaptierte Prozesse f, fiir die

T
E fAw,s)ds| < oo
/

gilt.

Bei genauerem Hinsehen entpuppt sich dieses Integral als Doppelintegral und so ist H?
ein abgeschlossener, linearer Unterraum von L?(dP x dt).

Zunéchst eine Warnung: Eine Definition im Sinne des Riemann-Integrals ist nicht moglich,
da die Pfade der Brownschen Bewegung von unbeschrénkter Variation sind.

Der Prozess in (1.3) soll natiirlicherweise durch den Integranden

N
f(wv S) = Zak(w)l(tkikﬂ] ©s (1'4)
k=0
beschrieben werden. Falls neben t, < ¢; < --- < tyy; und a, € F;, auch E(ai) <

00, nennen wir solche Integranden einfache Prozesse und bezeichnen sie mit HZ. Das
Integral beziiglich der Brownschen Bewegung (B;);>¢ definieren wir fiir ein solches f mit
der Darstellung (1.4) also durch

N

Lﬁ(f) = Z ak‘<Bt/\tk+1 - Bt/\tk)

k=0

wobei in letzter Gleichung p so gewédhlt ist, dass t, < t < ¢,;1. Offensichtlich handelt es
sich nicht um “das” Integral von f, sondern um einen ganzen Prozess (I¢(f))tcjo,r-
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Natiirlich werden wir uns nicht mit einfachen Integranden zufrieden geben. Nehmen wir
einmal an, man konnte eine kompliziertere Funktion f durch eine Folge von einfachen
Integranden (f,),>1 approximieren. Das Integral von f sollte dann der Limes der I,(f,)
sein.

Fiir die Erweiterung von [; : H2 — L?(dP) auf H? bendtigen wir die Stetigkeit von I,
welche durch folgendes Lemma gegeben wird

Lemma 1.3.2. (It6 Isometrie auf H}) Fiir f € H3 und t € [0,T] gilt

BIL(/P) = B[ [ Fw.s)ds] (1.5)

Bemerkung 1.3.3. Obige Gleichung kann man auch schreiben als (hier fir ¢t = T')
W L7 (f)|l 2@y = || fll L2(apat)»

wobei dt hier das Lebesgue-MaB auf [0, 7' bezeichnet. Deswegen der Name Isometrie.

Beweis. Wir berechnen einfach die beiden Normen. Der Einfachheit halber nehmen wir
an, dass ¢ auf einem Gitterpunkt, sagen wir ¢,, liegt. Der andere Fall hat nur eine kom-
pliziertere Notation. Zunéchst ist

p
Z akal<Bti+1 - Btz) : (Btk+1 - Btk>

i,k=0

E[L(f)*] =E

=D E(a)(tr — t).

Die zweite Norm ergibt

t N ) P tht1 P
El/ (Zakl(tk7tk+1] o s) ds] = ZE(ai) / lds = ZE(@%)(tkH — tg). [
0 k=0 k=0 i k=0

Da [ also eine Abbildung ist, die die Abstéinde in HZ und L?(dP) erhilt, bildet I Cauchy-
folgen in H3 auf Cauchyfolgen in L?(dP) ab.

Zunéchst weisen wir noch einige Eigenschaften des stochastischen Integrals nach.

Lemma 1.3.4. Fiir f € H ist (I;(f))iecpo,r) ein stetiges Martingal und es gilt

E[ sup (It(f)>2} §4E[/f2(s) ds].

t€[0,T]

Beweis. Die Stetigkeit folgt direkt aus der Stetigkeit der Brownschen Bewegung und der
Definition von I. Zum Nachweis der Martingaleigenschaft betrachten wir 0 < s <t < T
und bezeichnen mit ¢, den gréfiten Index in der Darstellung (1.4), der gerade noch kleiner
als s ist. Dann gilt

p—1 N

E(It( f)]]—“s) = " ak(Biys — By) + E(By,,, — By | F.) + IE< 3" ap(Bysr - Bk)]J-;)
k=0 k=p+1
p—1

ar(Bri = Br) + ap(Bs — By,) = 1( /).
=0

ol

Die Ungleichung folgt nun direkt aus der Doobschen Ungleichung mit p = 2. |
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Das folgende Lemma sagt nun aus, dass HZ dicht in H? ist. Damit wird es ein Leichtes
sein, das [to-Integral auf H? zu erweitern.

Lemma 1.3.5. Fir alle f € H? existiert eine Folge (f,)n>1 mit f,, € HE, s.d.

If - fn||L2(d]det) — 0  firn — oo.

Fiir einen Beweis sei auf Steele (2001, Kap. 6.6) verwiesen. Dennoch geben wir an dieser
Stelle die benutzte Approximation,

2"—1

AN, 1) =3

i=1

t

li —ti1
t

t;
/ f(wv 3) ds 1(ti7ti+1}<3)7

i

an. Hierbei ist t; = 12—7,: Bemerkenswert ist die Tatsache, dass f iiber einen anderen Bereich
integriert wird als (¢;,¢;11]. Dadurch wird jedoch die Adaptiertheit sichergestellt.

Man konnte nun meinen, fiir f wihle man eine approximierende Folge f,, und definier-
te I(f) = lim, o L;(f,) fiir jedes t. Als Element in L?*(dP) sind diese aber jeweils
nur bis auf eine Nullmenge Z;,¢t € [0,7] definiert. Das Problem entsteht nun, dass ei-
ne iiberabzidhlbare Vereinigung von Nullmengen keine Nullmenge mehr sein muss. Man
muss also etwas mehr Vorsicht walten lassen, und aus den I; den richtigen Kandidaten
auswéhlen. Das wird in folgendem Satz geschehen.

Satz 1.3.6. Sei (By)i>o eine Brownsche Bewegung beziglich der Filtration {F}. Dann
existiert eine eindeutige lineare Abbildung J, die f € H auf einen stochastischen Prozess
abbildet, so dass

1. (J(f)e)iepo.y ist ein stetiges Martingal beziiglich {F},

2. fir f € H3 gilt P(J(f)e = L(f)) =1, fiir alle t € [0, T,

3. firte[0,T] istE(J(f)?) = E (fg F(w,s) ds).

Hierbei ist J eindeutig in dem Sinne, dass, falls J' ebenfalls diese Bedingungen erfiillt,
gilt
IP’(J(f)t — J’(f)t> —1,  firallete[0,7) und f € H>.

Damit definieren wir das Ito-Integral fiir f € H? und t € [0, 7] als

/ f(s)dBy == J(f)e.

Beweis. Nach Lemma 1.3.5 existiert eine Folge (f,,)n>1 von einfachen Prozessen, so dass

E(/(f(s) —fn(s))2d3> !

0
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Der Grenzprozess soll wieder stetig sein, wir benotigen also gleichméflige Konvergenz. Das
ist iibrigens fiir alle stetigen quadratintegrierbaren Martingale der Fall, siehe Karatzas and
Shreve (1988, Satz 1.5.23). Wir nutzen die Maximal-Ungleichung und erhalten, dass

B[ sup (L(f) ~ L(f)) 2 <] <

t€[0,7]

E[(1r(f) ~ (i) | (1.6

T

= éE(/(fn(s) — fm(s)>2ds>.

0
Man kann demnach eine geeignete Teilfoge {n;} auswihlen, so dass fiir alle £ > 1
1 1
]P)[ sup ([t<fnk+1) - Lf(f“k)) > ?] < Q_k‘

t€[0,T]

Mit Hilfe des Borel-Cantelli Lemmas schlieft man nun, dass fiir k£ grof3 genug

1
sup | [t(fnk+1> - Lf(f“k) ‘S 2_k
t€[0,T]

auf einer Menge mit Wahrscheinlichkeit 1. Damit folgt nun, dass {1;(f,,) }xen eine Cauchy-
folge bildet und da es sich um eine gleichméflige Konvergenz handelt, ist der Grenzwert
eine stetige Funktion, die wir gerade mit ¢t — J(f); bezeichnen.

Wenden wir wie zur Gleichung (1.6) die Doobsche Ungleichung an, so erhalten wir

E < o (1iFnis) - ft<fn>)2) < 4E< / [Foo(8) = Fals)]? ds). (L.7)

telo, T
0

Lassen wir p entlang der {n;} gegen unendlich gehen, so erhalten wir

E <t§§%(J<f>t - ft<fn>)2> < 4E( IGO0 ds), (18)

0
d.h. der Grenzwert (J(f)t),e(.r) héingt nicht von der ausgewéhlten Teilfolge ab.

Nun zur Martingaleigenschaft. Zunéchst ist jedes (I;(f,,)) ein Martingal nach Lemma 1.3.5
und quadratintegrierbar. Dann konvergieren auch die Erwartungswerte, siehe Bauer (1990,
Satz 15.1), und so ist fir 0 < s <t

E(J(1|F) =B (Jim L(f)|F) = lim E(L(f)|F) = lim L(f,) = J(F)s.

Ebenso erhalten wir

E(J(7)) = Jim B(1(£,)?) = E( [ re ds>

0
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und, aus Gleichung (1.8),

E(tes[lépT]J ) <4E(/f )

Fiir die Eindeutigkeit betrachten wir eine Abbildung J’, die Bedingungen 1. bis 3. erfiillt.
Dann erhalten wir aus Gleichung (1.8)

T

E (é}é% (10~ J’(fn>t)2> < 4E< (6= 55)) ds>.

0

Da die rechte Seite gegen Null konvergiert, folgt die entsprechende Eindeutigkeit. ]

1.3.2 Die Erweiterung des Ité-Integrals auf 7

Unsere bisherige Definition des Ito-Integrals basiert wesentlich auf der Annahme, dass
f e H? dh. E( fo (s)%ds) < oo. Leider ist dies schon fiir einfache Funktionale der
Brownschen Bewegung nicht mehr erfiillt, z. B. fiir f(s) = exp(B2). Es ist also niitzlich,
die Integrabilitdtsbedingung merklich abzuschwéchen, was wir mit Hilfe einer Lokalisie-
rung tun werden. Der Preis dafiir wird sein, dass das [to-Integral nur noch ein“lokales”
Martingal ist.

Zunéchst betrachten wir das Ito-Integral bis zu einer Stoppzeit.

Satz 1.3.7. Fiir ein (f(s))sepo,r] € H?* und eine Stoppzeit T mit P(1 <T) =1 ist
T T
/f(s) dBs = /1{5,9}]‘(3) dBs P-f.s.
0 0

Beweis. Auch hier wird sich wieder eine Approximation durch einen geeigneten “einfachen
Prozess” als hilfreich erweisen. Zunéchst betrachten wir nur Stoppzeiten der Form

n
Tn = E tilAZ'u
i=1

wobei 0 < t; < --- < t, = T gelte und die A; jeweils Elemente von F;, und paarweise
disjunkt seien. Auflerdem sei P(UA;) = 1. Fiir eine solche Stoppzeit gilt

T

/1{3<Tn}f ZIA /1{S§ti}f(s) IB

0

:ilAl/fsst
i=1 0

_ /f(s) dB,. (1.9)
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Nun kann man 7 durch solche einfachen Stoppzeiten approximieren, indem man

2n
kE+1)T
Tnizzi( +1) 1

= 2 e

setzt. Die 7, bilden eine monoton fallende Folge, die mit Wahrscheinlichkeit 1 gegen 7
konvergiert.

Wir lassen nun in (1.9) auf beiden Selten n gegen unendlich gehen. Fiir dir rechte Seite
nutzen wir, dass die Abbildung ¢t — fo s) d By stetig ist, und so

/ f(s)dBs — / f(s)dB, P-fs.
0 0

Fiir die linke Seite gilt, dass

T T T
< Yssny F(8)dBs = [ 1gs<ry f(s) dB ) < Lircs<ry f(5) )
/ / /

was gegen Null konvergiert (mit Hilfe des Satzes von Lebesque).

E

Wir erhalten also L?—Konvergenz, woraus folgt, dass eine Teilfolge P-f.s. konvergiert. W

Unser Ziel ist es, die Integranden auf eine moglichst grofie Klasse auszuweiten. Es wird
sich zeigen, dass wir mit3

T
H, = {(f(s))st[o,ﬂ adaptiert und /f )2ds < oo P-fs. }
0

fiir alle Anwendungen ausreichend geriistet sind. Das Konzept der Lokalisierung zeigt sich
erstmals in folgender Definition

Definition 1.3.8. Eine monoton wachsende Folge von Stoppzeiten (7,),>1 heifit lokali-
sierende Folge von f, falls

fn(w, f}) = f(wat)l{tgm(w)} € ,HQ, Vn >1

und

P(U{Tn:T}) =

n>1
Dieses Konzept wird die Briicke zwischen H7  und H schlagen.

Satz 1.3.9. Fiir jedes f € H}  ist die Folge (T,)n>1 gegeben durch

oc

= inf{t c0,7]: jf2(s)ds > n} (1.10)

wobei wir inf () := T setzen, eine lokalisierende Folge.

3In der Literatur wird dieser Raum auch oft als Lloc bezeichnet.
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Beweis. Durch die Definition von 7, ist (f,) € H? AuBerdem ist

U{m=1}= {/TfQ(s)ds < oo}

n>1
und da f € H?_ hat die rechte Seite die Wahrscheinlichkeit 1. [ |

2

i, werden wir folgendermafien vorgehen:

Fiir die Erweiterung des Integrals auf H

Zunichst wihlen wir zu einem f € M7 eine lokalisierende Folge von Stoppzeiten und
erhalten die entsprechenden f,. Das Ito-Integral definieren wir als Limes der Integrale
von f,. Genauer gesagt, werden wir wieder zeigen, dass ein eindeutiger, stetiger Prozess
(J(f)e)teo,m existiert, so dass

t

P(J(f)t = lim [ f.(s) dBS> =1 fiirallet € [0,7].

n—00
0

Satz 1.3.10. Sei (B:)i>o eine Brownsche Bewegung. Dann exisitiert eine eindeutige li-
neare Abbildung J von Hi . in den (Vektor-)Raum der stetigen Prozesse auf [0,T], so
dass

1. Fiir f € H2 gilt P (J(f)t = [T f(s) dBS) =1 fir alle t € [0,T],
. . . 2 . . T 2 . .
2. fiir eine Folge (fn)n>1 von Prozessen in Hj,,, fir die [ fn(s)*ds in Wahrschein-
lichkeit gegen O konvergiert, gilt

sup [J(f)] — 0.

t€[0,T]

Mit Hilfe des obigen Satzes kénnen wir nun fiir jedes f € H}  das Ito-Integral definieren,
und zwar durch

/ f(s)dBy == J(f)e.

Bemerkung 1.3.11. Man beachte, dass nun das stochastische Integral kein Martingal mehr
sein muss. Aber dazu spater mehr.
Beweis. Wir definieren J und zeigen dann die Eindeutigkeit.

Fiir f € H? definieren wir natiirlich J(f) durch das bereits bekannte Ito-Integral, so dass
1. per Definition gilt.

Fiir f € H},, dass wie in Satz 1.3.9 lokalisiert wird, gilt auf A, = {fOT f2(s)ds < n},

dass f, = fni1. Da die Vereinigung dieser Mengen die Wahrscheinlichkeit 1 hat, definieren
wir, auf A, \ 4,1,

J(f) ::/fn(s)st. (1.11)



1.8 FEinfihrung in die Stochastische Integration 17

Damit ist J P-f.s. definiert. Da die einzelnen Integrale stetig sind, ist auch J P-f.s. stetig.
Fiir die Linearitit betrachtet man zwei Prozesse f, g aus H}  mit lokalisierenden Folgen
(Tn)n>1 bzw. (Vy)n>1 und a,b € R. Dann ist (7, A 1,),>1 eine lokalisierende Folge von
af + bg und die Linearitdt von J folgt aus (1.11), eben der Definition.

Nun zeigen wir Eigenschaft 2. Zunéchst gilt

T T
]P’( sup [J(f)¢ 25) S]P’(/fz(s)dsz l) —HP’< sup [J(f)¢| ZE,/fQ(s)ds< l)
te[0,7] J n te[0,T] J n

Schauen wir uns den zweiten Summanden genauer an. Wir mochten gerne die Maximal-

. T . s .
Ungleichung anwenden. Auf { [ f*(s) ds < %} ist natiirlich f = f- ]_{fOT 2(s) ds< 1} Damit
erhélt man

T T
2 1 4 2
P(tsg%lcf(f)t\ 28) <P<O/f (s)ds 2 — | + SE 0 P L ooy ascty B

T
4
0

Konvergiert nun (f,,)n>1 stochastisch gegen 0, so folgt also sup,c(o 1y [J(f)¢ 0.

Eigenschaft 2. sichert nun die Wohldefiniertheit unserer Definition. In der Tat, fiir eine
zweite Lokalisierung von f, sagen wir durch (7,)n>1, ist J(fn): = J(fn): auf {t < 7, AT}
Dariiberhinaus gilt auf dieser Menge auch J(f); = J(fn): = J(fn). Da die Menge

Uimnz =T} =J{mn =Tund 7, =T}

n>1 n>1
die Wahrscheinlichkeit 1 hat, folgt die Wohldefiniertheit.

Fiir die Eindeutigkeit nehmen wir an, es existierte eine zweite solche Abbildung, J.
Zunichst sei bemerkt, dass fir f € H; . mit Lokalisierung (f,,) gerade fOT( [ — fn)*ds
in Wahrscheinlichkeit gegen 0 konvergiert. Die Eindeutigkeit des Ito-Integrals auf H? und
Eigenschaft 1. liefert

Jt(f) - Jt(f) = (Jt(f) - Jt(fn)) - (jt<f> - jt(fn))7

mit Wahrscheinlichkeit 1 fiir jedes ¢ € [0, 7. Mit Eigenschaft 2. folgt, dass sup |J(f)—J(f)]
in Wahrscheinlichkeit gegen 0 konvergiert, also die geforderte Eindeutigkeit. [ ]

1.3.3 Lokale Martingale

Das Ito-Integral fiir Integranden aus H?_ wird im Allgemeinen kein Martingal, sondern

nur ein lokales Martingal sein. Wie bisher, sei {F} die im Hintergrund stets prasente
Filtration.
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Definition 1.3.12. Ein adaptierter Prozess (M;);>o heifit lokales Martingal, falls es
eine wachsende Folge von Stoppzeiten (7;,),>1 mit der Eigenschaft 7,, — oo P-f.s. und die

n Prozesse
M™ = My, — My,  te€0,00)

sind Martingale fiir jedes n € N.

Ebenso gibt es natiirlich lokale Sub/Supermartingale usw. Unser priméres Interesse an
lokalen Martingalen ist begriindet in der folgenden Aussage.

Satz 1.3.13. Fliir jedes f € Hz . ist das Ito-Integral ein lokales Martingal.

Beweis. Zu dem stochastischen Prozess

definieren wir die lokalisierende Folge wie in (1.10). Dann ist nach Definition (X, ) ein
Martingal und somit X ein lokales Martingal. |

Natiirlich fragt man sich an dieser Stelle, wann ein lokales Martingal auch ein “echtes”
Martingal ist. Dazu der folgende Satz

Satz 1.3.14. Ein nichtnegatives lokales Martingal (Xy)icpo,r) mit E(|Xo|) < oo ist ein
Supermartingal. Falls auflerdem

E(Xr) = E(X,) (1.12)

qilt, ist es ein Martingal.

Beweis. Wir werden Fatou’s Lemma anwenden. Sei dazu (7,),>; die lokalisierende Folge,
dann gilt
E(Xiar, [ Fs) = Xoar, firalle 0 <s<T.

Mit dem Lemma von Fatou folgt direkt, dass
E(X;|Fs) < X, fir alle 0 < s <T, (1.13)

also die Supermartingal-Eigenschaft. Bilden wir den Erwartungswert der letzten Glei-
chung, so folgt
E(Xo) > E(X,) = E(X,) > E(Xy),

und unter E(X,) = E(Xr) muss gerade Gleichheit in allen Fillen gelten. Daraus folgt
auch die Gleichheit fiir die bedingten Erwartungen in (1.13). Denn, wére im gegenteiligen
Fall X; > E(X;|Fs) auf einer Menge mit positiver Wahrscheinlichkeit, so wire auch
E(X,) > E(Xo). O

Das letzte Argument gilt natiirlich fiir alle Submartingale, die (1.12) erfiillten. Diese Be-
dingung ist ein essentielles Hilfsmittel, um von lokalen auf “echte” Martingale zu schlieflen.
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1.3.4 Die I1t6-Formel

In diesem Abschnitt lernen wir nun das wesentliche Hilfsmittel der stochastischen Integra-
tion kennen, die It6-Formel. Diese Formel bildet die Erweiterung des Fundamentalsatzes
der Differential- und Integralrechnung auf stochastische Integral. In der einfachsten Form
lautet die Ito-formel:

Theorem 1.3.15. Sei (By)icjo,r) eine Brownsche Bewegung. Dann gilt fiir eine Abbildung
f:R— R mit stetiger zweiter Ableitung und t € [0,T]

[(B) =10+ [ F@yas+3 [ 1B ds (1.14)

Besonders interessant ist der zweite Ausdruck, der bei der klassischen Differential- und
Integralrechnung nicht auftaucht. Bemerkenswert ist auflerdem, dass gerade diese Darstel-
lung eine Zerlegung von f(B;) in zwei vollkommen unterschiedliche Teile mit sich bringt.
Wiéhrend das dB-Integral Erwartungswert 0 hat, kann man den zweiten Teil sozusagen
als Drift interpretieren. Es ist also eine Zerlegung in Fehler und Drift.

Wir werden noch allgemeinere Versionen der Ito-Formel kennenlernen. Die unterschied-
lichen Beweise verfahren im wesentlichen analog zum Beweis dieser einfachen Version.
Zentrales Hilfsmittel wird die Taylor-Formel sein. Aber - die Terme zweiter Ordnung
werden einen wesentlichen Beitrag leisten (eben den “Drift”).

Beweis. Der Beweis wird in vier Schritten erfolgen.

(Schritt 1: Lokalisierung) Wie nicht anders zu erwarten, miissen wir bei geringen Voraus-
setzungen an f eine gewisse Vorsicht walten lassen. Dazu definieren wir fiir £ > 1

T, := inf{t € [0,T] : |B;| > k},

und inf () := T. Die 7; bilden eine monoton wachsende Folge, die f.s. gegen oo strebt.
Zeigen wir die Aussage, (1.14), fiir (Bias, ), so erhalten wir aus der Stetigkeit von B
und f die Behauptung fiir & — oo. Damit kénnen wir also annehmen, dass f und seine
Ableitungen beschrénkt durch eine Konstante K sind.

(Schritt 2: Taylor und der erste Term) Wir betrachten eine Zerlegung von [0, ¢], definiert
durch t; = it/n, 0 < i < n. Durch Teleskopieren erhalten wir

n

F(B) = f(0)=> " (f(By) — f(Bi_)).

i=1
Wie bereits erwiahnt, werden wir die Taylor-Formel bis zur zweiten Ordnung anwenden:

n

f(Bt) - f(O) = Z [f/(Bti—l)(Bti - Bti—l) + %f”(Bti—l)(Bti - Bti—1)2

+ %(f”(&) = f"(Bi_) (Bl — Bi)'|

= Cn+Dn+Ena
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wobei &; zwischen By, und By, | liegt. Nehmen wir uns zunéchst C,, vor. C,, ist ein sto-
chastisches Integral bezgl. des einfachen Integranden

fTL(S) = Z fl<Bti—1>1(ti—l7ti]<8)'

Dabei ist natiirlich f, € HZ, da f’ nach Schritt 1 als beschrinkt angenommen werden
kann. Weiterhin gilt mit majorisierter Konvergenz

t

E([ i) —f<Bs>>st}2> =E< iz —f<Bs>}2ds> —

0
also C,, — [ f(Bs)dBs in L*.

(Schritt 3: der quadratische Term) Wir wissen bereits, dass der Erwartungswert von (B, —
By, ,)* gerade t; — t;_; ist. Wenn wir also D,, zentrieren, erhalten wir

Dn = %Z f'(Bi) [(Bti =By )’ — (- tiﬂ)} + % Z f'(Byi_,) (ti — tic1).

Die zweite Summe konvergiert als normales Riemann-Integral fiir alle w gegen fg f"(Bs) ds.
Schreiben wir fiir die erste Summe D, so gilt wegen der Unabhéingigkeit der Summanden

20 < 11 0 ( (8 - B - - )]

L e t? 2t
=l ||wn(3¥_2¥+ﬁ
t2
= oI
dh. D, — 0in L2

(Schritt 4: der Restterm) Da die zweite Ableitung von f stetig ist, kénnen wir den
Restterm schreiben als

|En| S Zh(Bti—17Bti) (Bti - Bti—l)27

i=1

wobei h stetig und beschrénkt ist (s. Schritt 1), mit h(z,2) = 0. Ganz analog zu Schritt
3 erhalten wir damit

t

SN W(Bi,.By) (B~ B..,)’ 5 /h(Bs, B,)ds = 0.

i=1 0

Zusammenfassend haben wir bisher stets die L?-Konvergenz gezeigt. Damit konvergiert
eine Teilfolge fast sicher, fiir jedes ¢ € [0,7]. Nun wihlen wir eine abzihlbare, dichte
Teilmenge 7 C [0,7], auf der demnach mit Wahrscheinlichkeit 1 die Gleichung (1.14)
gilt. Da beide Seiten stetig sind, erhalten wir Gleichheit auf ganz [0, 7. [ |



1.8 FEinfihrung in die Stochastische Integration 21

Mit der Ito-Formel zur Hand sind wir bereits in der Lage, eine grofle Zahl von Beispielen
durchzurechnen, die uns bereits ein gutes Gefiihl fiir die Anwendungen der stochastischen
Integration vermitteln werden.

Aufgabe 6. Zeigen Sie, dass
t

1 1
/Bs dB, = ~B? — —t.
2 2
0
Wie wir bereits wissen, ist die rechte Seite ein Martingal. Zeigen Sie mit Satz 1.3.6, dass
auch die linke Seite ein Martingal ist.

Aufgabe 7. Bestimmen Sie m(t) := E(exp(AB;)) mit Hilfe der It6-Formel. Bestimmen Sie
dazu die Darstellung als stochastisches Integral von Z; = exp(AB;). Sie erhalten fiir m(t)
eine Integralgleichung,

m(t) =1+ %)\Q/m(s) ds.

Leitet man nach ¢ ab, so erhdlt man eine einfache (nicht-stochastische) Differentialglei-
chung.

Mit obiger Aufgabe gelangt man zu einem interessanten Ergebnis

Satz 1.3.16. Fir eine deterministische, auf [0,T] integrierbare Funktion f(t) ist der
Prozess (Xi)icjo,1), definiert durch

X, = O/ /(s) dB,

ein Gaufischer Prozess mit Erwartungswert 0 und Varianz fot f(s)?ds.

Fiir den Beweis betrachtet man die Laplace-Transformierte von X und geht vor wie in
obiger Aufgabe.

Aufgabe 8. Berechnen Sie E(B}).

1.3.5 Weitere It6-Formeln

In der Finanzmathematik wird die Funktion f der Preis eines Derivats sein. Da der Preis
des Derivats vom underlying abhéngt, bietet sich eine Darstellung der Form f(¢, X;) an.
Dazu benétigen wir also eine Ito-Formel fiir Funktionen mehrerer Verédnderlicher. Au-
Berdem miissen wir bezglich komplizierterer Prozesse als nur der Brownschen Bewegung
differenzieren konnen. Dies ist das Ziel dieses Abschnitts. Zunéchst betrachten wir kom-
pliziertere Prozesse, die aus stochastischen Integralen gewonnen werden.

Definition 1.3.17. Der Prozess (X¢);cjo,r) heifit It6-Prozess, falls X, Fo-meBibar und

t t

X, :X0+/u(s) ds+/a(s)st, t €0,7). (1.15)
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Hierbei sind (44(s))sejo,r1 und (o(s))sejo,r) adaptierte, stochastische Prozesse mit

IP’(/T,u(s)ds<oo> ~1 und P(/Ta(s)2d5<oo> ~ 1.

0

Falls ;1 = 0, ist dieser Prozess ein alter Bekannter, eben gerade das stochastische Integral
was wir in Abschnitt 1.3.2 kennengelernt haben. X ist dann ein lokales Martingal. Ein
[t6-Prozess ist also ein lokales Martingal mit Drift. Fiir den Drift benotigen wir nur eine
sehr schwache Integrabilitéitsbedingung, ndmlich dass er lokal von beschrankter Variation
ist.

Das Tto-Integral lisst sich auch in Bezug auf It6-Prozesse formulieren, und fiir f € H37,

t

/ /(5) dX, = / F(s)u(s) ds + / f(s)o(s) dB,,

also ist das Integral wieder ein Ito-Prozess.

Betrachten wir zunéchst nur Integranden, die von X und ¢ abhéngen. Die entsprechende
[to-Formel findet sich in folgendem Theorem.

Theorem 1.3.18. Sei f € CY?(R" x R) und (X)sepo,1 ein Ité-Prozess mit Darstellung
(1.15). Dann gilt

t

f(t,Xt)If(O,O)—i-/%(S,XS)dS
0
t@f 82f
+/%(3,X)dX+ 82($X) 2(s)ds

0 0

Natiirlich gibt es auch eine mehrdimensionale Ito-Formel, in der korrelierte Brownsche Be-
wegungen vorkommen, siehe z.B. Karatzas and Shreve (1988, Kapitel 3.3) oder auch Bjork
(1998, Th. 3.16 und Bemerkung 3.7.1). Fiir eine Erweiterung auf Prozesse mit Spriingen
sei auf Protter (2004) verwiesen. Bemerkenswerterweise ist die Ito-Formel fiir Prozesse
(nur) mit Spriingen wesentlich einfacher (aber deswegen auch nicht so weitreichend).

Anstelle einer allgemeinen mehrdimensionalen It6-Formel stellen wir einen Spezialfall vor,
der iiblicherweise mit partieller Integration bezeichnet wird.

Satz 1.3.19. Fir zwei [t6-Prozesse X,Y mit der Darstellung dX (t) = py dt + oy dB; und
dY (t) = pydt + o, dBy gilt
t
XtY}:XOYO+/XSdYS+/YSdXS+<X,Y >4, (1.16)
0
wobei die quadratische Kovariation wie folgt definiert ist:
t
< X,)Y >= /asa; ds.

0
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Bemerkung 1.3.20. Neben der quadratischen Kovariation gibt es natiirlich auch die qua-
dratische Variation, und es gilt

t
<X >t:/afds.
0

Damit lasst sich auch der quadratische Term in der [to-Formel jeweils als Integral beziiglich
der quadratischen Variation formulieren. Quadratische Variationen werden genauer z.B.
in Karatzas and Shreve (1988) behandelt.

Der Beweis erfolgt als Ubungsaufgabe.
Aufgabe 9. Nutzen Sie (X; +Y;)? — X? — Y? = X;Y;, um obigen Satz zu beweisen.

1.4 Ein erster Blick auf das Black-Scholes Modell

Bereits in Beispiel 1.2.5 haben wir die geometrische Brownsche Bewegung kennengelernt.
An dieser Stelle betrachten wir diesen Prozess aus einer anderen Perspektive; wir werden
diesen Prozess als Losung einer stochastischen Differentialgleichung sehen.
Dazu suchen wir die Losung von
¢ t
Sy = xo + / Sspds + /Ssa dB,. (1.17)
0

0

Hierbei sind zo, s, 0 € R. Ublicherweise schreibt man fiir obige Gleichung kurz
dSt = St(,udt—FO'dBt), SO = Zo. (118)

Was verstehen wir genau unter einer Losung von (1.17) ? Das ist ein stochastischer Prozess
(St)iepo,r), fiir den die Integrale fg S, ds und fg S, dW, fiir jedes t € [0, T existieren und
der Gleichung (1.17) mit Wahrscheinlichkeit 1 erfiillt.

Zunéchst suchen wir eine Idee, wie die Losung aussehen konnte. Dazu wenden wir eine
Transformation, Y; = In S; an und erhalten mit der Ito-Formel

t t

1 1 /-1
lnSt:ln50+/—d58+§/—02532d5,

S S?
0 0
und, wenn man (1.18) einsetzt,
t t
o2
Y}:Yo+/<u—7> ds+/odBS.
0 0

Die Losung obiger Gleichung ist sozusagen klar, Y; = Yy + (1 — 02/2)t + 0 B;. Deswegen
vermuten wir als Losung von (1.17)

o2
S; = xgexp ((u — ?)t +aBt>.
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Warum diese Vorsicht? Wir waren nicht in allen Schritten prézise. Zunéchst ist Y nur
definiert unter S > 0, und auBerdem ist In keine C?[0, T]-Funktion. Aber da wir nun eine
Vorstellung von der Losung haben, kénnen wir diese iiberpriifen: Sei dazu Sy = f(t, By)

mit
2

F(t, ) = z0 exp ((u - %)t + Ux).

Dann konnen wir Itd’s Formel anwenden und erhalten

t t t
2

1
St:onr/Ss(u—%) ds+/SSast+§/SS<72ds,

0 0 0
also gerade (1.17).

An dieser Stelle bleibt natiirlich noch die Frage nach der Eindeutigkeit 7 Ist diese Losung
die einzige, oder gibt es noch andere ? Mit der Formel der partiellen Integration kann
man das zeigen. Sei dazu x # 0. Wir nehmen an, dass (X)) ebenso eine Lésung von
(1.17) ist. Wir wissen bereits, dass S; # 0, und untersuchen X;S; '. Definiere dazu

Y o?
= gj = exp ((—,u+?)t—cht)

— exp (((—M +o?) - %2>t - cht).

Demnach ist Z also Losung von (1.17) mit den Parametern p/ = (—u+ 0?) und o’ = —o.
Mit der Formel fiir die partielle Integration, (1.16), erhalten wir

d(XtZt) — XtdZt + thXt + d < X, Z >t
_ tht((—u +o?)dt — odm) Y ZX, (u dt + adm) — X, Zo? dt

=0.
Daher ist X;Z, = X Zo, also fiir alle ¢t € [0, 7]
T
thiotzst, P—fs.

Da X und Z stetig sind erhalten wir IP’(Xt = S,Vt €0, T ]) = 1. In diesem Abschnitt

haben wir die Eindeutigkeit der Losung zu Fufl gezeigt. Dass man das auch allgemeiner
formulieren kann, wird Gegenstand des néchsten Abschnitts sein.

1.5 Das Girsanov-Theorem

Der oft im Hintergrund verbliebene Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P) wird nun unseren
Ausgangspunkt bilden. Wir sind auf der Suche nach einem weiteren Maf} ), welches von
P abgeleitet wird.

Ein Mafl @ auf (€2, .A4) heifit absolut stetig beziiglich P, falls
VAe A: P(A) =0 = QA =0.
Mit Hilfe des Radon-Nikodym-Theorems zeigt man folgende Aussage:
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Theorem 1.5.1. @ st absolut stetig beziiglich P genau dann, wenn eine nicht-negative
Zufallsvariable Z existiert, so dass VA € A

Z nennt man auch Dichte von Q) beziiglich P und schreibt Z = %.

Wenn () und P jeweils absolut stetig beziiglich einander sind, so nennt man sie dquivalent.
Hat man nun ein Mafl P und ein Mafl () mit der Beziehung d@) = Z dP, so fragt man sich
zuerst, wie sich Erwartungswerte unter () berechnen lassen. Die folgende Bayes-Regel
stellt den fundamentalen Zusammenhang sogar fiir bedingte Erwartungswerte her.

Theorem 1.5.2. Ist ) absolutstetig beziiglich P, hat also die P-Dichte Z, und definiert
man Ly = EP(Z|Fr) beziiglich einer Filtration F, so gilt fiir eine Fp-messbare Zufalls-
variable St

E°(SrLy

F) =E”(Sr LT’ F).
Beweis. Sei A € F;. Dann ist

/ E®(Sr Ly

A

Damit ist die Gleichheit der bedingten Erwartungswerte gezeigt. Die zugrundeliegende
Beobachtung ist eigentlich, dass die Ausdriicke gleich [ 457 dQ sind. |

Ist (L¢)sc(o,7] sogar ein positiver Prozess, so stellt man die Aussage der Bayes-Regel meist
dar als I
B9 (7| F) =E"(5r 7

t

Ft)- (1.19)

Sind P und @ Aquivalent (wir schreiben dann @ ~ P), so ist die Dichte Z mit Wahr-
scheinlichkeit 1 positiv.
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Ist {F} die natiirliche Filtration einer Brownschen Bewegung (B)cpo,r] auf (€2, A,P), so
gilt folgende Aussage

Theorem 1.5.3. (Girsanov) Fiir einen F-adaptierten Prozess (0)icjo,r), fir den das In-
tegral fOT 02ds < oo P-f.s. und der Prozess (Ly)iepo,r), definiert durch

t t
L; = exp (— /95 dBg — % /9? ds) (1.20)
0 0

ein Martingal (bezgl. P) ist, definieren wir ein Maf3 Q durch

QA) = / Ly dP.
A
Dann ist der Prozess (Bt + fot Gsds) o eine Brownsche Bewegung unter ().
tel0,T

Bemerkung 1.5.4. Die Bedingung

E(exp(%]@?ds)) < 00
0

ist hinreichend dafiir, dass (L) ein Martingal ist. Ist F die natiirliche Filtration der Brown-
schen Bewegung und sind P und () dquivalent, so folgt sogar, dass die Dichte zwingend
die Gestalt (1.20) haben muss, wie wir im néchsten Abschnitt sehen werden.

Den Beweis werden wir zu einem spéteren Zeitpunkt fithren.
Aufgabe 10. Sei (B;)¢>o eine Brownsche Bewegung auf (2, A, P). Dann definiert

1
Ly :=exp ( — 0By — 502T>

eine Dichte und wir setzen d@ := Ly dP. Zeigen Sie mit der Bayes-Regel, dass fiir ¢ > s
und B, := B, + 0t

EQ<eXp()\Bt) BS) = exp ()\(BS + %)\Q(t - s))

Der Prozess B ist also unter ) ein Martingal, ein Gaufprozess und hat die Kovarianz-
funktion s A t. Damit ist B eine Brownsche Bewegung.

1.6 Reprasentation von Brownschen Martingalen.

Sei wieder F die natiirliche Filtration einer Brownschen Bewegung (B;)cjo,r). Fiir f € H?
ist ( fot [sdBs)icpom ein quadrat-integrierbares Martingal. Das folgende Theorem zeigt,
dass sich alle quadrat-integrierbare Martingale in dieser Form darstellen lassen (natiirlich
nur, wenn JF die natiirliche Filtration von B ist).
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Theorem 1.6.1. Sei (M)co1) ein quadrat-integrierbares Martingal beziiglich F. Dann
existiert ein adaptierter Prozess (f;)iepr, so dass f € H? gilt und ¥t € [0,T] ist

t
Mt:MOJr/fsst P fs.
0

Bemerkung 1.6.2. Ist M, nicht quadrat-integrierbar, so gilt trotzdem obige Darstellung,
allerdings mit f € H?

loc*
Auch diesen Beweis werden wir zu einem spéteren Zeitpunkt fithren.

Satz 1.6.3. Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und Q) dquivalent zu P. Weiterhin
sei (By)iepo,r eine Brownsche Bewegung und A die von B erzeugte o-Algebra. Dann hat
die Dichte Z := dQ/dP notwendigerweise die Gestalt (1.20).

Beweis. Die Dichte Z ist mit Wahrscheinlichkeit 1 eine positive Zufallsvariable, da sonst
die beiden Mafle nicht fquivalent wiren. Weiterhin ist L; := EF(Z|F;) ein Martingal
(bezgl. der natiirlichen Filtration von B, {F}) mit E(L;) = 1 fiir alle ¢t € [0,7]. Wir
erhalten aus Theorem 1.6.1 die Darstellung

t
Lt:1+/fsst
0

mit f € H2,. Setzen wir ft = fi/ Ly, so folgt Ly = 1+ fot L, fs dBg, selbstverstindlich mit
(Ly ft)te[QT] € H? .. Weiterhin folgt aus (1.20) mit der It6-Formel

dL; = Lt( —9,dB, — %93 dt) + %Lt (93 dt)
— _L6,dB,

mit Ly = 1. Damit sind ist die Darstellung durch f mit dieser gleichwertig und die
Behauptung folgt. [ ]

1.7 Stochastische Differentialgleichungen

In diesem Abschnitt betrachten wir die stochastische Differentialgleichung

t t

Xy =7+ /M(S,Xs)d8+ /O'(S,XS) dBs. (1.21)
0 0

Was verstehen wir unter einer Losung von (1.21)7

Definition 1.7.1. Sei {F} eine Filtration. Weiterhin seien p1, o : RT xR +— R Funktionen,
Z eine Fy-messbare Zufallsvariable und (By):>¢ eine Brownsche Bewegung (bezgl. F). Eine
Losung von (1.21) ist ein adaptierter stochastischer Prozess (X;);>0, so dass
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1. Fiir alle ¢ > 0 existieren die Integrale fot w(s, Xs)ds und fot o(s, Xs) dBs und es gelte

t t
/\M(S,Xs)| ds < oo und /JQ(S,XS) ds < o0, P—fs.
0 0

2. (X¢)eso erfilllt (1.21), d.h. fur alle t > 0 ist

t t
Xi =7+ /,LL(S,XS) ds +/U(S,Xs) dBs, P —fs.
0 0

Bemerkung 1.7.2. Ublicherweise kiirzt man Gleichung (1.21) wie folgt ab:
dXt = ,LL(t, Xt) dt + U(t, Xt) dBt, XO = Z

Die Losung einer Differentialgleichung héngt offensichtlich von der vorgegebenen Filtra-
tion {F} und von dem betrachteten Wahrscheinlichkeitsraum (€2, P) ab. Deswegen nennt
man eine solche Losung auch starke Losung. Wie wir spéater noch sehen werden, sind
die Bedingungen an p relativ einschrinkend, und man kann dies umgehen, indem man
schwache Losungen betrachtet. Eine ausfiihrliche Diskussion findet man z.B. in Karatzas
and Shreve (1988).

In folgendem Theorem werden wir hinreichende Bedingungen an p und ¢ kennenlernen,
welche die Existenz und Eindeutigkeit der Losungen von (1.21) garantieren.

Theorem 1.7.3. Sind p und o wie in Definition 1.7.1 und dariberhinaus stetig, und
existiert eine Konstante K < 0o, so dass

Lo fult z) = p(ty) + lo(t,z) — ot y)| < K|z —y|
2. p(t o)+ o(t,z)| < K(1+[z])
3. E(Z%) <

dann hat (1.21) fiir jedes T' > 0 eine eindeutige Losung in dem Intervall [0, T]. Dariberhinaus
gilt fiir diese Losung (Xy)iepo,r), dass

E( sup Xf) < 00.

t€[0,T]

Die Losung ist eindeutig in dem Sinn, dass fiir eine zweite Losung (Y} )i, gerade gilt,

dass P(X, = Y,,Vt € [0,T]) = 1.

Beweis. Ganz analog zum Eindeutigkeitssatz fiir gewohnliche Differentialgleichungen wen-
den wir den Banachschen Fixpunktsatz an. Dahinter steckt die sogenannte Picard-Lindel6f
Iteration, die eine Losung sogar explizit konstruiert. Wir definieren eine Menge

M = {(Xt)te[o,T],]: — adapt. stetige Prozesse mit E( sup |Xt|2> < oo}
te[0,7
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Mit der Norm || X|| = [E(sup,epo 71 | X:¢|*)]'/? ist M ein vollstéindiger metrischer Raum. Fiir
die Anwendung des Fixpunktsatzes benttigen wir nun eine kontrahierende Abbildung. Wir

definieren die Abbildung A durch

t t

A(X)t:Z+/u(s,XS)ds+/o(s,XS)dBS.

0 0

Fiir X € M garantiert Bedingung 2. dass A(X) wohldefiniert ist. Wir miissen noch zeigen,
dass A(X) € M. Dazu nutzen wir die folgende Lipschitz-Eigenschaft von A, die uns auch
fiir die Kontraktion-Eigenschaft niitzlich sein wird. Fiir zwei Prozesse X,Y € M nutzen
wir (a + )% < 2(a® + b?) und erhalten

)

Wir wenden die Norm auf M an und nutzen fiir den zweiten Term die Doobsche Unglei-
chung (Satz ??7) und erhalten

A = AP < 2( | 166,30~ o v0Ras| 4 | [lot6. ) - ot )

E( sup |A(X); — A(Y)t|2)

te[0,7

< | [ocxa -l ) s fion oot

< 2(K°T? + AK°T) E( sup |X; — Yt|2)
te[0,7)
mit Bedingung 1. Demnach ist ||A(X) — A(Y)|| < (2(K2T? + 4K?T))Y?|| X — Y||. Will
man das fiir den Schluss A(X) € M ausnutzen, muss man auch |[|A(0)|| kennen. Mit

(a+b+c)* <3(a®+b* + ¢?) ist

4 <>P<3(z? y/ (5,0)d
also folgt, indem wir Bedingung 2. anwenden,
E< sup |A(O)t\2) < 3(1@(22) 4 KT? 4 4K2T) < .
t€[0,T]

Wir schliefen, dass A : M — M eine Abbildung ist, die einer Lipschitz-Bedingung
mit Lipschitz Konstanten k(T) := (2(K2T? 4 4K>T))"/? geniigt. Wihlen wir T so klein,
dass k(T) < 1 gilt, so ist die Abbildung A sogar eine Kontraktion, hat also nach dem
Banachschen Fixpunktsatz genau einen Fixpunkt X in M. Nach der Definition von A ist
ein Fixpunkt von A eine Losung der stochastischen Differentialgleichung, (1.21). Demnach
existiert eine Losung, falls T" ausreichend klein ist. Andererseits ist jede weitere Losung
von (1.21), die in M liegt, ein Fixpunkt von A. Da es aber genau einen Fixpunkt von A
in M gibt, ist die Losung also fiir kleine T" eindeutig.
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Nun konnte es ja noch sein, dass es eine Losung gibt, die nicht in M liegt. Wir zeigen,
dass das nicht der Fall ist. Sei dazu X ein Ito-Prozess, dass (1.21) 16st. Wir werden eine
geeignete Lokalisierung verwenden. Dazu setzen wir 7, := inf{t > 0 : |X;| > n} und
definieren f"(t) := E(supyep g | Xorr,[?). Dann ist f* beschrinkt und stetig. AuBerdem
gilt wie oben

SA\Tn SA\Tn

f”(t)§3<E(Z2)+E[sup (/K(1+|Xu|)du)2}+4lﬁz[sup (/K2(1+|Xu|)2du>]>

s€[0,t] s€[0,t]
t

< 3(1@(22) KT + 4K2)> / [1 + E( sup |XMT”\2)] ds.
u€(0,s]
0

Damit erhalten wir eine Integralungleichung fiir /", denn es gilt fiir positive a,b € R

(1) < a+b/f”(s) ds.

Das folgende Lemma wird uns eine Schranke liefern, die fiir alle n giiltig ist.

Lemma 1.7.4. (Gronwall) Fir a,b > 0 und eine stetige Funktion f, fir die

t

f(t) §a+b/f(s)ds

0

fir alle t € [0,T) gilt, folgt
f(T) <a (1+€7).

Beweis. Wir schreiben u(t) = e~ fg f(s)ds. Dann gilt

u'(t) = e (f(s) —bjf(s) ds) < ae ",

Integrieren liefert u(7") < a/b, und einsetzen liefert die Behauptung. O

Das Gronwall Lemma liefert demnach f™*(7") < C(T') < oo, wobei C'(T") nur von T und
nicht von n abhéngt. Mit dem Lemma von Fatou schliefen wir, dass fiir jedes T’

E( sup |Xt|2> < C(T) < 0.

t€[0,T]

Somit ist X ein Element von M und wir haben den Beweis fiir ausreichend kleine T
abgeschlossen, sozusagen eine lokale Losung gefunden. Fiir eine beliebiges 1" unterteilen
wir das Intervall [0, 7] in n Teile, wobei wir n so grofi wéihlen, dass T'/n ausreichend klein in
obigen Sinne gilt. Sukzessive erhalten wir eine eindeutige Losung auf jedem Teilintervall,
die man zu einer Losung auf [0, 7] zusammensetzt. |
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1.8 Der Ornstein-Uhlenbeck Prozess

In diesem Abschnitt werden wir einen vor allem im Zinsbereich duflerst wichtigen Prozess
kennenlernen. Wie nicht anders zu vermuten, wird er iiber eine stochastische Differenti-
algleichung definiert,

dXt = /{(0 — Xt) dt + CTdBt, XO = .

Diese SDE kann man explizit 16sen. Allerdings gestattet die obige Darstellung einen tiefen
Einblick in das Verhalten des Prozesses. Betrachten wir ein x € (0, 1]. Ist nun X, unter 6, so
tendiert der Prozess nach oben (und zwar um (6 — X;) plus Rauschen). Ist umgekehrt X,
iber 0, so tendiert der Prozess nach unten. Er wird sozusagen immer zu 6 zuriickgezogen.
Man nennt diese Eigenschaft treffend “mean reversion”. Sie kann natiirlich durch das
Rauschen (0dB;) mehr oder weniger deutlich iiberlagert werden.

Zur Losung der SDE werden wir zwei Transformationen nutzen. Zunéchst verschieben wir
den Prozess um # nach unten, indem wir Y; = X; — 6 setzen. Dann gilt

dY; = —rY;dt + o dB;, Yo=x—0.
Als zweite Transformation setzen wir Z; = exp(xt)Y; und erhalten

d7Z, = ke"™Y, dt — e kY, dt + "o dB,
= "o dB,

mit Zy = x — 6. Die Losung dieser SDE ist
¢
Zy :x—0+a/e’“st,
0

und wir erhalten .

X, =60+ (g; _ 9) T / ¢ dB,.
0

Nach Satz 1.3.16 ist der letzte Term ein Gauflscher Prozess, insgesamt ist also X ebenso
ein Gauflscher Prozess. Gauflsche Prozesse sind durch ihre Erwartungswert- und Kovari-
anzfunktion eindeutig bestimmt. Setzen wir G, := fot exp(ks) dBs, so hat G fiir alle ¢ den
Erwartungswert 0 und die Kovarianzfunktion

sAt
Cov(Gs, Gy) = /62““ du.
0

Interessanterweise ist das auch die Kovarianzfunktion von

BT(t) - Bfot exp(2ku) du’

also einer Brownschen Bewegung mit Zeittransformation 7(¢) := fot exp(2rku) du. Natiir-
lich ist auch B(7(t)) ein GauBprozess, und somit sind beide Prozesse gleich in Verteilung
(haben die gleichen fidi’s).



1.9 Losungsmethoden fiir SDEs 32

Aufgabe 11. Die allgemeine, lineare SDE bezgl. einer Brownschen Bewegung ist
ax, = (M()X(t) +m(t)) de + (S)X (1) + 5(t)) dB,. (1.22)

Zeigen Sie (unter geeigneten Annahmnen M, m, S, s), dass mit
t t t
Zy := exp [/M(u) du + /S(u) aw, — %/S(u)2 du]
0 0 0
die eindeutige Losung von (1.22) gerade durch den folgenden Prozess gegeben ist:

t

X, =7 [X0+ j Ziu(mm) ~ S(w)sw)) du + / Sg“:) dwu].

1.9 Losungsmethoden fiir SDEs

Im Verlauf der Vorlesung werden wir noch einigen stochastischen Differentialgleichungen
begegnen, es ist also niitzlich ein paar Losungsmethoden zur Hand zu haben.

1.9.1 Koeffizientenvergleich

Natiirlich wird die Ito-Formel der Wegweiser zur Losung sein. Fiir eine Gleichung wie

nutzen wir den Ansatz X; = f(t, B;) und erhalten also mit der Ito-Formel
af of 10*f
dX, = = dB —— 4+ ——= | dt. 1.24
' o t+(8t+28x2 (1.24)

Vergleichen wir die dt- und dBi-Koeffizienten in (1.23) und (1.24) miteinander, so erhalten
wir zwei gewohnliche partielle Differentialgleichungen,

of
% —O'f.

Die zweite Gleichung kénnen wir leicht 16sen und erhalten

f(t,z) =exp (aa: + g(t))

mit einer beliebigen Funktion g. Nutzen wir dies als Ansatz fiir die linke Differentialglei-

chung, so erhalten wir

0_2

/
g=r-"5
und insgesamt also die explizite Losung der geometrischen Brownschen Bewegung, wie
bereits bekannt. Leider wird dieser Ansatz nicht immer zur Losung fithren, da sich nicht
alle Losungen in der Form X; = f(¢, B;) darstellen lassen. In vorigem Abschnitt haben wir
gesehen, dass ein geschickte Transformation auch zum Ziel fithren kann. Hat man keine
Idee von einer Transformation, so gelangt man vielleicht mit einem geschickten Ansatz

zum Ziel, wie in folgender Methode.
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1.9.2 Multiplikativer Ansatz

Bei SDEs der Form

bietet sich ein multiplikativer Ansatz an:

t

X, = a(t) {x0+ / b(s) st}

0

Damit erhalt man

t

dX; =a'(t) l:co + / b(s) dBS} dt + a(t)b(t) dB;

_d(t)
= Xedt + alt)b(t) dB.

Man muss also die Gleichungen

Q

—=¢ undab=d

losen.

Aufgabe 12. Losen Sie die SDE

Xy

dX, = —
¢ 1—¢

dt"—dBt, XO = O

Zeigen Sie, dass die Losung ein zentrierter Gaufiprozess mit Kovarianzfunktion s A ¢ — st.

Bemerkung 1.9.1. Die ist auch die Kovarianzfunktion der Brownsche Briicke, definiert

durch i
Bt = Bt—tBl, tE[O,l],

ein Prozess, der in der Statistik stochastischer Prozesse eine herausragende Rolle spielt.
Wir haben auf diese Weise zwei Darstellungen der Brownschen Briicke erhalten, die un-
terschiedlicher nicht sein konnten (z.B. ist B nicht adaptiert an die natiirliche Filtration

von B, der obige Prozess X aber schon).
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