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Kapitel 1

Mehrdimensionale Integralrechnung

1.1 Flachenintegrale

Es seien B = [a,b] X [c,d] ein Rechteck und f : B — [0,00) eine stetige Funktion. Wie
grof ist das Volumen unter dem Graphen der Funktion f, d.h. das Volumen V des Korpers
K={(z,y,2) eR®: (z,y) € B,0< 2 < f(z,y)} ?

Erste Antwort: Der Flicheninhalt einer Schnittfliche durch K parallel zur xz-Ebene ist gleich

b
aly) = / f(z,y) dx, so dass das gesuchte Volumen gleich
a

v:/cda@)dy:/cd (/:ﬂx,y)dw) dy.

Analog wiirde man durch Vertauschen der Rollen von x und y die Formel
b d
V= / (/ f(l‘,y)dy> dx
a (&

Beispiel 1.1 Fir B = [3,4] x [1,2] und f : B — R, (z,y) — (2x+ 1)~ 2 liefern obige Formeln

_ 17,36
V—2ln35.

erhalten.

Zweite Antwort: Zwei Zerlegungen Z; = {xo,21,...,2,} € Z[a,b] und Zo = {yo,y1,Ym} €
Z|c, d] erzeugen eine Zerlegung von B in Teilrechtecke Bj, = [z;_1, 2] % [yr—1, yx] . Wir definieren
mj = inf {f(z,y) : (z,y) € Bjr} und M, =sup{f(z,y): (x,y) € Bjr} . Dann gilt bestimmt

Su,B(f; Z1 x Z3) := szjkAjk <V< ZZMjkAjk =:8,8(f: 21 X Z3),
j=1k=1 J=1 k=1

wobei Aj, = (2 —xj_1)(yx —Yr—1) =: |Bji| den Flicheninhalt des Teilrechtecks Bjj, bezeichnet.
Wir setzen nun

Ju(f) =sup{Su.B(f; Z1 x Zs) : Z1 € Z|a,b], Zy € Zc,d]}

und
Jo(f) = inf {So,5(f; Z1 X Z2) : Z1 € Zla,b], Zs € Z[c,d]}

Definition 1.2 Es seien B = [a,b] X [c,d] ein Rechteck und f : B — R eine beschrinkte
Funktion. Man nennt f auf B Riemann-integrierbar, falls J,(f) = Jo(f) gilt, und bezeichnet

diese Zahl mit
//B [z, y)d(z,y).
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Es ergibt sich nun die Frage, ob erste und zweite Antwort auf das gleiche Resultat fithren. Der
folgende Satz gibt eine Antwort.
Satz 1.3 (Fubini) Essei f: B — R auf dem Rechteck B = [a,b] X [c, d] Riemann-integrierbar.

Ezistieren die Integrale

/fxydyvgve[ab] und By /fxydeyE[cd]

/cdﬁ(y) dy = /aba(gg) dr = /Bf(x7y) d(z,y) .

Definition 1.4 Es seien f : B — R beschrinkt und B C R? kompakt. Ferner seien B? =
[a,b] x [c,d] ein Rechteck mit B C B° sowie

- T, : x, B,
f(x’y)::{f( y) (z,9) €

so gilt

0 : (z,y) € B°\ B.

Wir sagen, dass f auf B Riemann-integrierbar ist, falls f auf B Riemann-integrierbar ist,

und setzen in diesem Fall
/ f(z,y)d(z,y) = / fla,y)d(@,y).
B BO

Diese Definition ist korrekt, d.h. unabhingig von der Wahl des Rechtecks B .

Bemerkung 1.5 Unter den Voraussetzungen der Definition 1.2 ist f genau dann Riemann-
integrierbar auf B, wenn eine Zahl J existiert, so dass es fiir jedes € > 0 eine Zerlequng Z1 X Zo
des Rechteckes B gibt mit

n

J— Zf gj,nk |Bjk5| <e V(fj,nk) € B]k
7=1 k=1

Mit x5 : R?> — R bezeichnen wir die Indikatorfunktion der Menge B C R?, d.h.
.9) { 1 : (z,y) €B,
XB\Z,Y) =
0 : (z,y)¢B.

Definition 1.6 Eine kompakte Menge B C R? heifit Jordan-messbar, wenn die Indikator-
funktion xp auf B Riemann-integrierbar ist. Man nennt dann

B = [[ xote)dan)

das Jordan-Maf} von B. Eine Menge B C R? mit |B| = 0 wird Menge vom (Jordan-)Maf3
Null oder kurz Nullmenge genannt.

Man sieht schnell ein, dass aus |B;| = |Bs| = 0 folgt |B; U Ba| = 0.
Satz 1.7 FEine kompakte Menge B C R? ist genau dann Jordan-messbar, wenn ihr Rand
OB = {(z,y) € R* : U.((z,y)) N B # BundU.((z,y)) N (R*\ B) £ 0 Ve > 0}

eine Menge vom Maf$ Null ist.
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Man beachte, dass fiir eine abgeschlossene Menge B gilt
0B = {(z,y) € B: U((z,y)) N (R*\ B) #0 Ve > 0} .

Sind 1,92 : [a,b] — R zwei stetige Funktionen mit ¢1(z) < w2(z) Yx € [a,b], so nennen
wir B = {(z,y) e R* :a <z <b, ¢1(x) <y < p2(x)} einen Normalbereich. Der Graph Gy =
{(z, f(x)) : a < x < b} einer stetigen Funktion f : [a,b] — R ist eine Menge vom Mafi Null.

Folgerung 1.8 Jeder Normalbereich ist Jordan-messbar.

Satz 1.9 Sind f : B — R stetig und B C R? Jordan-messbar, so ist f auf B Riemann-
integrierbar.

Folgerung 1.10 Sind f : B — R stetig und
B={(z,y) eR*:a <z <b pi(z) <y < po(a)}

ein Normalbereich, so gilt

/[ r@ien - | b A W(()) F(@,y) dyd .

Beispiel 1.11 Fiir B = {(m,y)ERQ:nggl, x2§y§\/§} und f: B — R, (z,y) —

x? +y erhalten wir
9 1 \/5 9 33
J[@vnien=[ [Twpaa=2
B 0 Ja2 140

Beispiel 1.12 Wir berechnen das Volumen V' eines Ellipsoiden mit den Halbachsen a,b,c €
(0,00), d.h. des Kirpers

2 .2 2
— 3. Y2
E—{(:U,y,z)ER 'a2+b2+c2 1}.

Wir erhalten

a 1= 2 g2 Arab
V:8c// 1-2 Y gyde = 279
o Jo a

Bemerkung 1.13 Sind f € Rla,b] und g € Rle,d], so ist die Funktion f(x)g(y) auf B :=
[a,b] X [¢,d] Riemann-integrierbar, wobei

//Bf(x)g(y)d(x,y) :/abf(w)dw-/cdg(y)dy.

Folgendes ist leicht zu beweisen (vgl. auch Satz 5.36, Analysis I/II).
Bemerkung 1.14 Es sei B C R? eine kompakte Menge.

(a) Sind f und g auf B Riemann-integrierbar, so auch f + g und ~y f fiir jedes y € R, wobei

//B[f(m,y)Jrg(x,y)] d(z,y) Z//Bf(m,y) d(m,y)—i—//Bg(m’y) d(z,y)

//B%f(x’y)d(”’”’y):7//Bf(:6,y)d(:c,y)

und

gilt.
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(b) Ist |B| =0, so gilt // f(z,y)d(xz,y) = 0 fiir jede beschrinkte Funktion f: B — R.
B

(¢) Sind f und g auf B Riemann-integrierbar und f(x,y) < g(z,y) fir alle (x,y) € B mit
evtl. Ausnahme einer Menge vom Maf Null, so gilt

//B f(a.y)d(e.y) < / /B 9w.y) d(z,y).

(d) Sind f und g auf B Riemann-integrierbar, so auch |f|, max{f,g} , min{f,g} und fg.

Dabei gilt
'//Bf(ﬂ”’”d(w)‘ <[] e wlaa).

(e) Sind f: B — [a,b] auf B Riemann-integrierbar und g : [a,b] — R stetig, so ist go f :
B — R auf B Riemann-integrierbar.

(f) Sind f auf B und B? Riemann-integrierbar sowie |B' N B%| =0, so ist f auf B* U B?
Riemann-integrierbar, wobei

//BluB2f(x’y) d(z,y) Z//B1 f(w,y)d(w,y)Jr//BQf(x,y) d(z, ).

Bemerkung 1.15 (Mittelwertsatz) Sind B C R? Jordan-messbar, f : B — R stetig und
m < f(z,y) < M fir alle (x,y) € B, so gilt

miBl < [[ fa) i) < MBI
1.2 Variablensubstitution in Fliachenintegralen

1
Es sei g : Q — R?, [ Z } — g(u,v) = [ zQEZ’Zg } eine injektive, stetig differenzierbare

Abbildung auf der offenen Menge © C R?. Sind R = [uy,up] X [v1,v2] C Q ein “kleines”
Rechteck und R = g(R) dessen Bild beziiglich der Abbildung g, also i. Allg. ein “krummlinig
berandetes Parallelogramm”, so gilt

gu(ur,v1)  gy(u1,vr)

g2 (ur,v1)  gi(u1,vr)

|R| ~ |det

‘-IRI-

Satz 1.16 Die Abbildung g : Q@ — R? sei auf der offenen_Menge ) C R? injektiv und stetig
differenzierbar mit det g'(u,v) # 0 fiir alle (u,v) € Q. Sind B C Q kompakt und Jordan-messbar
sowie f : g(B) — R stetig, so sind B = g(B) Jordan-messbar und

//B f(a,y)d(z,y) = / /B £ (g, v))| det g (u, v)] d(u, v) .

J(u,v) := det ¢’(u,v) nennt man auch die Funktionaldeterminante der Transformation g .

Beispiel 1.17 (Polarkoordinaten) Wir betrachten g : [0,00) x [0,27] — RZ%, (r,¢)
(rcosp,rsing). Auf Q = (0,00) x (0,27) sind die Voraussetzungen von Satz 1.16 erfiillt, denn
dort gilt

det ¢'(r, p) = det [

cosp —rsinp
] =r.
singp  rcosgp
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Durch geeignete Grenziiberginge kann man aber zeigen, dass z.B. fiir den Kreis
B = {(x,y) €R2zx2+y2 §7“8} , 1r9>0,

und eine stetige Funktion f : B — R gilt

//B f(z,y)d(z,y) = //R f(rcosg,rsing)rd(r, o)
mit R = [0,70] x [0, 2x].

Beispiel 1.18 (verallgemeinerte Polarkoordinaten) Wir berechnen den Fldcheninhalt A

der Ellipse

B — 2,352 y?
=<(z,y) eR .p—i—b—le , a>0,b>0,

und verwenden dazu die Substitution
g(r,p) = (arcosp,brsing), (r,¢) € [0,1] x [0,27].
Es folgt J(r,¢) = abr und A = wab.

Beispiel 1.19 Wir berechnen

00 9 R
I = e " dr= lim e ¥ dx
R—oo R

unter Verwendung von

R 2 2 R 2 R 2 2 2
(/ e ” dm) :/ e ¥ dx / e ¥ dy = // e~ (@ +y )d(az,y), Qr = [-R,R)?,
-R -R -R R

und erhalten I = /7.

Beispiel 1.20 Wir berechnen den Flicheninhalt der menge B C R? | die von den Kurven y? =
px, y? = qx (0 <p<gq) und 22 =ay, 22 = by (0 < a < b) berandet wird. Unter Verwendung
der Substitution
¥ =uz, 2’ =vy, p<u<gqga<v<b,

1

3

=

d.h. z = (uw?)® und y = (u®v)3 | erhalten wir J(u,v) = —% und |B| = W.

1.3 Verallgemeinerung auf den m-dimensionalen Fall

Samtliche Begriffe aus Abschnitt 1.1 lassen sich problemlos auf Funktionen f : B — R iiber
kompakten Bereichen B C R™ iibertragen, indem man zuerst das Riemann-Integral iiber einem
m-dimensionalen Quader [a1,b1] X -+ X [am, by] definiert und dann zu kompakten Bereichen
B C R™ {iibergeht. Der Satz von Fubini kann induktiv verallgemeinert werden. Bem. 1.5, Satz
1.7, Satz 1.9, Bem. 1.13-1.15 und Satz 1.16 gelten analog.

Beispiel 1.21 (Zylinder- und Kugelkoordinaten) Fiir die Substitution
g(r,p,2) = (rcosp,rsing, z)
gilt det g'(r,p,2) =1, (r,0,2) € (0,00) X (0,27) x R (Zylinderkoordinaten). Fiir

g(r, o, 9) = (rcos cos p, r cos ¥ sin @, r sin )
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erhalten wir det ¢g'(r, p,9) = r? cos ¥, (7“ 0, ¥) € (0 oo) (O 2m) x (-2,
Das Volumen der Kugel B = {(:U,y, ER3: 22492+ 22 < RQ} R>
R

/// d(z,y, 2) / / / r?cosVdrdddp =2r -2 — = L
B z Jo 3 3

Beispiel 1.22 (verallgemeinerte Kugelkoordinaten) Wir berechnen das Volumen des El-
lipsoiden E mit den Halbachsen a,b,c (vgl. Bsp. 1.12) unter Verwendung der Transformation

2) (Kugelkoordinaten,).
0, ergibt sich damit zu

g(r, o, 1) = (ar cos ¥ cos @, br cos¥sin p, crsind),  (r,p,9) € [0,1] x [0, 27] x [—%, g} .

Wir erhalten J(r,p,9) = aber? cosd und das Volumen

2 I 1 drab
/// d(z,y,2) :abc/ /2 / 2 cos 9 dr di dp = Tane.
E o J-zJo 3

Beispiel 1.23 Wir nehmen an, dass sich der Bereich B C R? unter Verwendung der Polarko-
ordinaten in der Form

B ={(rcosp,rsing) : 0 <r < p(p), p1 < ¢ < ¢}

mit einer stetigen Funktion p : [¢1,p2] — [0,00) schreiben lisst. Es folgt

B = [[ dtz.n) // rdrdp =1 / D) di

Bemerkung zu verallgemeinerten Riemannschen Integralsummen:

Es seien Z = {By,..., By} eine (verallg.) Zerlegung des messbaren Kompaktums B C R™ in
zusammenhéngende messbare Kompakta Bj, so dass |[Bj N By| =0 fir j # k,und f: B— R
eine stetige Funktion. Mit d(Z) = max {d(B;) : j = 1,..., N} bezeichnen wir den Durchmesser
der Zerlegung Z, wobei d(B;) = sup{|z’ —2"|:x ,x” € Bj} . Wir betrachten Summen der

Gestalt
N

Y f@)Bj|, ' eB.

j=1
Gibt man sich nun ein € > 0 vor und wéhlt den Durchmesser der Zerlegung so klein, dass

(@) = fa")] <

€

W VI'I /IGB],]—l...,N

gilt (gleichméBige Stetigkeit von f auf B !), so folgt aus Bem. 1.15
| s@de=pe)is
B;j

fiir ein &/ € B; und unter Verwendung von Bem. 1.14(f)

N

[ r@de =37 1B = [ (1) - 1) 1B]| < 18] <

J=1

Also: Haben wir eine Folge verallgemeinerter Zerlegungen von B und eine beliebige zugehorige
Folge verallgemeinerter Riemannscher Integralsummen, wobei die Durchmesser der Zerlegungs-
folge gegen Null konvergieren, so konvergiert die Folge der verallgemeinerten Riemannschen
Integralsummen gegen das Integral der stetigen Funktion f .
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1.4 Beweis der Substitutionsregel

Wir erinnern an den Satz iiber die Umkehrabbildung (vgl. Satz 6.26, Skript Analysis I/II):

Sind f: Q — R™ auf der offenen Menge Q C R™ stetig differenzierbar, z° € Q, det f'(2°) # 0
und y° = f(z%), so ewxistieren offene Mengen U C Q und V C R™ mit 2° € U und y° € V', so
dass f : U — V bijektiv und f~1 : V — U stetig differenzierbar sind. Dabei gilt

Y@= ("W " vyev.

Die Verallgemeinerung von Satz 1.16 auf den m-dimensionalen Fall lautet:

Die Abbildung g : Q2 — R™ sei auf der offenen Menge Q@ C R™ injektiv und stetig differenzierbar
mit det g'(u) # 0 fir allew € Q. Sind B C Q kompakt und Jordan-messbar sowie f : g(B) — R
stetig, so sind B = g(B) Jordan-messbar und

/f(l“)dx=/~f(g(u))|detg'(u)|du.
B B

Zum Beweis dieser Substitutionsregel verwenden wir wesentlich die folgenden Sétze 1.24-1.27.

Satz 1.24 (Zerlegungssatz) Es seien m =2,3,..., Q CR™ eine offene Menge,

g:Q—R", u— (g1(u),...,gm(u))

stetig differenzierbar und det ¢'(u) # 0 fir alle u € Q. Dann existieren fiir jedes u® € Q eine
offene Umgebung W C € von u® und Funktionen

YW —R", w:yp(W)—R™
mit folgenden Eigenschaften:
(a) Das Bild (W) ist offen
(b) Die Funktionen 1) und w sind injektiv und stetig differenzierbar.
(c) Bei geeigneter Numerierung der uy, ..., Uy, gilt
Y(u) = (W1(u), -, Ym—1(u),um) VueW

und
w) = (v1,--Vm_1,wm(v)) Yo e pW).

(d) Es gilt g(u) = w((u)) fir alle uw e W.

Satz 1.25 FEs seien Q C R™ eine offene Menge und g : 2 — RP stetig differenzierbar, m < p.
Ist N C Q eine kompakte Menge vom Jordan-Maf8 Null, so ist auch g(N) eine solche Menge.

Satz 1.26 Sind f : My — My eine stetige Abbildung zwischen den metrischen Rdumen
(Mj,dj), j=1,2, und K C M eine kompakte Menge, so ist auch f(K) kompakt.

Satz 1.27 FEs seien Q C R™ eine offene Menge, g : Q@ — R™ injektiv und stetig differenzierbar
sowie ¢'(x) € GR™*™ fiir alle x € Q. Ist B C Q kompakt und Jordan-messbar, so gilt dg(B) =
g(0B), und g(B) ist Jordan-messbar.
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Folgerung 1.28 Unter den Voraussetzungen des Satzes zur Substitutionsregel ist B = g(é)
kompakt und Jordan-messbar, so dass wegen der Stetigkeit von f und g sowie g’ nach Satz 1.9
die Integrale

/ f@)de  und /~f<g<u>>|detg'<u>|du
B B

existieren.



Kapitel 2

Kurvenintegrale

2.1 Wege, Kurven und ihre Lingen

Unter einem Weg v in R™ verstehen wir eine stetige Abbildung v : [a,b] — R™ eines Intervalls
[a,b] C R. Die von diesem Weg erzeugte Kurve I' = I, ist das Bild dieser Abbildung,

L={y():te€labl} .

Wir verwenden die Bezeichnungen

T . m
)= (), m®) =[n®) . wm® ] =] | =[w0) ]
Ym(t)
Ist Z = {to,t1,...,tn} € Zla, b] eine Zerlegung des Intervalls [a, b] , so bezeichnen wir mit L(v, Z)
die Lénge des Polygonzuges [y(to),y(t1),.-.,7(tn)], d.h.

L(v, 2) =Y Iv(tk) = v(t-1)] -
k=1

Man nennt nun den Weg ~ rektifizierbar, wenn
L(y) ==sup{L(v,Z) : Z € Z[a,b]}
eine endliche Zahl ist, die dann die Linge des Weges ~ ist.

Eine Funktion f : [a,b] — R heifit von beschrinkter Variation, wenn

sup {Z |F(te) = ftu_1)| : Z = {to, t1, ... tn} € Z[a, b]} < 00
k=1

gilt. Man kann sich nun leicht iiberlegen, dass der Weg v = (71,...,7vm) : [a,b] — R™ genau
dann rektifizierbar ist, wenn jede Funktion v; : [a,b] — R, j = 1,...,m, von beschrénkter
Variation ist.

Beispiel 2.1 Die stetige Funktion

tsinZ : 0<t<1,

f:00,1] — R, t+—
0.1] 0 : t=0,

13
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st nicht von beschrinkter Variation, so dass der Weg

v:100,1] — R? tr—>[ ! ]
’ ’ 1)

nicht rektifizierbar ist.

Sind 4! : [a,b] — R™ und 72 : [b,c] — R™ zwei Wege mit v!(b) = +2(b), so verstehen wir
unter der Summe v = v' @ v? den Weg

Yt) + a<t<b,

v:la, ] — R™, t—
Y2(t) : b<t<e.

Es ist leicht einzusehen, dass v genau dann rektifizierbar ist, wenn ~! und ~? rektifizierbar sind,
wobei L(y) = L(y') + L(7?) gilt.

Sei v : [a,b] — R™ ein Weg. Fiir a < t; < to < b bezeichnen wir mit s(¢1,ty) die Linge des
Weges v|j, 1,] - Insbesondere sei s(t) = s(a,t), a <t < b, die sogenannte Wegléngenfunktion.
Man nennt 7 : [a,b] — R™ einen Jordanweg, wenn 7 : [a,b) — R™ injektiv ist. Eine Kurve
I" heit Jordankurve, wenn sie von einem Jordanweg erzeugt wird.

Satz 2.2 FEs seien I' eine Jordankurve und +7 : laj,b;] — R™, j = 1,2, zwei I erzeugende
Jordanwege mit v'(a1) = v%(az). Dann emistiert eine stetige Bijektion ¢ : [az, by] — [a1,b1],
so dass

() =71 (@), teaz b,

d.h. v = v o, gilt. Umgekehrt ist 4> = ' o ¢ : [ag,b)] — R™ ein Jordanweg, wenn

Al far, b1] — R™ ein Jordanweg und ¢ : [as, ba] — [a1,b1] eine stetige Bijektion sind.

Satz 2.3 Es seien ! : [a1,b1] — R™ ein Weg, ¢ : |ag,ba] — [a1,b1] eine stetige Bijektion
und v? = v o . Dann sind v* und +* gleichzeitig rektifizierbar oder nicht rektifizierbar, wobei
L(y") = L(v?) gilt.

Die Sédtze 2.2 und 2.3 erlauben die folgende Definition der Linge einer Jordankurve: Ist + ein
die Kurve T" erzeugender Jordanweg, so ist die Lange von I' gleich L(v).

Satz 2.4 Ist vy : [a,b] — R™ ein stetig differenzierbarer Weg, so gilt s'(t) = |¥'(t)|, t € [a,]],
und somit

b b
L) = s(a.b) = s(b) = sa) = [ S(@dt= [ W (oldr.

Zum Beweis dieses Satzes bendtigen wir den folgenden Satz. Fiir f = (f1,..., fm) : [a, 0] — R™
mit Riemann-integrierbaren Funktionen f; : [a,b] — R, j = 1,...,m, vereinbaren wir die
Bezeichnung

/abf(t)dt: [ /abfj(t)dt L:.

Satz 2.5 Ist [ : [a,b] — R™ stetig, so gilt

/abf(t)dt' < [l

Beispiel 2.6 Wir berechnen den Umfang eines Kreises mit dem Radius r,

{(rcost,rsint) : t € [0, 27|} .
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Beispiel 2.7 Die Linge einer Volldrehung der Schraubenlinie mit dem Radius r und der Gang-

hohe h,
{(emtirant ) o2 <an}
rcost,rsint, — | :0<t < 27w
2T

ist gleich /(2mr)2 + h?.

X = cos(t), y = sin(t), z = /it

Zwet Volldrehungen der Schraubenlinie mit dem Radius 1 und der Ganghdhe 2

Beispiel 2.8 Die Linge der Kurve, die durch den Graphen einer stetig differenzierbaren Funk-
tion f : |a,b] — R beschrieben wird, ist gleich

b
/ VIF T OR .

Man nennt einen Weg ~ : [a,b] — R™ glatt, wenn er stetig differenzierbar ist und +/(¢) # 0
Vit € [a,b] gilt.

3

Beispiel 2.9 Der Weg v : [-1,1] — R?, t s [ ;

zierbaren, aber nicht glatten Weg. Die zugehorige Kurve nennt man Neil’sche Parabel.

} ist ein Beispiel fiir einen stetig differen-

2

1.8

161

14F

1.2f

> 1

0.8

0.6-

0.4

0.2r

0 I I I I I I I I
-1 -08 -06 -04 -02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X

Die Neil’sche Parabel
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Sind nun v ein glatter Jordanweg und I' = I, so ist die Bogenlénge s(t) = s(a,t) gegeben
t

durch s(t) = / |v'(7)] dr und monoton wachsend auf [a,b]. Es sei ¢ : [0, L] — [a, b] die (diffe-

renzierbare) Umkehrfunktion von s : [a,b] — [0, L], L = L(y) = L(I') . Dann ist (vgl. Satz 2.2)

3(s) = v(p(s)), s €10, L], ebenfalls ein glatter Jordanweg mit I' = I's, die Parametrisierung

der Jordankurve I' nach der Bogenlinge. Dabei gilt

0'(5) =7 (p()#(s) und ls) = G =

also |0'(s)| =1, s€]0,L].

2.2 Wegintegrale

Sind 7 : [a,b] — R™ ein rektifizierbarer Weg, I' = I'y und ¢ : I' — R eine stetige Funktion,
so ist s(t) = s(a,t) auf [a,b] monoton nicht fallend, und somit existiert (vgl. Satz 5.38, Analysis
I/II) das Riemann-Stieltjes-Integral

b
/ (v (1) ds(t),

welches wir mit

/Lp(x) ds oder kurz /<pds
g g

bezeichnen und Wegintegral 1. Art der Funktion ¢ entlang des Weges ~ nennen. Ist v stetig
differenzierbar, so gilt also (vgl. Satz 5.42, Analysis I/II)

b b
/ pds = / (1) (t) dt = / (1) 1 () dt

Beispiel 2.10 Ist ' = I'y, C R3 eine mit Masse belegte Jordankurve mit der Dichtefunktion
p(z), x € T, und dem rektifizierbaren Jordanweg v : [a,b] — R3, so ist die Masse m der Kurve

I' gleich
m:/pds.
v

Ist i : [a,b] — R eine Funktion beschrinkter Variation, so ist die Funktion

i1 (t) = VE(p) = sup {Z (tr) = p(ter : {to, b1, ) € Z[a,ﬂ}
k=1

monoton nicht fallend auf [a, b]. Fiir die Funktion po(t) = p1(t) — p(t) und a < t; < to < b gilt
dann
pa(ta) = pa(ty) = V2 () — [utz) — u(t)] = V{2 (1) = |p(t2) — p(ty)] 2 0.

Also ist p(t) = pi1(t) — pa(t) die Differenz zweier monoton nicht fallender Funktionen. Somit
lasst sich die Definition des Riemann-Stieltjes-Integrals (vgl. Def. 5.33, Analysis I/II) leicht auf
Belegungsfunktionen p beschrénkter Variation ausdehnen, z.B. durch p = p1 — po und

b b b
/tpdu:/ wdul—/ odpus .

Dabei ist das so definierte Integral unabhéngig von der Darstellung p = puq — po = iy — jio der
Belegungsfunktion als Differenz zweier monoton nicht fallender Funktionen.
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Seien nun 7 : [a,b] — R™ wieder ein rektifizierbarer Weg und f = (f1,...,fm) : I' — R™
eine stetige Funktion. Dann sind die Funktionen ~; : [a,b] — R, j = 1,...,m, sémtich von
beschréankter Variation und somit die Integrale

b
/ fidv;

wohldefiniert. Das Wegintegral 2. Art des Vektorfeldes f entlang des Weges -y ist definiert als

[/f(x)dx:jil/abfjdyj.

Im Fall eines stetig differenzierbaren Weges v gilt also

/f dm— /f] )5 (t) dt = /(f (t)) dt.

Beispiel 2.11 Wird ein Massepunkt entlang des rektifizierbaren Weges vy : [a,b] — R?® durch
die Kraft F(z) = (Fi(z), Fa(z), F3(2)) : T, — R3 bewegt, so ist die dabei geleistete Arbeit
gleich

W= [Fe yar =3 [ BGw)am0.

Jla

Bemerkung 2.12 Ist v : [a,b] — R™ ein Weg, so bezeichnen wir mit v~ : [a,b] — R™,
t — y(a+b—1t) den entgegengesetzten Weg. Es gilt dann fir ¢ : I'y — R

/y o(x)ds = /vgo(ac) ds

und fir f:I'y — R™

Beispiel 2.13 Sind v : [a,b] — R3\ {©} ein stetig differenzierbarer Weg und f : R3\ {0} ,
T —#, so gilt f(z) = V(x) mit (x) = % Es folgt
b
[ f@rde = [ G601 @ d = el 8) - or(a).
¥ a

Der Wert des Integrals hingt also nur von Anfangs- und Endpunkt des Weges v ab.

Beispiel 2.14 Fiir v : [0,27] — R?, t — (Rcost, Rsint), R > 0, und f : R?\ {0} — R?,

T <—’x—‘22, %) erhalten wir
z]?’ |z

2
/f(x) dx = R2/ [(—Rsint)(—Rsint) + Rcost Rcost] dt =27
¥ 0
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2.3 Wegunabhingigkeit

Unter einem Gebiet 2 C R™ verstehen wir eine offene und zusammenhéingende Menge. Zu
folgendem Satz vergleiche man Beispiel 2.13.

Satz 2.15 FEs seien 2 C R™ ein Gebiet, ¢ : @ — R ein stetig differenzierbares Skalarfeld
und v : [a,b] — R ein stickweise stetig differenzierbarer Weg. Dann gilt

/ Vo(z) de = p((b)) — ((a)) .

Wir nennen f : Q — R™ ein Vektorfeld mit wegunabhingigem Integral iiber dem Gebiet
Q) , wenn fiir beliebige, fest gewdhlte Punkte A, B € ) und einen beliebigen stiickweise stetig
differenzierbaren Weg v : [a,b] — Q mit v(a) = A und 7(b) = B das Integral f,yf(:v) dx
den gleichen Wert annimmt, also lediglich eine Funktion von A und B, aber nicht von -~ ist.
Unter Beachtung von Bemerkung 2.12 ist leicht einzusehen, dass das Integral f«/ f(x)dx genau
dann vom Weg unabhéngig ist, wenn f,y f(x)dxz = 0 fiir jeden geschlossenen, stiickweise stetig
differenzierbaren Weg ~ : [a,b] — ) gilt.

Satz 2.16 Ist f : Q@ — R™ ein stetiges Vektorfeld mit wegqunabhingigem Integral iber dem
Gebiet ), so existiert ein Skalarfeld ¢ : Q@ — R mit Vp(z) = f(x) fir alle x € Q.

Die letzten beiden Sétze besagen also, dass ein stetiges Vektorfeld f : 8 — R™ genau dann ein
Vektorfeld mit wegunabhéngigem Integral iiber dem Gebiet € ist, wenn es ein Gradientenfeld
ist. Sind ¢ : Q@ — R zweimal stetig differenzierbar und f(z) = Vo(x), = € Q, so folgt (vgl.
Satz 6.18, Analysis I/II)

fj() _ Ppx) _ P*px) _ Ofs(x)
axk 8£Ck8£6] axjaxk axj ’

r€eQ, j,k=1,...,m.

Die Matrix f/(z) € R™ ™ ist in diesem Fall also symmetrisch. Eine Menge @ C R™ heifit
sternférmig, wenn ein A € () existiert, so dass die Strecke

[Ayz] ={A+t(x—A):0<t <1}
fiir jedes x € Q) ganz in  liegt.

Satz 2.17 FEin stetig differenzierbares Vektorfeld V : @ — R™ auf einer sternformigen offenen
Menge 2 C R™ ist genau dann ein Gradientenfeld, wenn
Ofj(x) _ Ofu(x)

= A Q, Vik=1,... 2.1
aﬂ?k 85[7] ) MRS ) Js ) , M, ( )

gilt.

Zum Beweis dieses Satzes verwenden wir die folgende Aussage.

Satz 2.18 Die Funktion f : (a,b) X (¢,d) — R, (t,x) — f(t,x) sei nebst ihrer partiellen
Ableitung % : (a,b) x (¢,d) — R stetig. Dann ist

b
F:(c,d) — R, a:»—>/ ft,x)dt

differenzierbar, und es gilt

b T
F'(:U):/a %t’)dt, x € (¢,d).

X



2.3, WEGUNABHANGIGKEIT 19

Unter einer Deformation eines stiickweise stetig differenzierbaren Weges v : [a,b] — R™
verstehen wir eine stetige Abbildung § : [a,b] x [0,1] — R™ | (¢t,0) — §(t,0), fiir die 6(¢,0) =
v(t), t € [a,b], gilt und fiir die d, : [a,b] — R™, t — 4(t,0) fiir jedes o € [0,1] ein stiickweise
stetig differenzierbarer Weg ist. Ein geschlossener, stiickweise stetig differenzierbarer Weg ~ :
[a,b] — € heifit in @ C R™ auf einen Punkt zusammenziehbar, wenn eine Deformation 9§ :
[a,b] x [0,1] — € von ~ existiert, so dass d(a,0) = 0(b,0) fiir alle o € [0,1) gilt und (¢, 1)
konstant ist.

Beispiel 2.19 Die Abbildung n : [0,27] x [0,1] — R?, (¢t,0) — (a(l — o) cost,b(l — o)sint)
ist eine Deformation, die die FEllipse mit den Halbachsen a > 0 und b > 0 auf den Koordina-
tenursprung zusammenzieht. Auch

2a 1 2b 1
) 2 sa (o «fy .
0 :10,27] x [0,1] — R*, (t,a)r—><5 (2 0—|—2_0>cost,3 <2 o 2_0>smt>

ist eine Deformation dieser Ellipse, wobei hier d1(t) = (%,0) gilt, d.h., U's, ist gleich dem

Intervall [—4?“, 4?“] und das offene Intervall (—%, %) wird dabei zweimal durchlaufen.

Das Gebiet 2 C R™ nennen wir einfach zusammenhingend, wenn jeder geschlossene, stiick-
weise glatte Weg v : [a,b] — Q in © auf einen Punkt zusammenziehbar ist. Satz 2.17 lisst sich
nun wie folgt verallgemeinern.

Satz 2.20 FEin stetig differenzierbares Vektorfeld f : Q@ — R™ auf einem einfach zusam-
menhdngenden Gebiet  C R™ ist genau dann ein Gradientenfeld, wenn die Integrabilitits-
bedingung (2.1) erfillt ist.

Beispiel 2.21 Fiir das Vektorfeld f : R? — R? | (x1,22) — (w125 + 227, 20223 — 25) ist die
Integrabilititsbedingung (2.1) erfillt. Wir erhalten f =V mit

2.4 6 7
Tir T z
gp(ﬂ:l,xg):% 31—72%—0

mit einer beliebigen Konstanten c € R.

Es sei Q@ = {(z,9) € R?:a <2 <b, ¢1(z) <y < ()} ein Normalbereich mit stetigen Funk-

tionen ¢; : [a,b] — R beschrénkter Variation. Der Rand I' = 02 von Q setzt sich aus den

Kurven Iy ,, I'5, , F’Y{ und I}{Q_ zusammen, wobei i (t) = (¢, ox(t)), a <t < b, 1 (t) = (b, 1),
- oP

©1(b) <t < (b)), und Y2 (t) = (a,t), p1(a) <t < @y(a). Es seien nun P, 5 ) — R stetige
Y

Funktionen. Dann gilt

OP(zx, b re2®) §p(a,
// 7((9 v) d(z,y) = // 72 y) dy dz
Q Y a Jpi(z) Y

b
_ / [P(x, a(x)) — P, p1(x))] da

_ /WP(x,y)dx—/ylP(x,y)dx:—/FP(x,y)dx.

Analog erhilt man fiir einen Normalbereich Q = {(z,y) € R?: ¢ <y < d, ¥1(y) < = < ¢2(y)}
mit stetigen Funktionen 1); : [¢,d] — R beschrinkter Variation und mit dem Rand I' = 02

und fiir stetige Funktionen @), I : 2 — R die Formel
z

//Q%d(m,y) :/FQ(%y)dy-
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Der folgende Gaufl’sche Integralsatz der Ebene ergibt sich als Spezialfall des entsprechenden
Satzes in Kapitel 3.

Satz 2.22 Der Rand I' = 02 des einfach zusammenhdngenden Gebietes Q C R? sei eine stiick-

opP 0Q

weise glatte, geschlossene Jordankurve. Ferner seien P, Q, — 3y B : 0 — R stetige Funktionen.

// [862 z,y) aP((;;,y)] d(z,y) = /F[P(x,y) dz + Q(x,y) dy .

Dann gilt




Kapitel 3

Oberflichenintegrale und
Integralsitze

3.1 Definition der Oberflichenintegrale

Wir bewegen uns jetzt im dreidimensionalen Euklidischen Raum R?. Jedem Punkt

€1
3
x=(r1,20,23) = | 22 | €R
xs3
. . 3 .
ordnen wir den Vektor @ = wie] + xoes + xz3e3 € R? mit e_f = [ 0 ]k—l zu. D.h., wir

identifizieren  und 7 in diesem Sinne. Neben dem Skalarprodukt

3

k=1

mit |7 | = |z| = \/(Z, y) verwenden wir auch das Kreuzprodukt
- = —
€1 €e2 €3

T XY =,det| w1 wa w3 | = (voys — w3ya)el + (x3y1 — T1y3)es + (T1y2 — Tays)es

Yyi Y2 Y3

zweier Vektoren. Offenbar gilt

KI) Tx7=—(7x7),TxT=06,

— e e
Z)=T XY +7T x7,
Ty T2 I3

21 22 Z3

Aus (K4) folgt insbesondere, dass der Vektor 2 x 3 auf 7’ und auf 3 senkrecht steht.

Das Kreuzprodukt zweier Vektoren 7 und 3 kann auch koordinatenfrei definiert werden: Der
Vektor @ x % ist genau der Vektor, dessen Betrag gleich dem Flicheninhalt des durch z und

21
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Y aufgespannten Parallelogramms ist, der senkrecht auf der durch 7 und ¥ aufgespannten
Ebene steht und der mit 7 und % in der Reihenfolge @', /', @ x ¥ ein Rechtssystem bildet.

Fiir f,g: (a,b) — R3 definieren wir

Py (Txd)0):=TWx70).

Es folgt, falls f und g differenzierbar sind,

P2 (Fx7)=Tx7+7x7"

Sind G C R? eine offene Menge und f : G — R? eine gegebene Abbildung mit

—
[ (ur,u2) = fi(ur,uz)er + fao(ur,uz)es + f3(ur,uz)es,

so definieren wir

auj el u]'
und
of 0%
Oty _ oy | B s
A(ur,uz) ofi 9f;
3U1 8UQ
Es folgt
(P3) a_fxa_f: a(f2af3)6—1>+a(f3,f1)6—2>+a(f1’f2)6—3>

aul 6u2 a(ul,u2) a(ul,u2) 8(u1,u2)

Definition 3.1 Sind f : G — R? eine stetig differenzierbare Abbildung auf der offenen Menge
G C R? und K C G eine kompakte, Jordan-messbare Menge, K # 0, so nennt man die Abbildung
f: K — R3 cine Fliche mit dem Parameterbereich K und F := f(K) ein Flichenstiick mit
der Parameterdarstellung x = f(u) bzw. (z1,22,x3) = f(u1,u2) oder auch

T =T (= fwe + f(w)e + fs(u)e.

Beispiel 3.2 Sind ¢ : G — R eine stetig differenzierbare Abbildung und
- —

f(u) = wiel +uges +p(u)es,

so ist f(K) der Graph der Funktion ¢ : K — R. Dabei gilt

Of (W) . dp(u)

auj - ej + 8uj e
und somit
Of (w) 0F(w) _ 0p(u) _,  dp(u)
X =— er — e +es3.

8U1 8UQ 3U1 8UQ
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Beispiel 3.3 Mit K = [0, 27] x [—%, %] erhalten wir fiir ein festes r > 0 und

- — . — . —
f (u) = rcosugcosug €] + rsinuj cosug ez + rsinug e3

als Flichenstick f(K) die Kugeloberfliche mit dem Radius r > 0 und dem Mittelpunkt © . Dabei
qgilt

Of ()  0F(u)

-
B Dy rcosuy f(u).

Sind f : K — R3 eine Fliche und 2° = f(u’) € F = f(K) ein fester Punkt auf dem
Flichenstiick F', u® € K, so verstehen wir unter der Tangentialebene von f im Punkt 2°

die Ebene R R
0 0
{)\laf(u)+)\28f(u):)\:(Al,&)eRz}

6u1 (3u2

und unter der Tangentenebene von f im Punkt 20 die Ebene

()0
{xO—Ir)qa‘ggf)—i— 26{;152 ) .A:<A1,Az)eR2},

9 f (u°)
Ou,
ein glatter Weg mit y(tg) = u’, to € (a,b), soist f o~ : [a,b] — F ein differenzierbarer Weg

durch den Punkt 2. Dabei gilt

falls die zwei Vektoren , 7 = 1,2, linear unabhéngig sind. Ist ndmlich v : [a,b] — K

’LLO ’LLO
(F 07 (t0) = F/(2tt0))7 (t0) = (10) 2L 4 1) 221D .

—
Der Vektor (f o) (to) liegt also in der Tangentialebene von f im Punkt 2°. Der Vektor

iy~ @) 9T @)
6u1 (3u2

steht senkrecht auf der Tangentenebene von f im Punkt 2°, weshalb wir diesen Vektor einen
Normalenvektor der Fliche f im Punkt 2° = f(u°) nennen.

Wir stellen uns nun die Aufgabe, den Flicheninhalt |F| des Fléchenstiicks F' = f(K) zu berech-
nen. Der Flicheninhalt von f([uf,u{ + Auq] x [ud,u§ + Aug]) ist fiir kleine Au; > 0 ungefihr
gleich

‘a?<u°> 07 (u°) Aus Ay

6u1 (3u2

Das fithrt zu der Formel

F(w) 3f()

F
’ ’ 8U1 8UQ

d(uy,usg) / |7 (u)| du.

Beispiel 3.4 Der Flicheninhalt der Oberfliche einer Kugel vom Radius r ist gleich (vgl. Beispiel

3.3)
2
/ / Tcosu2|f (u)| dug duy = 4772 .
3
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Definition 3.5 Sind f : K — R3 eine Fliche, ¢ : f(K) — R ein stetiges Skalarfeld und
v: f(K) — R3 ein stetiges Vektorfeld, so verstehen wir unter dem Oberflichenintegral
erster Art von ¢ iber F = f(K) das Integral

/ /F pdr = [ /K o (f (u, u2)

und unter dem Oberflaichenintegral zweiter Art von v tber F' das Integral

//F“? = //K (), 7 (w)) du = / /K (0(J (W), n(w)) du.

Wir nennen zwei Parametrisierungen f : K — R3 und g : M — R? des Flichenstiicks F =
f(K) &quivalent, wenn ein Diffeomorphismus (d.h. eine bijektive und in beiden Richtungen
stetig differenzierbare Abbildung) h : Gy — G einer offenen Menge Gy C R? mit M C Gy
in eine offene Menge G C R? mit K C G existiert, so dass det h'(w) > 0 fiir alle w € Gy,
h(M) = K und g(w) = f(h(w)) fir alle w € M gilt. Es ist dann offenbar g(M) = f(K) = F

und auflerdem

Of ()  0F (u)
3U1 3UQ

dtur,ua) = [ ) [7 @) du

07 (w) _0gw) (07 (hw) 9F (h(w)) ,
811)1 X 811)2 :< 6u1 % (3u2 )deth(w)’

woraus z.B.

J[ oy mw)a = [ (@), 7 ew) e ) de

-/ /M (¥ (g(w)), 7 (w)) du

folgt. Die Definition 3.5 ist also im Sinne der Verwendung &quivalenter Parametrisierungen
unabhéngig von der Parametrisierung des Fliachenstiicks F'. Lésst man in obigen Betrachtun-
gen auch det h'(w) < 0 fiir alle w € Gy zu, so dndert sich in diesem Fall das Vorzeichen des
Oberflichenintegrals zweiter Art. Jede Aquivalenzklasse von #quivalenten Parametrisierungen
definiert also eine Orientierung des Flichenstiicks. So ist z.B. f(w;, —ws) ein Reprisentant der
zu f(u1,us) entgegengesetzten Orientierung.

Wir werden im Weiteren eine Fliche f : K — R3 und das Flichenstiick F' = f(K) eigentlich
nennen, wenn K gleich der AbschlieBung eines beschrinkten Gebietes Q # () des R? ist, die
Abbildung f : @ — R? injektiv ist und Rang f'(u) = 2 fiir alle u € Q gilt.

Beispiel 3.6 Mit

Ul — U9 wi + W2
- . 2
flu)=| w1 +u und h(w) = W — 1wy
uf —uj 2

erhalten wir

1
, d.h. det b (w) = 3> 0,

=

—~

g

N—

Il
N~ N~
N~ N~
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und die Parameterdarstellung

einer Sattelfliche.

Unter einem zusammengesetzten Flichenstiick verstehen wir die Vereinigung endlich vie-
ler Fliachenstiicke, die nur Randpunkte gemeinsam haben. Das Oberflichenintegral iiber ein
zusammengesetztes Fliachenstiick ist dann gleich der Summe der Integrale iiber die einzelnen
Flachenstiicke.

3.2 Integralsitze

Es seien nun 2 C R3 ein Gebiet und v : @ — R3? ein stetig differenzierbares Vektorfeld (z.B.
das Geschwindigkeitsfeld einer stationéren Stromung).

(a) Die Differenz zwischen dem aus dem Quader £ = @ herausflieBenden Volumen pro Zeit-
einheit und dem in den Quader hineinflielenden Volumen pro Zeiteinheit ist gleich

//F v (z)dF , (3.1)

wobei die Oberfliche F' = 9Q) des Quaders @ (ein zusammengesetztes Flidchenstiick) so
orientiert ist, dass die Flichennormale nach auBen (also in R?\ @ hinein) zeigt. Man nennt
das Integral (3.1) den Fluss von v durch die Oberfliche F .

(b) Wir erhalten / /F T dF = / / /Q [62196(196) + ag;(:) + 829;:)} dz .

(c) Bezeichnen wir mit |@Q| das Volumen von @, so ist offenbar

Ubersch 1
mittlere Ergiebigkeit bzgl. ) = Uberschuss @ / / v dF .
F

Volumen von @) -

(d) Die Divergenz (Ergiebigkeit) des Vektorfeldes @ im Punkt x¥ ist gleich dem Grenzwert
der mittleren Ergiebigkeit, wenn man @Q auf den Punkt 2% zusammenzieht:

1
diveo(z®):= lim — // vdF .
QI-0,20€Q Q] J JF

Ist div ¥’ (z%) > 0, so nennt man z° eine Quelle des Vektorfeldes v, ist div v’ (z°) < 0,
so Senke.

(e) Der Grenziibergang in (d) liefert somit unter Verwendung von (b)

. ov1(z°)  Ovg(x)  Ous(a?)

div v (2") = :

v (x ) 63:1 + 63:2 + 63:3

Man nennt das Vektorfeld v : 8 — R3 quellenfrei, wenn div v’(z) = 0 V. € Q gilt.

Unter (b) steht die “elementare” Form des Gauf’schen Integralsatzes im R3. Fiir dessen allge-
meine Formulierung bendtigen wir folgende Definition.
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Definition 3.7 Eine kompakte Menge B C R? heifit Bereich mit stiickweise glattem Rand,
wenn folgende Bedingungen erfillt sind:

1. B ist die Abschlieflung einer nichtleeren offenen Menge @ C R3.

2. Der Rand OB von B ist die Vereinigung endlich vieler eigentlicher Flichenstiicke fr(Qx),
k=1,...,n0 (Q C R? nichtleer und offen), die nur Randpunkte gemeinsam haben, wobei
Rang f;(u) =2 Vu € Q. gilt und der Rand von Qy, stiickweise glatt ist.

3. Die Normalenvektoren auf 0B weisen nach auflen.

Satz 3.8 (Gauf’scher Integralsatz) FEs seien B C R? eine Bereich mit stiickweise glattem
Rand F = 0B und v : B — R3 ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Dann gilt

//F?d?:///Bdiv?(x)dx

Interpretation: Die durch die Oberfliche von B flielende Fliissigkeitsmenge ist gleich der
Menge, die die Quellen in B produzieren.

Folgerung 3.9 Es seien ¢ : B — R ein stetig differenzierbares Skalarfeld auf dem Bereich
B C R? mit stickweise glattem Rand F = OB und d € R® ein beliebiger, aber fest gewdhlter
Vektor. Wir betrachten das Vektorfeld v (z) = p(z) @ , x € B . Aus dem Gauf’schen Integralsatz
3.8 folgt dann

//F?dfz (//F<p(x)df,7> :///Bdivmx)dm: <//BV<p(x)dm,7>.

Da diese Beziehung fiir alle @ € R? gilt erhalten wir den Gauf3schen Integralsatz fiir Ska-

larfelder // dF /// ot

wobei die Integrale komponentenweise zu bilden sind.

Beispiel 3.10 Ein Korper B schwimme in einer Flissigkeit mit dem spezifischen Gewicht p.
Mit B* bezeichnen wir den Teil von B, der sich unter der Fliissigkeitsoberfiiche befindet. Die
Gesamthiohe des Flissigkeitsstandes sei h > 0. Dann ist die Druckverteilung durch

bo : ,IgZh,
p(z) =
po+ph—z3) : 0<z3<h,

gegeben, wobei pg der Luftdruck iiber der Fliissigkeitsoberfliche ist. Der Auftrieb A st definiert
als die Kraft, die durch den Druck erzeugt wird. Dabei ist zu beachten, dass der Druck der nach
auflen gerichteten Flichennormalen entgegenwirkt. Mit F = OB, F* = OB* und F, = 0(B\ B*)
ergibt sich aus Folgerung 3.9

A= // ) dF = — // 2)dF* //
[ wreras= [[[  wpteraz =~ [[] _gp P ((1; |

Das ist genau das Archimedessche Auftriebsgesetz: Die Auftriebskraft ist dem Betrag nach gleich
dem Gewicht der verdringten Flissigkeit.
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Folgerung 3.11 Es sei v : D — R? ein stetig differenzierbares Vektorfeld, wobei D C R?
durch die stickweise glatte und geschlossene Jordankurve I' = {x = ~(t) : t € [a,b]} berandet
werde. Wir definieren

B=Dx|0,1] = {xeR?’ (xl,mg)eﬁ,ngggl}

und
v1 (1, 22)

W:B—R? z— vo(x1,2)
0
Mit F* = 0B und F =T x [0,1] erhalten wir aus Satz 3.8

vy % _ —0 —>0_//
// (8:{31 8x2> (x1,x2) /// div v xl,xg,xg)—/pov dF"° =

wobei F' die Parameterdarstellung

eS|
<
QL
S

7 (t) 0 7 (t)
W(tz)=| %) | x| 0| =] -
0 1 0

. — —_
gestattet. Also gilt dF = 7 (t,z)d(t,z) und

/ /F TO4E = /0 1 / (TOn(0),72(0), 2, T 1, 2)) deds = / [0 (50 — (A 0] .

so dass ) ,
U1 (] B B
// (8.%’1 ax2> d(xl’xz) - A(Ulde Uzdl‘l) .

Das ist der Gauj$’sche Integralsatz in der Ebene (vgl. Satz 2.22).

Unter der Zirkulation eines Vektorfeldes v : 8 — R? léings einer geschlossenen rektifizierbaren
Jordankurve T C 2 verstehen wir das Kurvenintegral zweiter Art

/Fv(:c) dz .

Definition 3.12 Ein Flichenstick F = {f(u) :w € D} C R® nennt man einfach, wenn fol-
gende Bedingungen erfillt sind:

1. D ist offen, nichtleer und einfach zusammenhdingend mit stiickweise glattem Rand.
2. Der Rand von D ist positiv orientiert, d.h. D liegt links von 0D .

3. Die Abbildung f : D — Ifg ist injektiv und zweimal stetig differenzierbar, und es gilt
Rang f/'(u) = 2 fiir allew € D.
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(f) Es seien v : @ — R3 ein stetig differenzierbares Vektorfeld und F C Q ein einfaches
Flichenstiick mit dem Rand 0F , Q C R3 offen. Die mittlere Wirbelstéirke von v bzgl. F
ist dann gleich

1
m aFv(x) dx

und die Wirbelstiirke im Punkt 2° € Q bzgl. der Richtung 7 gleich

1

lim — v(z)dz
mww@W!w()‘

W (2°) =

wobei der Grenzwert iiber ebene Flichenstiicke mit der Normalenrichtung 7 zu nehmen
ist. Es sei z.B.

oF = {7(75) = (71(t),72(t)a~"3g) ra<t< b} )

also 0D = {(71(t),72(t)) : @ <t < b} . Dann folgt unter Verwendung von Folgerung 3.11

b b
/ v(@)de = / (1)), (1)) dt = / [ (YO (8) + oy () (0)] dit
oF a a

= /ap [v1 () dzy + va(z) dao] = //D (g—z - g—zz> d(z1,22),

also
Ovg (%) vy () 0
W—(20) = - fir W =1,0
8561 8:62 1

[ Ovg(2?) B Ovg(x0) T
63:2 63:3
dv1(a®)  Quvs(a® o 1°
ot 70 = | 2nE) 9w | | 9 1T 500y Z v x (a0
63:3 63:1 8-%'14: k=1
dva (V) B vy (z)
L Oxq Oxy |

(g) Es seien v: Q — R? ein stetig differenzierbares Vektorfeld und F = {f(u) :u € D} C Q
ein einfaches Fliachenstiick und 9D = {y(t) = (71(t),72(t)) : a <t < b} stiickweise glatt,
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so dass OF = {f(y(t)) : a <t < b} . Dann gilt

b
[ v@de = [ GUa@). s aen o) d
oOF a

b 10
_ / v(f(fy(t)))T[ afélit)) afélf” ] P( ]dt
¢ g

b
= [ [weon L0+ wownt LD )| d

= o™ 2 du o 25 i,

[ L2 (o 22) - 2 (i )]

- <v s @553)@5?—@ o 20 210

=] [ - v i .

Fiir einen konstanten Vektor a = [ ai as as ]T € R? gilt

[v/(x) _vl(x)T] 0 [ ’ <8vj(33) B (%k(ﬂ:)) a ] ’ — rot T(z) X @
k=1

aﬁﬂk 63:j

j=1
Also ist

[ voria= [ (s 2200 20 [ v F.

Satz 3.13 (Stokes’scher Integralsatz) Sind v:Q — R3 ein stetig differenzierbares Vektor-
feld und F C Q ein einfaches Flichenstiick, so gilt

/ v(m)dx:// rot v dF .
oF F

Interpretation: Die Zirkulation entlang einer Kurve ist gleich dem Integral {iber alle Wir-
belstdrken auf einem Flachenstiick, welches von dieser Kurve berandet wird, also gleich dem
Wirbelfluss durch dieses Fliachenstiick.

Folgerung 3.14 Es seien v : Q — R3 ein stetig differenzierbares Vektorfeld und B C Q ein
Bereich mit stiickweise glattem Rand F = 0B, der sich als Vereinigung endlich vieler einfacher
Flachenstiicke darstellen ldsst, die nur Randpunkte gemeinsam haben. Dann gilt

// rot?d?:(),
F

d.h. der Wirbelfluss durch eine geschlossene Oberfliche ist gleich Null.
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Folgerung 3.15 Wir betrachten den ebenen Fall. Seien also v : Q — R? stetig differenzierbar,
D C Q C R? und D ein einfach zusammenhingendes Gebiet mit stiickweise glattem Rand 0D .
Dann folgt

/ (v dxy + vy dx2) :/ v(x)dr = // rot v dD = // <% — %> d(xy,x9).
oD oD D D a$1 ({91'2

In der Ebene sind also Stokes’scher und Gaufscher Integralsatz identisch.

3.3 Folgerungen aus den Integralsitzen

T
e Mit der Bezeichnung V = [ 8%1 8%2 8%3 } (Nabla — Operator) haben wir fiir ¢ :
2 —R

o dp p 1T
= — — — = d
VLP [ 8.%'1 31‘2 31‘3 :| grace

(Gradient von ¢) und fiir v : Q — R3

Ovy  Ovy  Ous .
V.-v=(V =— 4+ —+—=d
v={V,v) dry  Oxe  Oxs vy

. — .
(Divergenz von v') sowie
—
V x v =rot v

(Rotation von ).

Fiir ¢, : Q — R, v,w: Q — R? und A\, € R gilt
VA + ) = AVe+uViy,
V(A + pw) = AVv) + pu(Vw),
VxM+pw) = MV xv)+pu(Vxw).

e Fiir a € R3 schreiben wir

pT D DO
N 18561 263:2 38:63 '

Ferner ist fiir p : Q@ — R

HVANY

821)1 822}2 622}3
(V- V)= or?  Ox3 = 023

(A - Laplace-Operator).

Varianten des Gauf3’schen Integralsatzes (F' = 0B):

1. Satz 3.8: //F?d?:///Bdiv?’(x)dm
2. Folg. 3.9: / /F o(z)dF = / / | Vo) do
3. //F?)xd?:—///Brot?dx
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e Varianten des Stokes’schen Integralsatzes:

-
1. Satz 3.13:/ v(x)dx:// rot v dF
OF F
—
2. / gp(x)dx:—/ Ve xdF
OF F

3. /(9F?de:_//F<d?XV>X7

e Formeln der partiellen Integration: Es seien ¢, : 2 — R zweimal stetig differenzier-
bar und B C 2 C R? ein Bereich mit stiickweise glattem Rand F = 9B . Dann gelten die
erste und zweite Green’sche Formel

/]/prwdx‘j[/ 5 A — ([/ (Veo, Vi) d (3.2)
/].< a@>dF /X/ P — YAp) da (3.3)

Dabei bezeichnet 7' die normierte i#uflere Normale. Aus der ersten Green’schen Formel

folgt (¢ = 1)
/ / U ap = / / Adda. (3.4)

3.4 Wirbel- und quellfreie Felder

Es seien 2 C R? ein einfach zusammenhiingendes Gebiet und ¢ : @ — R, v : Q@ — R3 zweimal
stetig differenzierbar.

(a) Aus divrot v =V - (Vx 7)) =(V,V,7)=(7,V,V)=V xV, ) =0 folgt:

‘Jedes Wirbelfeld ist quellfrei.‘

(b) Aus rot (Vy) =V x (Vg) = © folgt:

‘Jedes Potentialfeld (Gradientenfeld) ist wirbelfrei.

Das ist uns schon aus den Uberlegungen in Abschnitt 2.3 bekannt. Mehr noch: Nach Satz
2.20 ist ein stetig differenzierbares Vektorfeld v : @ — R? auf einem einfach zusam-
menhingenden Gebiet 2 C R3 genau dann ein Gradientenfeld, wenn es wirbelfrei ist.

(c) Sind also rot ¥ = © und div v’ = 0in §2, so existieren ein Potential 2 — R mit v = V.
Es folgt 0 = div ¥ = Ay auf Q. Eine zweimal stetig differenzierbare Funktion ¢ : @ — R
heifit harmonisch, wenn V(z) = 0 fiir alle z € Q gilt.

(d) Fiir y € R? betrachten wir die Funktion s, : R* — R, z — —In|z — y|. Es folgt

Vsy(x) = ~ 7Y Im Fall y € R3 setzen wir s, : R — R,  — ——— und erhalten
| —y? |z —y]
x p—
Vsy(x) = —ﬁ , also
Vsy(z) = S d=2,3
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Es folgt
Asy(z) =0 V(z,y) € R de\{(x,y) e R? x Rd:x:y} .

Hinweis: Sind ' C R? eine von einem rektifizierbaren Jordanweg erzeugte Kurve oder ein
Flachenstiick, ¢ : I' — R eine stetige Funktion und

O(x) = /ng(y)sy(:v) al'y, =z¢ R? \T

(Integration bzgl. v, Kurven- bzw. Flichenintegral erster Art), so ist ® : R4\ T' — R
harmonisch.

Im Weiteren seien B C R?® ein Bereich mit stiickweise glattem Rand und © = int(B) sowie

F = 9B der Rand von B (und Q).

(e)

Dirichlet-Problem: Gegeben ist eine stetige Funktion g : FF — R, gesucht eine in )
harmonische und auf B stetige Funktion ¢ : B — R mit ¢(x) = g(z) Yz € F.

Wie viele Losungen kann dieses Problem haben? Sind @1, o : B — R zwei auf B zwei-
mal stetig differenzierbare (d.h. in einer B umfassenden offenen Menge zweimal stetig
differenzierbare) Losungen, so 16st ¢ = ¢1 — ¢ das homogene Problem

Ap=0 in 2, =0 auf F.

Aus der ersten Green’schen Formel (3.2) folgt dann

[ff o

also Vi = 0 auf B. Damit ist ¢ auf B konstant und somit, wegen ¢ = 0 auf F', identisch
Null. Es kann also nur eine zweimal stetig differenzierbare Losung geben.

Mittels des Maximumprinzips fiir harmonische Funktionen (sieche Satz 3.18) kann man
zeigen, dass auch auch das urspriingliche Problem hochstens eine Losung besitzt.

Neumann-Problem: Gegeben ist eine stetige Funktion g : FF — R, gesucht eine in )

harmonische und auf B stetig differenzierbare Funktion ¢ : B — R, die 8—f> =g auf F
n

(genauer: in allen Punkten von F', in denen die duflere Normale 7 wohldefiniert ist) erfiillt.
Hier folgt aus der ersten Green’schen Formel (3.2), dass sich zwei auf B zweimal stetig
differenzierbare Losungen dieses Problems nur durch eine additive Konstante unterscheiden
konnen.

Gemischtes Randwertproblem: Gegeben sind die stetigen Funktionen g,h : FF — R
mit h Z 0, gesucht ist eine in ) harmonische und auf B stetig differenzierbare Funktion
0
¢ : B — R, die der Bedingung 8—ﬁ +h = g auf F geniigt. Fiir die Differenz ¢ = @1 — 9
n

zweier zweimal auf B stetig differenzierbarer Losungen folgt aus der ersten Green’schen

Formel (3.2)
2 &P 2
]ch[ dx = — dF = — hp“dF <0.
F

Hieraus ergibt sich wieder Vo = 0 und somit ¢ = ¢y = const auf B. Also ist hcyg =
dp
—om =
Losung.

0, d.h. ¢g = 0. Es gibt somit hichstens eine auf B zweimal stetig differenzierbare
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(h) Poisson-Problem: Gegeben sind die stetigen Funktionen f: Q2 — Rund g: F — R,

()

gesucht ist eine auf 2 zweimal stetig differenzierbare und auf B stetige Funktion ¢ : B —
R, die

Ap=f in Q, =g auf F
geniigt. Dieses Problem kann in zwei Teilprobleme zerlegt werden: Man sucht ¢ = 1 + 9

mit
Apr=f in Q, pp=0 auf F

und
Aps =0 in Q, @o=g auf F.
Sind ¢ : B — R eine zweimal stetig differenzierbare Losung des Problems
Ap=f in Q, =0 auf F

und 9 : B — R eine beliebige zweimal stetig differenzierbare Funktion mit ) = 0 auf F’,
so folgt aus der ersten Green’schen Formel (3.2) (man vertausche die Rollen von ¢ und )

—///ngo,vw dx://Bz/zfdm.

Diese Tatsache kann fiir einen schwécheren Losungsbegriff verwendet werden, indem man
w: B — R, p =0 auf F' eine schwache Losung nennt, wenn die letzte Gleichung fiir alle
Funktionen ¢ : B — R aus einem geeigneten Funktionenraum gilt. Auch fiir homogene
Neumann-Randbedingungen, d.h. fiir das Problem

e _
o

kann man dies aufschreiben, wobei hier keine Randbedingungen an ¢ zu stellen sind.

Ap=f in Q, 0 auf F,

Ein Vektorfeld w = rot v : © — R? nennt man also ein Wirbelfeld (vgl. Punkt (a))
und 7 ein dazugehoriges Vektorpotential. Aus (a) folgt, dass die Bedingung divw = 0
in Q notwendig dafiir ist, dass w ein Wirbelfeld ist. Seien nun diese Bedingung erfiillt,
2% € Q und Q sternférmig bzgl. 20 sowie

v (z) = /01 (W (2 + t(x — 2")) x (z —2%)] dt, ze€Q.
Unter Verwendung der Formel
rot {E) X ?} —Tdivh — bdiva —{—cﬁ)— bTa)
kann man zeigen, dass dann rot v = W in § gilt.
Sind W = rot ¥ ein Wirbelfeld und V¢ ein Gradientenfeld, so folgt aus (b)

w =rot (U + V),

d.h., auch v + V ist ein Vektorpotential fiir @ . Umgekehrt folt aus W = rot ¥ = rot u
also aus rot (v" — ') = O, nach Satz 2.20, falls  einfach zusammenhingend ist, v — o

V.

Wir suchen zu einem quellfreien Wirbelfeld @ = rot ¥ ein quellfreies Vektorpotential, also
nach (k) ein Skalarfeld ¢, so dass div (v + V) = 0 gilt. Man erhilt also die Gleichung

Ap = —divy .
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(m) Es seien ¥ : Q — R? ein gegebenes Vektorfeld und die Gleichung Ay = div " auf dem
sternformigen Gebiet 2 16sbar. Es folgt div (7" — V) = 0. Nach (j) existiert also ein
Vektorfeld w : Q — R3 mit v — Vi = rot w . Also ist ¥ = rot w + V¢ als Summe eines
quellfreien und eines wirbelfreien Vektorfeldes darstellbar.

1
Wir wenden jetzt die zweite Greensche Formel (3.3) auf die Funktion ¢(z) = sy(z) = ——

— Yl
(d =3), y € int(B) und B. = B\ U.(y), F. = 0B; an, um eine Darstellungsformel fiir

harmonische Funktionen zu gewinnen.

e Zuvor einige Betrachtungen zu Integralen mit Singularitdten: Es seien B C R™ Jordan-
messbar und f: B\ {:UO} — R gegeben. Fiir jede Jordan-messbare Umgebung U von 2.°
(d.h., fiir jede Jordan-messbare Menge U C R?, fiir die 2° innerer Punkt ist) existiere das
Integral fB\—U f(x)dxz . Wir sagen, dass das uneigentliche Integral

/ f(z)dx (3.5)
B

existiert, falls fiir eine beliebige Folge (U,,), -, von Umgebungen von 20| die sich fiir n —
oo auf 29 zusammenziehen, der Grenzwert

lim f(x)dx
n—oo B[,

existiert. Dieser Grenzwert ist dann unabhéngig von der Wahl der Folge (U,),~; und
definiert den Wert des Integrals (3.5).

Beispiel 3.16 FEs seien R > 0, A € R und m = 2 oder m = 3. Das Integral fKR((%) |z| = dx

mit Kp(z?) = {z € R™ : |z — 2| < R} euistiert genau dann als uneigentliches Integrals, wenn
A <m gilt.

Folgerung 3.17 Es seien B C R™ Jordan-messbar und f : B\ {xo} — R gegeben. Fiir ein
R > 0 gelte Kr(2°) C B und

f(z)] < —< z € Kp(z")\ 20,

mit Konstanten ¢ > 0 und A < m € {2,3} . Ferner sei f auf B\ U fir jede Jordan-messbare

Umgebung U von z integrierbar. Dann existiert das uneigentliche Integral | f(x)dzx.
B

e Man erhélt fiir eine auf dem Bereich B mit stiickweise glattem Rand F' zweimal stetig
differenzierbare Funktion ¢ : B — R die Formel

477// !w—y\ +_// \x—yP /// \x—y\

y € int(B) =: Q, wobei das letzte Integral im uneigentlichen Sinne existiert. Ist ¢ harmo-
nisch in €2, so ergibt sich die Darstellungsformel

-y
dF — de, Q. 3.6
) 47r//F|:c—y| rar s o [ v o=l ye (3.6)
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e Sei ¢ : 2 — R auf der offenen Menge €2 harmonisch. Wendet man die Darstellungsformel
(3.6) auf B = K,(y) C Qund F = F, = 0K,(y) an, so erhilt man die Mittelwerteigen-
schaft harmonischer Funktionen

V) = 5a [ war

Aus der Mittelwerteigenschaft erhilt man das Maximumprinzip.

Satz 3.18 (Maximumprinzip fiir harmonische Funktionen) Ist ¢ : Q@ — R auf dem
Gebiet Q C R® harmonisch und nicht konstant, so kann v in Q kein Mazimum besitzen.

3.5 Zum Beweis des Gauf’schen Integralsatzes

Satz 3.19 Es seien f : K — R3 eine Fliche, F = f(K) das zugehérige Flichenstick, S :
F — G := S(F) ein Diffeomorphismus mit detS'(x) #0Vx € F undv: F — R3 ein stetiges

Vektorfeld. Dann gilt
//Wd?://@’dé’,
F G
1

S'(S7Hx)v(S7H(z)), zed,

wobei
w(@) = S S e )

bzw. (mit T=5"1:G—F)
w(z) = [det T' ()] [T'(z)] " o(T(x)), z€G.

Satz 3.20 Sind v : Qy — R3 ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf der offenen Menge
Qo C R und T : Q1 — Qo ein C%-Diffeomorphismus mit detT'(z) # 0 Vo € Qi sowie
w:Q — R? gegeben durch

w(z) = [det T'(2)] [T(x)] " o(T(2)),

so gilt
div W (z) = [det T'(z)] div V' (T(z)), =€ Q.

Bezeichnungen:
o 5= {B C R?: B — Bereich mit stiickweise glattem Rand} ,
e Bg ={B € B: Auf B gilt der Gaui’sche Integralsatz.}

Satz 3.21 Sind B, € Bg und T : By — Bo ein C?-Diffeomorphismus mit detT'(x) > 0
Ve By, soist By € Bg.

3.6 Felder in krummlinigen orthogonalen Koordinaten

Definition 3.22 Unter einer orthogonalen Koordinatentransformation verstehen wir ei-
ne stetig differenzierbare Abbildung

T:D—R} wu—z=T(w), DcCR?,
mit det T'(u) > 0 Vu € D und

OT (u) 0T (u)

——,—F—— ) =0 k=123, #k D.
<auk? auj > ) ]’ )= ?‘7# ’ue
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Fiir jedes u® € int(D) existiert ein € > 0, so dass die Wege v* : (—¢,¢) — R3 mit v () =
Tl + t,ud,u), ¥2(t) = T(ud,ud + t,ul) und y3(t) = T(ul,ul,u§ + t) wohldefiniert sind.
Die zugehorigen, maximal fortgesetzten Kurven I'* nennen wir Koordinatenlinien durch den

oT (u”
Punkt 20 = T'(u®). Wegen (v*)(0) = a(u )
rechtwinklig. Die Vektoren

schneiden sich diese Kurven in z° paarweise

- 1 9T(u) - ) = OT (u)
ou(w) = T i g = |20
bilden wegen
(®(u), & (u)) =6, und det [gl(u)|52(u)|€3(u)} = (u)g;u)gg o det T'(u) = 1

ein orthogonales Rechtssystem, das sogenannte Rechtsdreibein entlang der Koordinatenlinien.

Beispiel 3.23 (Zylinderkoordinaten) Die Transformation T : D —s R3 mit

U1 COS U2
T(u) = | wuysinug und D = (0,00) x [0,27] x R
us3
ist eine orthogonale Koordinatentransformation, wobei T'(u) = w1, g1(u) = 1, go2(u) = uy,
g3(u) =1 und
COS U9 — sin uo 0
e1(u) = | sinug |, ex(u)=| cosusg , e3(u)=10
0 0 1

Beispiel 3.24 (Kugelkoordinaten) Die Transformation T : D — R3 mit

U1 COS Uz COS U3 o
T(u) = | wuysinugcosus und D = (0700) X [0,271] % <_§’ _)

. 2
U3 S us

ist eine orthogonale Koordinatentransformation, wobei T'(u) = u? cosuz und

gi(w) =1, ga(u) =ujcosus, gs3(u)=1u

sowie
COS U COS U3 — sin uo — COS U9 sin ug
e1(u) = | sinugcosus |, e2(u)= | cosusy , e3(u) = sin ug sin ug
sin ug 0 COS U3

Beispiel 3.25 (Toruskoordinaten) Fliir a > 0 ist die Transformation T : D — R3 mit
(@ + uy cos ug) cos ug
T(u) = | (a+ ujcosug)sinusy und D = (0,a) x [0,2n]?
U1 sin usg

eine orthogonale Koordinatentransformation, wobei T'(u) = uj(a + uj cosus),
gi(u) =1, ga(u) =a+ujcosug, gs(u)=u

und

COS U COS U3 — sin uo — COS U9 sin ug

e1(u) = | sinugcosug |, e2(u)=| cosus , e3(u) = sin ug sin ug
sin ug 0 COS U3
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Sind v : G — R3 ein gegebenes Vektorfeld und 7 : D — G eine orthogonale Koordinaten-
transformation sowie v(u) = v(T'(u)), so folgt

3
(u) = (w)e;(u),

j=1

wobei v;(u) = (v(u),€;(u)) die Koordinaten von v entlang der Koordinatenlinien bezeichnen.
Wir erhalten

Gﬁ(u) :Z |:3173(u) 'evj(u)—l—vj( )86]( ):| , k:1,2,3-

oug, ° ouy Ouy,
7j=1
Beispiel 3.26 Auf v(z) = (2%,0,0) wenden wir T(u) aus Beispiel 3.23 an. Es folgt v(u) =
(u3,0,0) und 1 (u) = u3 cosug , V2(u) = —u3 sinuy sowie v3(u) = 0.

Man beachte fiir das Weitere, dass die Differentialoperatoren grad , div , rot und A sich stets
auf die z-Koordinaten beziehen.

Es seien nun ¢ : G — R ein gegebenes Skalarfeld, T': D — G eine orthogonale Koordinaten-
transformation und ¢ (u) = ¥(T'(u)) . Es folgt

3
grad ¢(u) = Z(gradw( (), €j(w)) €;(u)

1

<.
Il

mit
=)y = ] - ., L@
(arad (T (w). &(w)) = s <g QoI W), =5 >
1 G~ 9(T(w) 0Th(u) 1 9Y(u)
- g;( Z:l oxy, Ou; _gj(u) duj ’
also

grad 1/) Z

€;(u). (3.7)
= gj u) auj J
Beispiel 3.27 (Gradient in Zylinderkoordinaten) Fir die Zylinderkoordinaten aus Bei-
spiel 3.23 ergibt sich aus (3.7) die Formel

Ob(w) 1 0b)

ai(u) ~
aul 1(U) (75} 6u2 2 (U) + 8U3

e1(u)

grad ¥ (u) =
bzw. mit u = (r, ¢, z) kurz

~ 9 1
gradd = or 6T+7°3cp%+ 9.

Fiir ¢ : G — R und v : G — R3 folgt aus

O@yon(@)] _ 00(@) |y 4 iy

31‘k 8.%'k

Ov(z)
31‘k

die Formel

div (¢ 0) = (grad ), V) + @ div v . (3.8)
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Unter der Voraussetzung, dass 7' : D — G bijektiv ist, wenden wir die Formel (3.7) auf
P(x) = [T_l(x)]k , d.h. ¥ (u) = ¢¥(T(u)) = ug, an und erhalten

1
grad ug, = ) ex(u) (3.9)

und somit

e1(u) = ex(u) x es(u) = ga(u)gs(u)[grad ug x grad us] .

Es folgt aus (3.8) und div (@ x b) = <?,r0t 7) - (ﬁ,rot ?)
div (vie1) = div[g2g3v1(grad ug x grad ug)]
= gogsv1 div (grad ug x grad ug) + (grad (g3gsv1), grad ug x grad ug)

1 ~\ ~ (387 1 0 D
= —— (grad (g2g301),¢€1) @D (929301)
9293 919293 Oux

und analog

. 1 9 : . 1 0 v;
div (263) = (919302) . div (U583) = (919203) '
919293 Oug 919293 Ousg
3 3
Wir schlussfolgern aus div v’ = div Z vje; = Z div (v;€;) die Formel
j=1 j=1

1 0 v 0 v 0 v
919293 Ouy Ouy Ous
Beispiel 3.28 (Divergenz in Zylinderkoordinaten) Formel (3.10) liefert fir die Koordi-
natentransformation aus Beispiel 3.23
1 8(u1’z71) + @ + 8(u1’z73)
6u1 (9u2 6u3

dive = —
U1
1 O(uqv7) N 1 @ N dvz 1 0(rv,) N 1 % N ov,

up  Ouy uy Ous = Ouz r Or r Op 0z
Unter Verwendung der Formeln (3.9), rot (1w ) = v rot w + (grad ¢) x w und (3.7) erhalten wir

3 3

3
rotv = rot Zij'éj = Zrot (Vjwe;) = Zrot (vjg;grad u;
j=1 j=1 j=1

3
= Z [vjg;rot grad u; + (grad (v;g;)) x (grad u;)]

j=1
3 3 ~
Ty \k Ouy, 9j
1 0(v292) 1 9(v3gs)

= €3 — €2

3
9192 Ouy g193  Oup

1 O - 1 O(v -
B (V1g1) Z 1t (V393) 5
9291 Oua g293  Ous

1 0(vig1) ~ 1 0(va2g2) ~
€9 — €
9391  Ous g3g2  Ous

)
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so dass B _ B
gier ga2€2  gses
- 0 0 0
rotv = det | — — —— | . (3.11)
919293 Oup Ous Ous
g1U1  gaU2 g3Us
Wiederum unter Beriicksichtigung von (3.7) ergibt sich
~ 1 99
Ay = divgrad ¢ = div Z — € = divw
= g; Buj
_ 1
mit @; = — o ,j=1,2,3. Aus (3.10) folgt somit
9j auj
~ 1 <. 0 P
AY = (8928 20 ) (3.12)
919293 5 Ouj 95 du;j

Beispiel 3.29 (Laplace-Operator in Zylinderkoordinaten) Mit der Koordinatentransfor-
mation aus Beispiel 3.23 nimmt Formel (3.12) die Form

~ 1]0 o o (1 0y o o
A = — |— - | === __ -

w (3] [6u1 <U1 8u1 ) + 8UQ <u1 6u2 ) + 6U3 <U1 8U3 ) ]
19 (00 1% &
ror \ or r20p? 022

0% 10y 106 24
o 10y 10%W 0%
or2 r Or  r20p? 022

an.

Beispiel 3.30 (Laplace-Operator in Kugelkoordinaten) Fiir die Koordinatentransforma-
tion aus Beispiel 3.24 liefert die Formel (3.12)

s oo, 0 (1 b\, o 0
AY = u? cos us [8u1 <ulcosu38u1>+6u2 (COSU3 8u2>+8u?, <C06u38u?,>]

10 [ L00 1 9% 1 9 ( o
- r2or (T 6r>+r20082796g02+r200519819 60519619 '
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