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Kapitel 1

Mehrdimensionale Integralrechnung

1.1 Flächenintegrale

Es seien B = [a, b] × [c, d] ein Rechteck und f : B −→ [0,∞) eine stetige Funktion. Wie
groß ist das Volumen unter dem Graphen der Funktion f , d.h. das Volumen V des Körpers
K =

{
(x, y, z) ∈ R

3 : (x, y) ∈ B, 0 ≤ z ≤ f(x, y)
}

?
Erste Antwort: Der Flächeninhalt einer Schnittfläche durch K parallel zur xz-Ebene ist gleich

α(y) =

∫ b

a

f(x, y) dx , so dass das gesuchte Volumen gleich

V =

∫ d

c

α(y) dy =

∫ d

c

(∫ b

a

f(x, y) dx

)
dy .

Analog würde man durch Vertauschen der Rollen von x und y die Formel

V =

∫ b

a

(∫ d

c

f(x, y) dy

)
dx

erhalten.

Beispiel 1.1 Für B = [3, 4]× [1, 2] und f : B −→ R , (x, y) 7→ (2x+ y)−2 liefern obige Formeln
V = 1

2 ln 36
35 .

Zweite Antwort: Zwei Zerlegungen Z1 = {x0, x1, . . . , xn} ∈ Z[a, b] und Z2 = {y0, y1, ym} ∈
Z[c, d] erzeugen eine Zerlegung von B in Teilrechtecke Bjk = [xj−1, xj ]×[yk−1, yk] .Wir definieren
mjk = inf {f(x, y) : (x, y) ∈ Bjk} und Mjk = sup {f(x, y) : (x, y) ∈ Bjk} . Dann gilt bestimmt

Su,B(f ;Z1 × Z2) :=

n∑

j=1

m∑

k=1

mjk∆jk ≤ V ≤
n∑

j=1

m∑

k=1

Mjk∆jk =: So,B(f ;Z1 × Z2) ,

wobei ∆jk = (xj −xj−1)(yk −yk−1) =: |Bjk| den Flächeninhalt des Teilrechtecks Bjk bezeichnet.
Wir setzen nun

Ju(f) = sup {Su,B(f ;Z1 × Z2) : Z1 ∈ Z[a, b], Z2 ∈ Z[c, d]}

und
Jo(f) = inf {So,B(f ;Z1 × Z2) : Z1 ∈ Z[a, b], Z2 ∈ Z[c, d]}

Definition 1.2 Es seien B = [a, b] × [c, d] ein Rechteck und f : B −→ R eine beschränkte
Funktion. Man nennt f auf B Riemann-integrierbar, falls Ju(f) = Jo(f) gilt, und bezeichnet
diese Zahl mit ∫∫

B

f(x, y) d(x, y) .
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6 KAPITEL 1. MEHRDIMENSIONALE INTEGRALRECHNUNG

Es ergibt sich nun die Frage, ob erste und zweite Antwort auf das gleiche Resultat führen. Der
folgende Satz gibt eine Antwort.

Satz 1.3 (Fubini) Es sei f : B −→ R auf dem Rechteck B = [a, b]×[c, d] Riemann-integrierbar.
Existieren die Integrale

α(x) =

∫ d

c

f(x, y) dy ∀x ∈ [a, b] und β(y) =

∫ b

a

f(x, y) dx ∀ y ∈ [c, d] ,

so gilt ∫ d

c

β(y) dy =

∫ b

a

α(x) dx =

∫∫

B

f(x, y) d(x, y) .

Definition 1.4 Es seien f : B −→ R beschränkt und B ⊂ R
2 kompakt. Ferner seien B0 =

[a, b] × [c, d] ein Rechteck mit B ⊂ B0 sowie

f̃(x, y) :=

{
f(x, y) : (x, y) ∈ B ,

0 : (x, y) ∈ B0 \B .

Wir sagen, dass f auf B Riemann-integrierbar ist, falls f̃ auf B0 Riemann-integrierbar ist,
und setzen in diesem Fall

∫∫

B

f(x, y) d(x, y) :=

∫∫

B0

f̃(x, y) d(x, y) .

Diese Definition ist korrekt, d.h. unabhängig von der Wahl des Rechtecks B0 .

Bemerkung 1.5 Unter den Voraussetzungen der Definition 1.2 ist f genau dann Riemann-
integrierbar auf B , wenn eine Zahl J existiert, so dass es für jedes ε > 0 eine Zerlegung Z1×Z2

des Rechteckes B gibt mit
∣∣∣∣∣∣
J −

n∑

j=1

m∑

k=1

f(ξj, ηk)|Bjk|

∣∣∣∣∣∣
< ε ∀ (ξj, ηk) ∈ Bjk .

Mit χB : R
2 −→ R bezeichnen wir die Indikatorfunktion der Menge B ⊂ R

2 , d.h.

χB(x, y) =

{
1 : (x, y) ∈ B ,

0 : (x, y) 6∈ B .

Definition 1.6 Eine kompakte Menge B ⊂ R
2 heißt Jordan-messbar, wenn die Indikator-

funktion χB auf B Riemann-integrierbar ist. Man nennt dann

|B| =

∫∫

B

χB(x, y) d(x, y)

das Jordan-Maß von B . Eine Menge B ⊂ R
2 mit |B| = 0 wird Menge vom (Jordan-)Maß

Null oder kurz Nullmenge genannt.

Man sieht schnell ein, dass aus |B1| = |B2| = 0 folgt |B1 ∪B2| = 0 .

Satz 1.7 Eine kompakte Menge B ⊂ R
2 ist genau dann Jordan-messbar, wenn ihr Rand

∂B =
{
(x, y) ∈ R

2 : Uε((x, y)) ∩B 6= ∅undUε((x, y)) ∩ (R2 \B) 6= ∅ ∀ ε > 0
}

eine Menge vom Maß Null ist.
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Man beachte, dass für eine abgeschlossene Menge B gilt

∂B =
{
(x, y) ∈ B : Uε((x, y)) ∩ (R2 \B) 6= ∅ ∀ ε > 0

}
.

Sind ϕ1, ϕ2 : [a, b] −→ R zwei stetige Funktionen mit ϕ1(x) ≤ ϕ2(x) ∀x ∈ [a, b] , so nennen
wir B =

{
(x, y) ∈ R

2 : a ≤ x ≤ b, ϕ1(x) ≤ y ≤ ϕ2(x)
}

einen Normalbereich. Der Graph Gf =
{(x, f(x)) : a ≤ x ≤ b} einer stetigen Funktion f : [a, b] −→ R ist eine Menge vom Maß Null.

Folgerung 1.8 Jeder Normalbereich ist Jordan-messbar.

Satz 1.9 Sind f : B −→ R stetig und B ⊂ R
2 Jordan-messbar, so ist f auf B Riemann-

integrierbar.

Folgerung 1.10 Sind f : B −→ R stetig und

B =
{
(x, y) ∈ R

2 : a ≤ x ≤ b, ϕ1(x) ≤ y ≤ ϕ2(x)
}

ein Normalbereich, so gilt

∫∫

B

f(x, y) d(x, y) =

∫ b

a

∫ ϕ2(x)

ϕ1(x)
f(x, y) dy dx .

Beispiel 1.11 Für B =
{
(x, y) ∈ R

2 : 0 ≤ x ≤ 1, x2 ≤ y ≤ √
x
}

und f : B −→ R , (x, y) 7→
x2 + y erhalten wir

∫∫

B

(x2 + y) d(x, y) =

∫ 1

0

∫ √
x

x2

(x2 + y) dy dx =
33

140
.

Beispiel 1.12 Wir berechnen das Volumen V eines Ellipsoiden mit den Halbachsen a, b, c ∈
(0,∞) , d.h. des Körpers

E =

{
(x, y, z) ∈ R

3 :
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1

}
.

Wir erhalten

V = 8 c

∫ a

0

∫ b

q
1−x2

a2

0

√
1 − x2

a2
− y2

b2
dy dx =

4πabc

3
.

Bemerkung 1.13 Sind f ∈ R[a, b] und g ∈ R[c, d] , so ist die Funktion f(x)g(y) auf B :=
[a, b] × [c, d] Riemann-integrierbar, wobei

∫∫

B

f(x)g(y) d(x, y) =

∫ b

a

f(x) dx ·
∫ d

c

g(y) dy .

Folgendes ist leicht zu beweisen (vgl. auch Satz 5.36, Analysis I/II).

Bemerkung 1.14 Es sei B ⊂ R
2 eine kompakte Menge.

(a) Sind f und g auf B Riemann-integrierbar, so auch f + g und γ f für jedes y ∈ R , wobei
∫∫

B

[f(x, y) + g(x, y)] d(x, y) =

∫∫

B

f(x, y) d(x, y) +

∫∫

B

g(x, y) d(x, y)

und ∫∫

B

γ f(x, y) d(x, y) = γ

∫∫

B

f(x, y) d(x, y)

gilt.
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(b) Ist |B| = 0 , so gilt

∫∫

B

f(x, y) d(x, y) = 0 für jede beschränkte Funktion f : B −→ R .

(c) Sind f und g auf B Riemann-integrierbar und f(x, y) ≤ g(x, y) für alle (x, y) ∈ B mit
evtl. Ausnahme einer Menge vom Maß Null, so gilt

∫∫

B

f(x, y) d(x, y) ≤
∫∫

B

g(x, y) d(x, y) .

(d) Sind f und g auf B Riemann-integrierbar, so auch |f | , max {f, g} , min {f, g} und f g .

Dabei gilt ∣∣∣∣
∫∫

B

f(x, y) d(x, y)

∣∣∣∣ ≤
∫∫

B

|f(x, y)| d(x, y) .

(e) Sind f : B −→ [a, b] auf B Riemann-integrierbar und g : [a, b] −→ R stetig, so ist g ◦ f :
B −→ R auf B Riemann-integrierbar.

(f) Sind f auf B1 und B2 Riemann-integrierbar sowie |B1 ∩ B2| = 0 , so ist f auf B1 ∪ B2

Riemann-integrierbar, wobei
∫∫

B1∪B2

f(x, y) d(x, y) =

∫∫

B1

f(x, y) d(x, y) +

∫∫

B2

f(x, y) d(x, y) .

Bemerkung 1.15 (Mittelwertsatz) Sind B ⊂ R
2 Jordan-messbar, f : B −→ R stetig und

m ≤ f(x, y) ≤M für alle (x, y) ∈ B , so gilt

m|B| ≤
∫∫

B

f(x, y) d(x, y) ≤M |B| .

1.2 Variablensubstitution in Flächenintegralen

Es sei g : Ω −→ R
2 ,

[
u

v

]
7→ g(u, v) =

[
g1(u, v)
g2(u, v)

]
eine injektive, stetig differenzierbare

Abbildung auf der offenen Menge Ω ⊂ R
2 . Sind R = [u1, u2] × [v1, v2] ⊂ Ω ein “kleines”

Rechteck und R̃ = g(R) dessen Bild bezüglich der Abbildung g , also i. Allg. ein “krummlinig
berandetes Parallelogramm”, so gilt

|R̃| ≈
∣∣∣∣∣det

[
g1
u(u1, v1) g1

v(u1, v1)

g2
u(u1, v1) g2

v(u1, v1)

]∣∣∣∣∣ · |R| .

Satz 1.16 Die Abbildung g : Ω −→ R
2 sei auf der offenen Menge Ω ⊂ R

2 injektiv und stetig
differenzierbar mit det g′(u, v) 6= 0 für alle (u, v) ∈ Ω . Sind B̃ ⊂ Ω kompakt und Jordan-messbar
sowie f : g(B̃) −→ R stetig, so sind B = g(B̃) Jordan-messbar und

∫∫

B

f(x, y) d(x, y) =

∫∫

eB
f(g(u, v))|det g′(u, v)| d(u, v) .

J(u, v) := det g′(u, v) nennt man auch die Funktionaldeterminante der Transformation g .

Beispiel 1.17 (Polarkoordinaten) Wir betrachten g : [0,∞) × [0, 2π] −→ R
2 , (r, ϕ) 7→

(r cosϕ, r sinϕ) . Auf Ω = (0,∞) × (0, 2π) sind die Voraussetzungen von Satz 1.16 erfüllt, denn
dort gilt

det g′(r, ϕ) = det

[
cosϕ −r sinϕ

sinϕ r cosϕ

]
= r .
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Durch geeignete Grenzübergänge kann man aber zeigen, dass z.B. für den Kreis

B =
{
(x, y) ∈ R

2 : x2 + y2 ≤ r20
}
, r0 > 0 ,

und eine stetige Funktion f : B −→ R gilt
∫∫

B

f(x, y) d(x, y) =

∫∫

R

f(r cosϕ, r sinϕ)r d(r, ϕ)

mit R = [0, r0] × [0, 2π] .

Beispiel 1.18 (verallgemeinerte Polarkoordinaten) Wir berechnen den Flächeninhalt A
der Ellipse

B =

{
(x, y) ∈ R

2 :
x2

a2
+
y2

b2
≤ 1

}
, a > 0, b > 0,

und verwenden dazu die Substitution

g(r, ϕ) = (a r cosϕ, b r sinϕ) , (r, ϕ) ∈ [0, 1] × [0, 2π] .

Es folgt J(r, ϕ) = abr und A = πab .

Beispiel 1.19 Wir berechnen

I =

∫ ∞

−∞
e−x2

dx = lim
R→∞

∫ R

−R

e−x2

dx

unter Verwendung von

(∫ R

−R

e−x2

dx

)2

=

∫ R

−R

e−x2

dx ·
∫ R

−R

e−y2

dy =

∫∫

QR

e−(x2+y2) d(x, y) , QR = [−R,R]2 ,

und erhalten I =
√
π .

Beispiel 1.20 Wir berechnen den Flächeninhalt der menge B ⊂ R
2 , die von den Kurven y2 =

px , y2 = qx (0 < p < q) und x2 = ay , x2 = by (0 < a < b) berandet wird. Unter Verwendung
der Substitution

y2 = ux , x2 = vy , p ≤ u ≤ q, a ≤ v ≤ b ,

d.h. x =
(
uv2
) 1

3 und y =
(
u2v
) 1

3 , erhalten wir J(u, v) = −1
3 und |B| = (b−a)(q−p)

3 .

1.3 Verallgemeinerung auf den m-dimensionalen Fall

Sämtliche Begriffe aus Abschnitt 1.1 lassen sich problemlos auf Funktionen f : B −→ R über
kompakten Bereichen B ⊂ R

m übertragen, indem man zuerst das Riemann-Integral über einem
m-dimensionalen Quader [a1, b1] × · · · × [am, bm] definiert und dann zu kompakten Bereichen
B ⊂ R

m übergeht. Der Satz von Fubini kann induktiv verallgemeinert werden. Bem. 1.5, Satz
1.7, Satz 1.9, Bem. 1.13–1.15 und Satz 1.16 gelten analog.

Beispiel 1.21 (Zylinder- und Kugelkoordinaten) Für die Substitution

g(r, ϕ, z) = (r cosϕ, r sinϕ, z)

gilt det g′(r, ϕ, z) = r , (r, ϕ, z) ∈ (0,∞) × (0, 2π) × R (Zylinderkoordinaten). Für

g(r, ϕ, ϑ) = (r cos ϑ cosϕ, r cos ϑ sinϕ, r sinϑ)
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erhalten wir det g′(r, ϕ, ϑ) = r2 cosϑ , (r, ϕ, ϑ) ∈ (0,∞) × (0, 2π) ×
(
−π

2 ,
π
2

)
(Kugelkoordinaten).

Das Volumen der Kugel B =
{
(x, y, z) ∈ R

3 : x2 + y2 + z2 ≤ R2
}
, R > 0 , ergibt sich damit zu

∫∫∫

B

d(x, y, z) =

∫ 2π

0

∫ π
2

−π
2

∫ R

0
r2 cos ϑ dr dϑ dϕ = 2π · 2 · R

3

3
=

4πR3

3
.

Beispiel 1.22 (verallgemeinerte Kugelkoordinaten) Wir berechnen das Volumen des El-
lipsoiden E mit den Halbachsen a, b, c (vgl. Bsp. 1.12) unter Verwendung der Transformation

g(r, ϕ, ϑ) = (ar cos ϑ cosϕ, br cos ϑ sinϕ, cr sinϑ) , (r, ϕ, ϑ) ∈ [0, 1] × [0, 2π] ×
[
−π

2
,
π

2

]
.

Wir erhalten J(r, ϕ, ϑ) = abcr2 cos ϑ und das Volumen

∫∫∫

E

d(x, y, z) = abc

∫ 2π

0

∫ π
2

−π
2

∫ 1

0
r2 cos ϑ dr dϑ dϕ =

4πabc

3
.

Beispiel 1.23 Wir nehmen an, dass sich der Bereich B ⊂ R
2 unter Verwendung der Polarko-

ordinaten in der Form

B = {(r cosϕ, r sinϕ) : 0 ≤ r ≤ ρ(ϕ), ϕ1 ≤ ϕ ≤ ϕ2}

mit einer stetigen Funktion ρ : [ϕ1, ϕ2] −→ [0,∞) schreiben lässt. Es folgt

|B| =

∫∫

B

d(x, y) =

∫ ϕ2

ϕ1

∫ ρ(ϕ)

0
r dr dϕ =

1

2

∫ ϕ2

ϕ1

[ρ(ϕ)]2 dϕ .

Bemerkung zu verallgemeinerten Riemannschen Integralsummen:
Es seien Z = {B1, . . . , BN} eine (verallg.) Zerlegung des messbaren Kompaktums B ⊂ R

m in
zusammenhängende messbare Kompakta Bj , so dass |Bj ∩Bk| = 0 für j 6= k , und f : B −→ R

eine stetige Funktion. Mit d(Z) = max {d(Bj) : j = 1, . . . , N} bezeichnen wir den Durchmesser
der Zerlegung Z , wobei d(Bj) = sup {|x′ − x′′| : x′, x′′ ∈ Bj} . Wir betrachten Summen der
Gestalt

N∑

j=1

f(xj)|Bj | , xj ∈ Bj .

Gibt man sich nun ein ε > 0 vor und wählt den Durchmesser der Zerlegung so klein, dass

|f(x′) − f(x′′)| < ε

|B| + 1
∀x′x′′ ∈ Bj , j = 1, . . . , N

gilt (gleichmäßige Stetigkeit von f auf B !), so folgt aus Bem. 1.15
∫

Bj

f(x) dx = f(ξj)|Bj |

für ein ξj ∈ Bj und unter Verwendung von Bem. 1.14(f)
∣∣∣∣∣∣

∫

B

f(x) dx−
N∑

j=1

f(xj)|Bj |

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

N∑

j=1

[
f(ξj) − f(xj)

]
|Bj |

∣∣∣∣∣∣
≤ ε

|B| + 1
|B| < ε .

Also: Haben wir eine Folge verallgemeinerter Zerlegungen von B und eine beliebige zugehörige
Folge verallgemeinerter Riemannscher Integralsummen, wobei die Durchmesser der Zerlegungs-
folge gegen Null konvergieren, so konvergiert die Folge der verallgemeinerten Riemannschen
Integralsummen gegen das Integral der stetigen Funktion f .
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1.4 Beweis der Substitutionsregel

Wir erinnern an den Satz über die Umkehrabbildung (vgl. Satz 6.26, Skript Analysis I/II):

Sind f : Ω −→ R
m auf der offenen Menge Ω ⊂ R

m stetig differenzierbar, x0 ∈ Ω , det f ′(x0) 6= 0
und y0 = f(x0) , so existieren offene Mengen U ⊂ Ω und V ⊂ R

m mit x0 ∈ U und y0 ∈ V , so
dass f : U −→ V bijektiv und f−1 : V −→ U stetig differenzierbar sind. Dabei gilt

(
f−1

)′
(y) =

[
f ′
(
f−1(y)

)]−1 ∀ y ∈ V .

Die Verallgemeinerung von Satz 1.16 auf den m-dimensionalen Fall lautet:

Die Abbildung g : Ω −→ R
m sei auf der offenen Menge Ω ⊂ R

m injektiv und stetig differenzierbar
mit det g′(u) 6= 0 für alle u ∈ Ω . Sind B̃ ⊂ Ω kompakt und Jordan-messbar sowie f : g(B̃) −→ R

stetig, so sind B = g(B̃) Jordan-messbar und

∫

B

f(x) dx =

∫

eB
f(g(u))|det g′(u)| du .

Zum Beweis dieser Substitutionsregel verwenden wir wesentlich die folgenden Sätze 1.24–1.27.

Satz 1.24 (Zerlegungssatz) Es seien m = 2, 3, . . . , Ω ⊂ R
m eine offene Menge,

g : Ω −→ R
m , u 7→ (g1(u), . . . , gm(u))

stetig differenzierbar und det g′(u) 6= 0 für alle u ∈ Ω . Dann existieren für jedes u0 ∈ Ω eine
offene Umgebung W ⊂ Ω von u0 und Funktionen

ψ : W −→ R
m , ω : ψ(W ) −→ R

m

mit folgenden Eigenschaften:

(a) Das Bild ψ(W ) ist offen

(b) Die Funktionen ψ und ω sind injektiv und stetig differenzierbar.

(c) Bei geeigneter Numerierung der u1, . . . , um gilt

ψ(u) = (ψ1(u), . . . , ψm−1(u), um) ∀u ∈W

und
ω(v) = (v1, . . . , vm−1, ωm(v)) ∀ v ∈ ψ(W ) .

(d) Es gilt g(u) = ω(ψ(u)) für alle u ∈W .

Satz 1.25 Es seien Ω ⊂ R
m eine offene Menge und g : Ω −→ R

p stetig differenzierbar, m ≤ p .

Ist N ⊂ Ω eine kompakte Menge vom Jordan-Maß Null, so ist auch g(N) eine solche Menge.

Satz 1.26 Sind f : M1 −→ M2 eine stetige Abbildung zwischen den metrischen Räumen
(Mj , dj) , j = 1, 2 , und K ⊂M1 eine kompakte Menge, so ist auch f(K) kompakt.

Satz 1.27 Es seien Ω ⊂ R
m eine offene Menge, g : Ω −→ R

m injektiv und stetig differenzierbar
sowie g′(x) ∈ GR

m×m für alle x ∈ Ω . Ist B ⊂ Ω kompakt und Jordan-messbar, so gilt ∂g(B) =
g(∂B) , und g(B) ist Jordan-messbar.
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Folgerung 1.28 Unter den Voraussetzungen des Satzes zur Substitutionsregel ist B = g(B̃)
kompakt und Jordan-messbar, so dass wegen der Stetigkeit von f und g sowie g′ nach Satz 1.9
die Integrale ∫

B

f(x) dx und

∫

eB
f(g(u))|det g′(u)| du

existieren.



Kapitel 2

Kurvenintegrale

2.1 Wege, Kurven und ihre Längen

Unter einem Weg γ in R
m verstehen wir eine stetige Abbildung γ : [a, b] −→ R

m eines Intervalls
[a, b] ⊂ R . Die von diesem Weg erzeugte Kurve Γ = Γγ ist das Bild dieser Abbildung,

Γ = {γ(t) : t ∈ [a, b]} .

Wir verwenden die Bezeichnungen

γ(t) =
(
γ1(t), . . . , γm(t)

)
=
[
γ1(t) . . . γm(t)

]T
=




γ1(t)

...

γm(t)


 =

[
γj(t)

] m

j=1
.

Ist Z = {t0, t1, . . . , tn} ∈ Z[a, b] eine Zerlegung des Intervalls [a, b] , so bezeichnen wir mit L(γ, Z)
die Länge des Polygonzuges [γ(t0), γ(t1), . . . , γ(tn)] , d.h.

L(γ, Z) =

n∑

k=1

|γ(tk) − γ(tk−1)| .

Man nennt nun den Weg γ rektifizierbar, wenn

L(γ) := sup {L(γ, Z) : Z ∈ Z[a, b]}

eine endliche Zahl ist, die dann die Länge des Weges γ ist.

Eine Funktion f : [a, b] −→ R heißt von beschränkter Variation, wenn

sup

{
n∑

k=1

|f(tk) − f(tk−1)| : Z = {t0, t1, . . . , tn} ∈ Z[a, b]

}
<∞

gilt. Man kann sich nun leicht überlegen, dass der Weg γ = (γ1, . . . , γm) : [a, b] −→ R
m genau

dann rektifizierbar ist, wenn jede Funktion γj : [a, b] −→ R , j = 1, . . . ,m , von beschränkter
Variation ist.

Beispiel 2.1 Die stetige Funktion

f : [0, 1] −→ R , t 7→
{
t sin π

2t
: 0 < t ≤ 1 ,

0 : t = 0 ,

13
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ist nicht von beschränkter Variation, so dass der Weg

γ : [0, 1] −→ R
2 , t 7→

[
t

f(t)

]

nicht rektifizierbar ist.

Sind γ1 : [a, b] −→ R
m und γ2 : [b, c] −→ R

m zwei Wege mit γ1(b) = γ2(b) , so verstehen wir
unter der Summe γ = γ1 ⊕ γ2 den Weg

γ : [a, c] −→ R
m , t 7→

{
γ1(t) : a ≤ t ≤ b ,

γ2(t) : b < t ≤ c .

Es ist leicht einzusehen, dass γ genau dann rektifizierbar ist, wenn γ1 und γ2 rektifizierbar sind,
wobei L(γ) = L(γ1) + L(γ2) gilt.

Sei γ : [a, b] −→ R
m ein Weg. Für a ≤ t1 ≤ t2 ≤ b bezeichnen wir mit s(t1, t2) die Länge des

Weges γ|[t1,t2] . Insbesondere sei s(t) = s(a, t) , a ≤ t ≤ b , die sogenannte Weglängenfunktion.
Man nennt γ : [a, b] −→ R

m einen Jordanweg, wenn γ : [a, b) −→ R
m injektiv ist. Eine Kurve

Γ heißt Jordankurve, wenn sie von einem Jordanweg erzeugt wird.

Satz 2.2 Es seien Γ eine Jordankurve und γj : [aj, bj ] −→ R
m , j = 1, 2 , zwei Γ erzeugende

Jordanwege mit γ1(a1) = γ2(a2) . Dann existiert eine stetige Bijektion ϕ : [a2, b2] −→ [a1, b1] ,
so dass

γ2(t) = γ1(ϕ(t)) , t ∈ [a2, b2] ,

d.h. γ2 = γ1 ◦ ϕ , gilt. Umgekehrt ist γ2 = γ1 ◦ ϕ : [a2, b2] −→ R
m ein Jordanweg, wenn

γ1 : [a1, b1] −→ R
m ein Jordanweg und ϕ : [a2, b2] −→ [a1, b1] eine stetige Bijektion sind.

Satz 2.3 Es seien γ1 : [a1, b1] −→ R
m ein Weg, ϕ : [a2, b2] −→ [a1, b1] eine stetige Bijektion

und γ2 = γ1 ◦ ϕ . Dann sind γ1 und γ2 gleichzeitig rektifizierbar oder nicht rektifizierbar, wobei
L(γ1) = L(γ2) gilt.

Die Sätze 2.2 und 2.3 erlauben die folgende Definition der Länge einer Jordankurve: Ist γ ein
die Kurve Γ erzeugender Jordanweg, so ist die Länge von Γ gleich L(γ) .

Satz 2.4 Ist γ : [a, b] −→ R
m ein stetig differenzierbarer Weg, so gilt s′(t) = |γ′(t)| , t ∈ [a, b] ,

und somit

L(γ) = s(a, b) = s(b) − s(a) =

∫ b

a

s′(t) dt =

∫ b

a

|γ′(t)| dt .

Zum Beweis dieses Satzes benötigen wir den folgenden Satz. Für f = (f1, . . . , fm) : [a, b] −→ R
m

mit Riemann-integrierbaren Funktionen fj : [a, b] −→ R , j = 1, . . . ,m , vereinbaren wir die
Bezeichnung ∫ b

a

f(t) dt =

[ ∫ b

a

fj(t) dt

] m

j=1

.

Satz 2.5 Ist f : [a, b] −→ R
m stetig, so gilt

∣∣∣∣
∫ b

a

f(t) dt

∣∣∣∣ ≤
∫ b

a

|f(t)| dt .

Beispiel 2.6 Wir berechnen den Umfang eines Kreises mit dem Radius r ,

{(r cos t, r sin t) : t ∈ [0, 2π]} .
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Beispiel 2.7 Die Länge einer Volldrehung der Schraubenlinie mit dem Radius r und der Gang-
höhe h , {(

r cos t, r sin t,
ht

2π

)
: 0 ≤ t ≤ 2π

}

ist gleich
√

(2πr)2 + h2 .

−1
−0.5

0
0.5

1

−1

−0.5

0

0.5

1
0

1

2

3

4

x

x = cos(t), y = sin(t), z = t/π

y

z

Zwei Volldrehungen der Schraubenlinie mit dem Radius 1 und der Ganghöhe 2

Beispiel 2.8 Die Länge der Kurve, die durch den Graphen einer stetig differenzierbaren Funk-
tion f : [a, b] −→ R beschrieben wird, ist gleich

∫ b

a

√
1 + [f ′(t)]2 dt .

Man nennt einen Weg γ : [a, b] −→ R
m glatt, wenn er stetig differenzierbar ist und γ′(t) 6= 0

∀ t ∈ [a, b] gilt.

Beispiel 2.9 Der Weg γ : [−1, 1] −→ R
2 , t 7→

[
t3

t2

]
ist ein Beispiel für einen stetig differen-

zierbaren, aber nicht glatten Weg. Die zugehörige Kurve nennt man Neil’sche Parabel.

−1 −0.8 −0.6 −0.4 −0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

x

y

Die Neil’sche Parabel



16 KAPITEL 2. KURVENINTEGRALE

Sind nun γ ein glatter Jordanweg und Γ = Γγ , so ist die Bogenlänge s(t) = s(a, t) gegeben

durch s(t) =

∫ t

a

|γ′(τ)| dτ und monoton wachsend auf [a, b] . Es sei ϕ : [0, L] −→ [a, b] die (diffe-

renzierbare) Umkehrfunktion von s : [a, b] −→ [0, L] , L = L(γ) = L(Γ) . Dann ist (vgl. Satz 2.2)
δ(s) = γ(ϕ(s)) , s ∈ [0, L] , ebenfalls ein glatter Jordanweg mit Γ = Γδ , die Parametrisierung
der Jordankurve Γ nach der Bogenlänge. Dabei gilt

δ′(s) = γ′(ϕ(s))ϕ′(s) und ϕ′(s) =
1

s′(ϕ(s))
=

1

|γ′(ϕ(s))| ,

also |δ′(s)| = 1 , s ∈ [0, L] .

2.2 Wegintegrale

Sind γ : [a, b] −→ R
m ein rektifizierbarer Weg, Γ = Γγ und ϕ : Γ −→ R eine stetige Funktion,

so ist s(t) = s(a, t) auf [a, b] monoton nicht fallend, und somit existiert (vgl. Satz 5.38, Analysis
I/II) das Riemann-Stieltjes-Integral

∫ b

a

ϕ(γ(t)) ds(t) ,

welches wir mit ∫

γ

ϕ(x) ds oder kurz

∫

γ

ϕds

bezeichnen und Wegintegral 1. Art der Funktion ϕ entlang des Weges γ nennen. Ist γ stetig
differenzierbar, so gilt also (vgl. Satz 5.42, Analysis I/II)

∫

γ

ϕds =

∫ b

a

ϕ(γ(t))s′(t) dt =

∫ b

a

ϕ(γ(t)) |γ′(t)| dt .

Beispiel 2.10 Ist Γ = Γγ ⊂ R
3 eine mit Masse belegte Jordankurve mit der Dichtefunktion

ρ(x) , x ∈ Γ , und dem rektifizierbaren Jordanweg γ : [a, b] −→ R
3 , so ist die Masse m der Kurve

Γ gleich

m =

∫

γ

ρ ds .

Ist µ : [a, b] −→ R eine Funktion beschränkter Variation, so ist die Funktion

µ1(t) = V t
a (µ) := sup

{
n∑

k=1

|µ(tk) − µ(tk−1| : {t0, t1, . . . , tn} ∈ Z[a, t]

}

monoton nicht fallend auf [a, b] . Für die Funktion µ2(t) = µ1(t) − µ(t) und a ≤ t1 < t2 ≤ b gilt
dann

µ2(t2) − µ2(t1) = V t2
t1

(µ) − [µ(t2) − µ(t1)] ≥ V t2
t1

(µ) − |µ(t2) − µ(t1)| ≥ 0 .

Also ist µ(t) = µ1(t) − µ2(t) die Differenz zweier monoton nicht fallender Funktionen. Somit
lässt sich die Definition des Riemann-Stieltjes-Integrals (vgl. Def. 5.33, Analysis I/II) leicht auf
Belegungsfunktionen µ beschränkter Variation ausdehnen, z.B. durch µ = µ1 − µ2 und

∫ b

a

ϕdµ :=

∫ b

a

ϕdµ1 −
∫ b

a

ϕdµ2 .

Dabei ist das so definierte Integral unabhängig von der Darstellung µ = µ1 − µ2 = µ̃1 − µ̃2 der
Belegungsfunktion als Differenz zweier monoton nicht fallender Funktionen.
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Seien nun γ : [a, b] −→ R
m wieder ein rektifizierbarer Weg und f = (f1, . . . , fm) : Γ −→ R

m

eine stetige Funktion. Dann sind die Funktionen γj : [a, b] −→ R , j = 1, . . . ,m , sämtich von
beschränkter Variation und somit die Integrale

∫ b

a

fj dγj

wohldefiniert. Das Wegintegral 2. Art des Vektorfeldes f entlang des Weges γ ist definiert als

∫

γ

f(x) dx =
m∑

j=1

∫ b

a

fj dγj .

Im Fall eines stetig differenzierbaren Weges γ gilt also

∫

γ

f(x) dx =
m∑

j=1

∫ b

a

fj(γ(t))γ
′
j(t) dt =

∫ b

a

〈
f(γ(t)), γ′(t)

〉
dt .

Beispiel 2.11 Wird ein Massepunkt entlang des rektifizierbaren Weges γ : [a, b] −→ R
3 durch

die Kraft F (x) = (F1(x), F2(x), F3(x)) : Γγ −→ R
3 bewegt, so ist die dabei geleistete Arbeit

gleich

W =

∫

γ

F (x) dx =

3∑

j=1

∫ b

a

Fj(γ(t)) dγj(t) .

Bemerkung 2.12 Ist γ : [a, b] −→ R
m ein Weg, so bezeichnen wir mit γ− : [a, b] −→ R

m ,

t 7→ γ(a+ b− t) den entgegengesetzten Weg. Es gilt dann für ϕ : Γγ −→ R

∫

γ−

ϕ(x) ds =

∫

γ

ϕ(x) ds

und für f : Γγ −→ R
m

∫

γ−

f(x) dx = −
∫

γ

f(x) dx .

Beispiel 2.13 Sind γ : [a, b] −→ R
3 \ {Θ} ein stetig differenzierbarer Weg und f : R

3 \ {θ} ,
x 7→ − x

|x|3 , so gilt f(x) = ∇ϕ(x) mit ϕ(x) =
1

|x| . Es folgt

∫

γ

f(x) dx =

∫ b

a

ϕ′(γ(t))γ′(t) dt = ϕ(γ(b)) − ϕ(γ(a)) .

Der Wert des Integrals hängt also nur von Anfangs- und Endpunkt des Weges γ ab.

Beispiel 2.14 Für γ : [0, 2π] −→ R
2 , t 7→ (R cos t, R sin t) , R > 0 , und f : R

2 \ {Θ} −→ R
2 ,

x 7→
(
− x2

|x|2 ,
x1

|x|2
)

erhalten wir

∫

γ

f(x) dx = R−2

∫ 2π

0
[(−R sin t)(−R sin t) +R cos tR cos t] dt = 2π .
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2.3 Wegunabhängigkeit

Unter einem Gebiet Ω ⊂ R
m verstehen wir eine offene und zusammenhängende Menge. Zu

folgendem Satz vergleiche man Beispiel 2.13.

Satz 2.15 Es seien Ω ⊂ R
m ein Gebiet, ϕ : Ω −→ R ein stetig differenzierbares Skalarfeld

und γ : [a, b] −→ R ein stückweise stetig differenzierbarer Weg. Dann gilt
∫

γ

∇ϕ(x) dx = ϕ(γ(b)) − ϕ(γ(a)) .

Wir nennen f : Ω −→ R
m ein Vektorfeld mit wegunabhängigem Integral über dem Gebiet

Ω , wenn für beliebige, fest gewählte Punkte A,B ∈ Ω und einen beliebigen stückweise stetig
differenzierbaren Weg γ : [a, b] −→ Ω mit γ(a) = A und γ(b) = B das Integral

∫
γ
f(x) dx

den gleichen Wert annimmt, also lediglich eine Funktion von A und B , aber nicht von γ ist.
Unter Beachtung von Bemerkung 2.12 ist leicht einzusehen, dass das Integral

∫
γ
f(x) dx genau

dann vom Weg unabhängig ist, wenn
∫
γ
f(x) dx = 0 für jeden geschlossenen, stückweise stetig

differenzierbaren Weg γ : [a, b] −→ Ω gilt.

Satz 2.16 Ist f : Ω −→ R
m ein stetiges Vektorfeld mit wegunabhängigem Integral über dem

Gebiet Ω , so existiert ein Skalarfeld ϕ : Ω −→ R mit ∇ϕ(x) = f(x) für alle x ∈ Ω .

Die letzten beiden Sätze besagen also, dass ein stetiges Vektorfeld f : Ω −→ R
m genau dann ein

Vektorfeld mit wegunabhängigem Integral über dem Gebiet Ω ist, wenn es ein Gradientenfeld
ist. Sind ϕ : Ω −→ R zweimal stetig differenzierbar und f(x) = ∇ϕ(x) , x ∈ Ω , so folgt (vgl.
Satz 6.18, Analysis I/II)

∂fj(x)

∂xk
=
∂2ϕ(x)

∂xk∂xj
=
∂2ϕ(x)

∂xj∂xk
=
∂fk(x)

∂xj
, x ∈ Ω , j, k = 1, . . . ,m .

Die Matrix f ′(x) ∈ R
m×m ist in diesem Fall also symmetrisch. Eine Menge Ω ⊂ R

m heißt
sternförmig, wenn ein A ∈ Ω existiert, so dass die Strecke

[A,x] := {A+ t(x−A) : 0 ≤ t ≤ 1}

für jedes x ∈ Ω ganz in Ω liegt.

Satz 2.17 Ein stetig differenzierbares Vektorfeld V : Ω −→ R
m auf einer sternförmigen offenen

Menge Ω ⊂ R
m ist genau dann ein Gradientenfeld, wenn

∂fj(x)

∂xk

=
∂fk(x)

∂xj
, ∀x ∈ Ω , ∀ j, k = 1, . . . ,m , (2.1)

gilt.

Zum Beweis dieses Satzes verwenden wir die folgende Aussage.

Satz 2.18 Die Funktion f : (a, b) × (c, d) −→ R , (t, x) 7→ f(t, x) sei nebst ihrer partiellen

Ableitung
∂f

∂x
: (a, b) × (c, d) −→ R stetig. Dann ist

F : (c, d) −→ R , x 7→
∫ b

a

f(t, x) dt

differenzierbar, und es gilt

F ′(x) =

∫ b

a

∂f(t, x)

∂x
dt , x ∈ (c, d) .
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Unter einer Deformation eines stückweise stetig differenzierbaren Weges γ : [a, b] −→ R
m

verstehen wir eine stetige Abbildung δ : [a, b] × [0, 1] −→ R
m , (t, σ) 7→ δ(t, σ) , für die δ(t, 0) =

γ(t) , t ∈ [a, b] , gilt und für die δσ : [a, b] −→ R
m , t 7→ δ(t, σ) für jedes σ ∈ [0, 1] ein stückweise

stetig differenzierbarer Weg ist. Ein geschlossener, stückweise stetig differenzierbarer Weg γ :
[a, b] −→ Ω heißt in Ω ⊂ R

m auf einen Punkt zusammenziehbar, wenn eine Deformation δ :
[a, b] × [0, 1] −→ Ω von γ existiert, so dass δ(a, σ) = δ(b, σ) für alle σ ∈ [0, 1) gilt und δ(t, 1)
konstant ist.

Beispiel 2.19 Die Abbildung η : [0, 2π] × [0, 1] −→ R
2 , (t, σ) 7→ (a(1 − σ) cos t, b(1 − σ) sin t)

ist eine Deformation, die die Ellipse mit den Halbachsen a > 0 und b > 0 auf den Koordina-
tenursprung zusammenzieht. Auch

δ : [0, 2π] × [0, 1] −→ R
2 , (t, σ) 7→

(
2a

5

(
2 − σ +

1

2 − σ

)
cos t,

2b

3

(
2 − σ − 1

2 − σ

)
sin t

)

ist eine Deformation dieser Ellipse, wobei hier δ1(t) = (4a cos t
5 , 0) gilt, d.h., Γδ1 ist gleich dem

Intervall
[
−4a

5 ,
4a
5

]
und das offene Intervall

(
−4a

5 ,
4a
5

)
wird dabei zweimal durchlaufen.

Das Gebiet Ω ⊂ R
m nennen wir einfach zusammenhängend, wenn jeder geschlossene, stück-

weise glatte Weg γ : [a, b] −→ Ω in Ω auf einen Punkt zusammenziehbar ist. Satz 2.17 lässt sich
nun wie folgt verallgemeinern.

Satz 2.20 Ein stetig differenzierbares Vektorfeld f : Ω −→ R
m auf einem einfach zusam-

menhängenden Gebiet Ω ⊂ R
m ist genau dann ein Gradientenfeld, wenn die Integrabilitäts-

bedingung (2.1) erfüllt ist.

Beispiel 2.21 Für das Vektorfeld f : R
2 −→ R

2 , (x1, x2) 7→ (x1x
4
2 + 2x5

1, 2x
2
1x

3
2 − x6

2) ist die
Integrabilitätsbedingung (2.1) erfüllt. Wir erhalten f = ∇ϕ mit

ϕ(x1, x2) =
x2

1x
4
2

2
+
x6

1

3
− x7

2

7
+ c

mit einer beliebigen Konstanten c ∈ R .

Es sei Ω =
{
(x, y) ∈ R

2 : a ≤ x ≤ b, ϕ1(x) ≤ y ≤ ϕ2(x)
}

ein Normalbereich mit stetigen Funk-
tionen ϕj : [a, b] −→ R beschränkter Variation. Der Rand Γ = ∂Ω von Ω setzt sich aus den
Kurven Γγ1

, , Γeγ1
, Γγ−

2

und Γeγ−

2

zusammen, wobei γk(t) = (t, ϕk(t)) , a ≤ t ≤ b , γ̃1(t) = (b, t) ,

ϕ1(b) ≤ t ≤ ϕ2(b) , und γ̃2(t) = (a, t) , ϕ1(a) ≤ t ≤ ϕ2(a) . Es seien nun P,
∂P

∂y
: Ω −→ R stetige

Funktionen. Dann gilt

∫∫

Ω

∂P (x, y)

∂y
d(x, y) =

∫ b

a

∫ ϕ2(x)

ϕ1(x)

∂P (x, y)

∂y
dy dx

=

∫ b

a

[P (x, ϕ2(x)) − P (x, ϕ1(x))] dx

=

∫

γ2

P (x, y) dx −
∫

γ1

P (x, y) dx = −
∫

Γ
P (x, y) dx .

Analog erhält man für einen Normalbereich Ω =
{
(x, y) ∈ R

2 : c ≤ y ≤ d, ψ1(y) ≤ x ≤ ψ2(y)
}

mit stetigen Funktionen ψj : [c, d] −→ R beschränkter Variation und mit dem Rand Γ = ∂Ω

und für stetige Funktionen Q,
∂Q

∂x
: Ω −→ R die Formel

∫∫

Ω

∂Q(x, y)

∂x
d(x, y) =

∫

Γ
Q(x, y) dy .
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Der folgende Gauß’sche Integralsatz der Ebene ergibt sich als Spezialfall des entsprechenden
Satzes in Kapitel 3.

Satz 2.22 Der Rand Γ = ∂Ω des einfach zusammenhängenden Gebietes Ω ⊂ R
2 sei eine stück-

weise glatte, geschlossene Jordankurve. Ferner seien P,Q,
∂P

∂y
,
∂Q

∂x
: Ω −→ R stetige Funktionen.

Dann gilt ∫∫

Ω

[
∂Q(x, y)

∂x
− ∂P (x, y)

∂y

]
d(x, y) =

∫

Γ
[P (x, y) dx +Q(x, y) dy] .



Kapitel 3

Oberflächenintegrale und

Integralsätze

3.1 Definition der Oberflächenintegrale

Wir bewegen uns jetzt im dreidimensionalen Euklidischen Raum R
3 . Jedem Punkt

x = (x1, x2, x3) =



x1

x2

x3


 ∈ R

3

ordnen wir den Vektor −→x = x1
−→e1 + x2

−→e2 + x3
−→e3 ∈ R

3 mit −→ej =
[
δjk

] 3

k=1
zu. D.h., wir

identifizieren x und −→x in diesem Sinne. Neben dem Skalarprodukt

(−→x ,−→y ) = 〈x, y〉 =

3∑

k=1

xkyk = |−→x | |−→y | cos ∠(−→x ,−→y )

mit |−→x | = |x| =
√

(−→x ,−→y ) verwenden wir auch das Kreuzprodukt

−→x ×−→y =
”
det“




−→e1 −→e2 −→e3
x1 x2 x3

y1 y2 y3


 = (x2y3 − x3y2)

−→e1 + (x3y1 − x1y3)
−→e2 + (x1y2 − x2y3)

−→e3

zweier Vektoren. Offenbar gilt

(K1) −→x ×−→y = −(−→y ×−→x ) , −→x ×−→x =
−→
Θ ,

(K2) (λ−→x ) ×−→y = λ(−→x ×−→y ) = −→x × (λ−→y ) , λ ∈ R ,

(K3) −→x × (−→y + −→z ) = −→x ×−→y + −→x ×−→z ,

(K4) (−→x ,−→y ×−→z ) = det




x1 x2 x3

y1 y2 y3

z1 z2 z3


 .

Aus (K4) folgt insbesondere, dass der Vektor −→x ×−→y auf −→x und auf −→y senkrecht steht.

Das Kreuzprodukt zweier Vektoren −→x und −→y kann auch koordinatenfrei definiert werden: Der
Vektor −→x ×−→y ist genau der Vektor, dessen Betrag gleich dem Flächeninhalt des durch −→x und

21



22 KAPITEL 3. OBERFLÄCHENINTEGRALE UND INTEGRALSÄTZE

−→y aufgespannten Parallelogramms ist, der senkrecht auf der durch −→x und −→y aufgespannten
Ebene steht und der mit −→x und −→y in der Reihenfolge −→x , −→y , −→x ×−→y ein Rechtssystem bildet.

Für f, g : (a, b) −→ R
3 definieren wir

(P1)
(−→
f ×−→g

)
(t) :=

−→
f (t) ×−→g (t) .

Es folgt, falls f und g differenzierbar sind,

(P2)
(−→
f ×−→g

)′
=

−→
f ′ ×−→g +

−→
f ×−→g ′ .

Sind G ⊂ R
2 eine offene Menge und f : G −→ R

3 eine gegebene Abbildung mit

−→
f (u1, u2) = f1(u1, u2)

−→e1 + f2(u1, u2)
−→e2 + f3(u1, u2)

−→e3 ,

so definieren wir

∂
−→
f

∂uj
=

3∑

k=1

∂fk

∂uj

−→ek , j = 1, 2 ,

und

∂(fk, fj)

∂(u1, u2)
= det




∂fk

∂u1

∂fk

∂u2

∂fj

∂u1

∂fj

∂u2


 .

Es folgt

(P3)
∂
−→
f

∂u1
× ∂

−→
f

∂u2
=
∂(f2, f3)

∂(u1, u2)
−→e1 +

∂(f3, f1)

∂(u1, u2)
−→e2 +

∂(f1, f2)

∂(u1, u2)
−→e3 .

Definition 3.1 Sind f : G −→ R
3 eine stetig differenzierbare Abbildung auf der offenen Menge

G ⊂ R
2 und K ⊂ G eine kompakte, Jordan-messbare Menge, K 6= ∅ , so nennt man die Abbildung

f : K −→ R
3 eine Fläche mit dem Parameterbereich K und F := f(K) ein Flächenstück mit

der Parameterdarstellung x = f(u) bzw. (x1, x2, x3) = f(u1, u2) oder auch

−→x =
−→
f (u) = f1(u)

−→e1 + f2(u)
−→e2 + f3(u)

−→e3 .

Beispiel 3.2 Sind ϕ : G −→ R eine stetig differenzierbare Abbildung und

−→
f (u) = u1

−→e1 + u2
−→e2 + ϕ(u)−→e3 ,

so ist f(K) der Graph der Funktion ϕ : K −→ R . Dabei gilt

∂
−→
f (u)

∂uj
= −→ej +

∂ϕ(u)

∂uj

−→e3

und somit

∂
−→
f (u)

∂u1
× ∂

−→
f (u)

∂u2
= −∂ϕ(u)

∂u1

−→e1 − ∂ϕ(u)

∂u2

−→e2 + −→e3 .
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Beispiel 3.3 Mit K = [0, 2π] ×
[
−π

2 ,
π
2

]
erhalten wir für ein festes r > 0 und

−→
f (u) = r cos u1 cos u2

−→e1 + r sinu1 cos u2
−→e2 + r sinu2

−→e3

als Flächenstück f(K) die Kugeloberfläche mit dem Radius r > 0 und dem Mittelpunkt Θ . Dabei
gilt

∂
−→
f (u)

∂u1
× ∂

−→
f (u)

∂u2
= r cos u2

−→
f (u) .

Sind f : K −→ R
3 eine Fläche und x0 = f(u0) ∈ F = f(K) ein fester Punkt auf dem

Flächenstück F , u0 ∈ K , so verstehen wir unter der Tangentialebene von f im Punkt x0

die Ebene {
λ1
∂
−→
f (u0)

∂u1
+ λ2

∂
−→
f (u0)

∂u2
: λ = (λ1, λ2) ∈ R

2

}

und unter der Tangentenebene von f im Punkt x0 die Ebene

{
x0 + λ1

∂
−→
f (u0)

∂u1
+ λ2

∂
−→
f (u0)

∂u2
: λ = (λ1, λ2) ∈ R

2

}
,

falls die zwei Vektoren
∂
−→
f (u0)

∂uj
, j = 1, 2 , linear unabhängig sind. Ist nämlich γ : [a, b] −→ K

ein glatter Weg mit γ(t0) = u0 , t0 ∈ (a, b) , so ist f ◦ γ : [a, b] −→ F ein differenzierbarer Weg
durch den Punkt x0 . Dabei gilt

(f ◦ γ)′(t0) = f ′(γ(t0))γ
′(t0) = γ′1(t0)

∂f(u0)

∂u1
+ γ′2(t0)

∂f(u0)

∂u2
.

Der Vektor
−−−−→
(f ◦ γ)′(t0) liegt also in der Tangentialebene von f im Punkt x0 . Der Vektor

−→n (u0) =
∂
−→
f (u0)

∂u1
× ∂

−→
f (u0)

∂u2

steht senkrecht auf der Tangentenebene von f im Punkt x0 , weshalb wir diesen Vektor einen
Normalenvektor der Fläche f im Punkt x0 = f(u0) nennen.

Wir stellen uns nun die Aufgabe, den Flächeninhalt |F | des Flächenstücks F = f(K) zu berech-
nen. Der Flächeninhalt von f([u0

1, u
0
1 + ∆u1] × [u0

2, u
0
2 + ∆u2]) ist für kleine ∆uj > 0 ungefähr

gleich ∣∣∣∣∣
∂
−→
f (u0)

∂u1
× ∂

−→
f (u0)

∂u2

∣∣∣∣∣∆u1∆u2 .

Das führt zu der Formel

|F | =

∫∫

K

∣∣∣∣∣
∂
−→
f (u)

∂u1
× ∂

−→
f (u)

∂u2

∣∣∣∣∣ d(u1, u2) =

∫∫

K

|−→n (u)| du .

Beispiel 3.4 Der Flächeninhalt der Oberfläche einer Kugel vom Radius r ist gleich (vgl. Beispiel
3.3) ∫ 2π

0

∫ π
2

−π
2

r cos u2 |
−→
f (u)| du2 du1 = 4πr2 .
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Definition 3.5 Sind f : K −→ R
3 eine Fläche, ϕ : f(K) −→ R ein stetiges Skalarfeld und

v : f(K) −→ R
3 ein stetiges Vektorfeld, so verstehen wir unter dem Oberflächenintegral

erster Art von ϕ über F = f(K) das Integral

∫∫

F

ϕdF :=

∫∫

K

ϕ(f(u1, u2))

∣∣∣∣∣
∂
−→
f (u)

∂u1
× ∂

−→
f (u)

∂u2

∣∣∣∣∣ d(u1, u2) =

∫∫

K

ϕ(f(u)) |−→n (u)| du

und unter dem Oberflächenintegral zweiter Art von v über F das Integral

∫∫

F

−→v d−→F :=

∫∫

K

(−→v (f(u)),−→n (u)
)
du =

∫∫

K

〈v(f(u)), n(u)〉 du .

Wir nennen zwei Parametrisierungen f : K −→ R
3 und g : M −→ R

3 des Flächenstücks F =
f(K) äquivalent, wenn ein Diffeomorphismus (d.h. eine bijektive und in beiden Richtungen
stetig differenzierbare Abbildung) h : G0 −→ G einer offenen Menge G0 ⊂ R

2 mit M ⊂ G0

in eine offene Menge G ⊂ R
2 mit K ⊂ G existiert, so dass deth′(w) > 0 für alle w ∈ G0 ,

h(M) = K und g(w) = f(h(w)) für alle w ∈ M gilt. Es ist dann offenbar g(M) = f(K) = F

und außerdem

∂−→g (w)

∂w1
× ∂−→g (w)

∂w2
=

(
∂
−→
f (h(w))

∂u1
× ∂

−→
f (h(w))

∂u2

)
deth′(w) ,

woraus z.B.
∫∫

K

(−→v (f(u)),−→n (u)
)
du =

∫∫

M

(−→v (f(h(w))),−→n (h(w))
)
|deth′(w)| dw

=

∫∫

M

(−→v (g(w)),−→n (w)
)
dw

folgt. Die Definition 3.5 ist also im Sinne der Verwendung äquivalenter Parametrisierungen
unabhängig von der Parametrisierung des Flächenstücks F . Lässt man in obigen Betrachtun-
gen auch deth′(w) < 0 für alle w ∈ G0 zu, so ändert sich in diesem Fall das Vorzeichen des
Oberflächenintegrals zweiter Art. Jede Äquivalenzklasse von äquivalenten Parametrisierungen
definiert also eine Orientierung des Flächenstücks. So ist z.B. f(w1,−w2) ein Repräsentant der
zu f(u1, u2) entgegengesetzten Orientierung.

Wir werden im Weiteren eine Fläche f : K −→ R
3 und das Flächenstück F = f(K) eigentlich

nennen, wenn K gleich der Abschließung eines beschränkten Gebietes Ω 6= ∅ des R
2 ist, die

Abbildung f : Ω −→ R
3 injektiv ist und Rang f ′(u) = 2 für alle u ∈ Ω gilt.

Beispiel 3.6 Mit

f(u) =




u1 − u2

u1 + u2

u2
1 − u2

2


 und h(w) =




w1 + w2

2
w2 − w1

2




erhalten wir

h′(w) =




1

2

1

2

−1

2

1

2


 , d.h. deth′(w) =

1

2
> 0 ,



3.2. INTEGRALSÄTZE 25

und die Parameterdarstellung

g(w) = f(h(w)) =




w1

w2

w1w2




einer Sattelfläche.

Unter einem zusammengesetzten Flächenstück verstehen wir die Vereinigung endlich vie-
ler Flächenstücke, die nur Randpunkte gemeinsam haben. Das Oberflächenintegral über ein
zusammengesetztes Flächenstück ist dann gleich der Summe der Integrale über die einzelnen
Flächenstücke.

3.2 Integralsätze

Es seien nun Ω ⊂ R
3 ein Gebiet und v : Ω −→ R

3 ein stetig differenzierbares Vektorfeld (z.B.
das Geschwindigkeitsfeld einer stationären Strömung).

(a) Die Differenz zwischen dem aus dem Quader Ω = Q herausfließenden Volumen pro Zeit-
einheit und dem in den Quader hineinfließenden Volumen pro Zeiteinheit ist gleich

∫∫

F

−→v (x) d
−→
F , (3.1)

wobei die Oberfläche F = ∂Q des Quaders Q (ein zusammengesetztes Flächenstück) so
orientiert ist, dass die Flächennormale nach außen (also in R

3 \Q hinein) zeigt. Man nennt
das Integral (3.1) den Fluss von −→v durch die Oberfläche F .

(b) Wir erhalten

∫∫

F

−→v d−→F =

∫∫∫

Q

[
∂v1(x)

∂x1
+
∂v2(x)

∂x2
+
∂v3(x)

∂x3

]
dx .

(c) Bezeichnen wir mit |Q| das Volumen von Q , so ist offenbar

mittlere Ergiebigkeit bzgl. Q =
Überschuss

Volumen von Q
=

1

|Q|

∫∫

F

−→v d−→F .

(d) Die Divergenz (Ergiebigkeit) des Vektorfeldes −→v im Punkt x0 ist gleich dem Grenzwert
der mittleren Ergiebigkeit, wenn man Q auf den Punkt x0 zusammenzieht:

div−→v (x0) := lim
|Q|→0,x0∈Q

1

|Q|

∫∫

F

−→v d−→F .

Ist div−→v (x0) > 0 , so nennt man x0 eine Quelle des Vektorfeldes −→v , ist div−→v (x0) < 0 ,
so Senke.

(e) Der Grenzübergang in (d) liefert somit unter Verwendung von (b)

div−→v (x0) =
∂v1(x

0)

∂x1
+
∂v2(x

0)

∂x2
+
∂v3(x

0)

∂x3
.

Man nennt das Vektorfeld v : Ω −→ R
3 quellenfrei, wenn div−→v (x) = 0 ∀x ∈ Ω gilt.

Unter (b) steht die “elementare” Form des Gauß’schen Integralsatzes im R
3 . Für dessen allge-

meine Formulierung benötigen wir folgende Definition.
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Definition 3.7 Eine kompakte Menge B ⊂ R
3 heißt Bereich mit stückweise glattem Rand,

wenn folgende Bedingungen erfüllt sind:

1. B ist die Abschließung einer nichtleeren offenen Menge Ω ⊂ R
3 .

2. Der Rand ∂B von B ist die Vereinigung endlich vieler eigentlicher Flächenstücke fk(Ωk) ,
k = 1, . . . , n0 (Ωk ⊂ R

2 nichtleer und offen), die nur Randpunkte gemeinsam haben, wobei
Rang f ′k(u) = 2 ∀u ∈ Ωk gilt und der Rand von Ωk stückweise glatt ist.

3. Die Normalenvektoren auf ∂B weisen nach außen.

Satz 3.8 (Gauß’scher Integralsatz) Es seien B ⊂ R
3 eine Bereich mit stückweise glattem

Rand F = ∂B und v : B −→ R
3 ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Dann gilt
∫∫

F

−→v d−→F =

∫∫∫

B

div−→v (x) dx .

Interpretation: Die durch die Oberfläche von B fließende Flüssigkeitsmenge ist gleich der
Menge, die die Quellen in B produzieren.

Folgerung 3.9 Es seien ϕ : B −→ R ein stetig differenzierbares Skalarfeld auf dem Bereich
B ⊂ R

3 mit stückweise glattem Rand F = ∂B und −→a ∈ R
3 ein beliebiger, aber fest gewählter

Vektor. Wir betrachten das Vektorfeld −→v (x) = ϕ(x)−→a , x ∈ B . Aus dem Gauß’schen Integralsatz
3.8 folgt dann

∫∫

F

−→v d−→F =

(∫∫

F

ϕ(x) d
−→
F ,−→a

)
=

∫∫∫

B

div−→v (x) dx =

(∫∫∫

B

∇ϕ(x) dx,−→a
)
.

Da diese Beziehung für alle −→a ∈ R
3 gilt erhalten wir den Gaußschen Integralsatz für Ska-

larfelder ∫∫

F

ϕ(x) d
−→
F =

∫∫∫

B

∇ϕ(x) dx ,

wobei die Integrale komponentenweise zu bilden sind.

Beispiel 3.10 Ein Körper B schwimme in einer Flüssigkeit mit dem spezifischen Gewicht ρ .
Mit B∗ bezeichnen wir den Teil von B , der sich unter der Flüssigkeitsoberfläche befindet. Die
Gesamthöhe des Flüssigkeitsstandes sei h > 0 . Dann ist die Druckverteilung durch

p(x) =

{
p0 : x3 ≥ h ,

p0 + ρ(h− x3) : 0 ≤ x3 < h ,

gegeben, wobei p0 der Luftdruck über der Flüssigkeitsoberfläche ist. Der Auftrieb
−→
A ist definiert

als die Kraft, die durch den Druck erzeugt wird. Dabei ist zu beachten, dass der Druck der nach
außen gerichteten Flächennormalen entgegenwirkt. Mit F = ∂B , F ∗ = ∂B∗ und F∗ = ∂(B \B∗)
ergibt sich aus Folgerung 3.9

−→
A = −

∫∫

F

p(x) d
−→
F = −

∫∫

F ∗

p(x) d
−→
F ∗ −

∫∫

F∗

p(x) d
−→
F ∗

= −
∫∫∫

B∗

∇p(x) dx−
∫∫∫

B\B∗

∇p(x) dx = −
∫∫∫

B∗




0
0
−ρ


 dx = ρ |B∗|




0
0
1


 ,

Das ist genau das Archimedessche Auftriebsgesetz: Die Auftriebskraft ist dem Betrag nach gleich
dem Gewicht der verdrängten Flüssigkeit.
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Folgerung 3.11 Es sei v : D −→ R
2 ein stetig differenzierbares Vektorfeld, wobei D ⊂ R

2

durch die stückweise glatte und geschlossene Jordankurve Γ = {x = γ(t) : t ∈ [a, b]} berandet
werde. Wir definieren

B = D × [0, 1] =
{
x ∈ R

3 : (x1, x2) ∈ D, 0 ≤ x3 ≤ 1
}

und

v0 : B −→ R
3 , x 7→




v1(x1, x2)

v2(x1, x2)

0


 .

Mit F 0 = ∂B und F = Γ × [0, 1] erhalten wir aus Satz 3.8

∫∫

D

(
∂v1

∂x1
+
∂v2

∂x2

)
d(x1, x2) =

∫∫∫

B

div−→v 0(x) d(x1, x2, x3) =

∫∫

F 0

−→v 0 d
−→
F 0 =

∫∫

F

−→v d−→F ,

wobei F die Parameterdarstellung

f(t, z) =




γ1(t)

γ2(t)

z


 , a ≤ t ≤ b, 0 ≤ z ≤ 1 ,

mit der nach außen gerichteten Flächennormalen

−→n (t, z) =




γ′1(t)

γ′2(t)

0


×




0

0

1


 =




γ′2(t)

−γ′1(t)
0




gestattet. Also gilt d
−→
F = −→n (t, z) d(t, z) und

∫∫

F

−→v 0 d
−→
F =

∫ 1

0

∫ b

a

(−→v 0(γ1(t), γ2(t), z),
−→n (t, z)

)
dtdz =

∫ b

a

[
v1(γ(t))γ

′
2(t) − v2(γ(t))γ

′
1(t)
]
dt ,

so dass ∫∫

D

(
∂v1

∂x1
+
∂v2

∂x2

)
d(x1, x2) =

∫

Γ
(v1dx2 − v2dx1) .

Das ist der Gauß’sche Integralsatz in der Ebene (vgl. Satz 2.22).

Unter der Zirkulation eines Vektorfeldes v : Ω −→ R
3 längs einer geschlossenen rektifizierbaren

Jordankurve Γ ⊂ Ω verstehen wir das Kurvenintegral zweiter Art
∫

Γ
v(x) dx .

Definition 3.12 Ein Flächenstück F =
{
f(u) : u ∈ D

}
⊂ R

3 nennt man einfach, wenn fol-
gende Bedingungen erfüllt sind:

1. D ist offen, nichtleer und einfach zusammenhängend mit stückweise glattem Rand.

2. Der Rand von D ist positiv orientiert, d.h. D liegt links von ∂D .

3. Die Abbildung f : D −→ R
3 ist injektiv und zweimal stetig differenzierbar, und es gilt

Rang f ′(u) = 2 für alle u ∈ D .
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(f) Es seien v : Ω −→ R
3 ein stetig differenzierbares Vektorfeld und F ⊂ Ω ein einfaches

Flächenstück mit dem Rand ∂F , Ω ⊂ R
3 offen. Die mittlere Wirbelstärke von v bzgl. F

ist dann gleich

1

|F |

∫

∂F

v(x) dx

und die Wirbelstärke im Punkt x0 ∈ Ω bzgl. der Richtung −→n gleich

W−→n (x0) = lim
|F |→0,x0∈F

1

|F |

∫

∂F

v(x) dx ,

wobei der Grenzwert über ebene Flächenstücke mit der Normalenrichtung −→n zu nehmen
ist. Es sei z.B.

∂F =
{
γ(t) =

(
γ1(t), γ2(t), x

0
3

)
: a ≤ t ≤ b

}
,

also ∂D = {(γ1(t), γ2(t)) : a ≤ t ≤ b} . Dann folgt unter Verwendung von Folgerung 3.11

∫

∂F

v(x) dx =

∫ b

a

〈
v(γ(t)), γ′(t)

〉
dt =

∫ b

a

[
v1(γ(t))γ

′
1(t) + v2(γ(t))γ

′
2(t)

]
dt

=

∫

∂D

[v1(x) dx1 + v2(x) dx2] =

∫∫

D

(
∂v2

∂x1
− ∂v1

∂x2

)
d(x1, x2) ,

also

W−→n (x0) =
∂v2(x

0)

∂x1
− ∂v1(x

0)

∂x2
für −→n =




0
0
1


 .

Allgemein gilt W−→n (x0) =
〈
rot−→v (x0),−→n

〉
mit

rot−→v (x0) =




∂v3(x
0)

∂x2
− ∂v2(x

0)

∂x3

∂v1(x
0)

∂x3
− ∂v3(x

0)

∂x1

∂v2(x
0)

∂x1
− ∂v1(x

0)

∂x2




=

[
∂

∂xk

] 3

k=1

×−→v (x0) = ∇×−→v (x0) .

(g) Es seien v : Ω −→ R
3 ein stetig differenzierbares Vektorfeld und F =

{
f(u) : u ∈ D

}
⊂ Ω

ein einfaches Flächenstück und ∂D = {γ(t) = (γ1(t), γ2(t)) : a ≤ t ≤ b} stückweise glatt,
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so dass ∂F = {f(γ(t)) : a ≤ t ≤ b} . Dann gilt

∫

∂F

v(x) dx =

∫ b

a

〈
v(f(γ(t))), f ′(γ(t))γ′(t)

〉
dt

=

∫ b

a

v(f(γ(t)))T
[
∂f(γ(t))

∂u1

∂f(γ(t))

∂u2

][ γ′1(t)

γ′2(t)

]
dt

=

∫ b

a

[
v(f(γ(t)))T

∂f(γ(t))

∂u1
γ′1(t) + v(f(γ(t)))T

∂f(γ(t))

∂u2
γ′2(t)

]
dt

=

∫

∂D

[
v(f(u))T

∂f(u)

∂u1
du1 + v(f(u))T

∂f(u)

∂u2
du2

]

Folg.3.11
=

∫∫

D

[
∂

∂u1

(
v(f(u))T

∂f(u)

∂u2

)
− ∂

∂u2

(
v(f(u))T

∂f(u)

∂u1

)]
du

=

∫∫

D

[(
v′(f(u))

∂f(u)

∂u1

)T
∂f(u)

∂u2
−
(
v′(f(u))

∂f(u)

∂u2

)T
∂f(u)

∂u1

]
du

=

∫∫

D

∂f(u)

∂u2

T [
v′(f(u)) − v′(f(u))T

]∂f(u)

∂u1
du .

Für einen konstanten Vektor a =
[
a1 a2 a3

]T ∈ R
3 gilt

[
v′(x) − v′(x)T

]
a =

[
3∑

k=1

(
∂vj(x)

∂xk
− ∂vk(x)

∂xj

)
ak

] 3

j=1

= rot−→v (x) ×−→a .

Also ist

∫

∂F

v(x) dx =

∫∫

D

(
rot−→v (f(u)),

∂
−→
f (u)

∂u1
× ∂

−→
f (u)

∂u2

)
du =

∫∫

F

rot−→v d−→F .

Satz 3.13 (Stokes’scher Integralsatz) Sind v : Ω −→ R
3 ein stetig differenzierbares Vektor-

feld und F ⊂ Ω ein einfaches Flächenstück, so gilt
∫

∂F

v(x) dx =

∫∫

F

rot−→v d−→F .

Interpretation: Die Zirkulation entlang einer Kurve ist gleich dem Integral über alle Wir-
belstärken auf einem Flächenstück, welches von dieser Kurve berandet wird, also gleich dem
Wirbelfluss durch dieses Flächenstück.

Folgerung 3.14 Es seien v : Ω −→ R
3 ein stetig differenzierbares Vektorfeld und B ⊂ Ω ein

Bereich mit stückweise glattem Rand F = ∂B , der sich als Vereinigung endlich vieler einfacher
Flächenstücke darstellen lässt, die nur Randpunkte gemeinsam haben. Dann gilt

∫∫

F

rot−→v d−→F = 0 ,

d.h. der Wirbelfluss durch eine geschlossene Oberfläche ist gleich Null.
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Folgerung 3.15 Wir betrachten den ebenen Fall. Seien also v : Ω −→ R
2 stetig differenzierbar,

D ⊂ Ω ⊂ R
2 und D ein einfach zusammenhängendes Gebiet mit stückweise glattem Rand ∂D .

Dann folgt

∫

∂D

(v1 dx1 + v2 dx2) =

∫

∂D

v(x) dx =

∫∫

D

rot−→v d−→D =

∫∫

D

(
∂v2

∂x1
− ∂v1

∂x2

)
d(x1, x2) .

In der Ebene sind also Stokes’scher und Gaußscher Integralsatz identisch.

3.3 Folgerungen aus den Integralsätzen

• Mit der Bezeichnung ∇ =
[

∂
∂x1

∂
∂x2

∂
∂x3

]T
(Nabla − Operator) haben wir für ϕ :

Ω −→ R

∇ϕ =

[
∂ϕ

∂x1

∂ϕ

∂x2

∂ϕ

∂x3

]T

= gradϕ

(Gradient von ϕ) und für v : Ω −→ R
3

∇ · v = 〈∇, v〉 =
∂v1

∂x1
+
∂v2

∂x2
+
∂v3

∂x3
= div−→v

(Divergenz von −→v ) sowie

∇× v = rot−→v
(Rotation von −→v ).

• Für ϕ,ψ : Ω −→ R , v, w : Ω −→ R
3 und λ, µ ∈ R gilt

∇(λϕ+ µψ) = λ∇ϕ+ µ∇ψ ,

∇(λv + µw) = λ(∇v) + µ(∇w) ,

∇× (λv + µw) = λ(∇× v) + µ(∇× w) .

• Für a ∈ R
3 schreiben wir

a · ∇ = a1
∂

∂x1
+ a2

∂

∂x2
+ a3

∂

∂x3
.

• Ferner ist für ϕ : Ω −→ R

(∇ · ∇)ϕ =
∂2v1

∂x2
1

+
∂2v2

∂x2
2

+
∂2v3

∂x2
3

=: ∆ϕ

(∆ - Laplace-Operator).

• Varianten des Gauß’schen Integralsatzes (F = ∂B):

1. Satz 3.8:

∫∫

F

−→v d−→F =

∫∫∫

B

div−→v (x) dx

2. Folg. 3.9:

∫∫

F

ϕ(x) d
−→
F =

∫∫∫

B

∇ϕ(x) dx

3.

∫∫

F

−→v × d
−→
F = −

∫∫∫

B

rot−→v dx
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• Varianten des Stokes’schen Integralsatzes:

1. Satz 3.13:

∫

∂F

v(x) dx =

∫∫

F

rot−→v d−→F

2.

∫

∂F

ϕ(x) dx = −
∫∫

F

∇ϕ× d
−→
F

3.

∫

∂F

−→v × dx = −
∫∫

F

(
d
−→
F ×∇

)
×−→v

• Formeln der partiellen Integration: Es seien ϕ,ψ : Ω −→ R zweimal stetig differenzier-
bar und B ⊂ Ω ⊂ R

3 ein Bereich mit stückweise glattem Rand F = ∂B . Dann gelten die
erste und zweite Green’sche Formel

∫∫∫

B

ϕ∆ψ dx =

∫∫

F

ϕ
∂ψ

∂−→n dF −
∫∫∫

B

〈∇ϕ,∇ψ〉 dx , (3.2)

∫∫

F

(
ϕ
∂ψ

∂−→n − ψ
∂ϕ

∂−→n

)
dF =

∫∫∫

B

(ϕ∆ψ − ψ∆ϕ) dx . (3.3)

Dabei bezeichnet −→n die normierte äußere Normale. Aus der ersten Green’schen Formel
folgt (ϕ ≡ 1) ∫∫

F

∂ψ

∂−→n dF =

∫∫∫

B

∆ψ dx . (3.4)

3.4 Wirbel- und quellfreie Felder

Es seien Ω ⊂ R
3 ein einfach zusammenhängendes Gebiet und ϕ : Ω −→ R , v : Ω −→ R

3 zweimal
stetig differenzierbar.

(a) Aus div rot−→v = ∇ · (∇×−→v ) = (∇,∇,−→v ) = (−→v ,∇,∇) = ∇×∇,−→v ) = 0 folgt:

Jedes Wirbelfeld ist quellfrei.

(b) Aus rot (∇ϕ) = ∇× (∇ϕ) = Θ folgt:

Jedes Potentialfeld (Gradientenfeld) ist wirbelfrei.

Das ist uns schon aus den Überlegungen in Abschnitt 2.3 bekannt. Mehr noch: Nach Satz
2.20 ist ein stetig differenzierbares Vektorfeld v : Ω −→ R

3 auf einem einfach zusam-
menhängenden Gebiet Ω ⊂ R

3 genau dann ein Gradientenfeld, wenn es wirbelfrei ist.

(c) Sind also rot−→v = Θ und div−→v = 0 in Ω , so existieren ein Potential Ω −→ R mit −→v = ∇ϕ .
Es folgt 0 = div−→v = ∆ϕ auf Ω . Eine zweimal stetig differenzierbare Funktion ϕ : Ω −→ R

heißt harmonisch, wenn ∇ϕ(x) = 0 für alle x ∈ Ω gilt.

(d) Für y ∈ R
2 betrachten wir die Funktion sy : R

2 −→ R , x 7→ − ln |x − y| . Es folgt

∇sy(x) = − x− y

|x− y|2 . Im Fall y ∈ R
3 setzen wir sy : R

3 −→ R , x 7→ 1

|x− y| und erhalten

∇sy(x) = − x− y

|x− y|3 , also

∇sy(x) = − x− y

|x− y|d , d = 2, 3 .
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Es folgt

∆sy(x) = 0 ∀ (x, y) ∈ R
d × R

d \
{

(x, y) ∈ R
d × R

d : x = y
}
.

Hinweis: Sind Γ ⊂ R
d eine von einem rektifizierbaren Jordanweg erzeugte Kurve oder ein

Flächenstück, ϕ : Γ −→ R eine stetige Funktion und

Φ(x) =

∫

Γ
ϕ(y)sy(x) dΓy , x ∈ R

d \ Γ

(Integration bzgl. y , Kurven- bzw. Flächenintegral erster Art), so ist Φ : R
d \ Γ −→ R

harmonisch.

Im Weiteren seien B ⊂ R
3 ein Bereich mit stückweise glattem Rand und Ω = int(B) sowie

F = ∂B der Rand von B (und Ω).

(e) Dirichlet-Problem: Gegeben ist eine stetige Funktion g : F −→ R , gesucht eine in Ω
harmonische und auf B stetige Funktion ϕ : B −→ R mit ϕ(x) = g(x) ∀x ∈ F .
Wie viele Lösungen kann dieses Problem haben? Sind ϕ1, ϕ2 : B −→ R zwei auf B zwei-
mal stetig differenzierbare (d.h. in einer B umfassenden offenen Menge zweimal stetig
differenzierbare) Lösungen, so löst ϕ = ϕ1 − ϕ2 das homogene Problem

∆ϕ = 0 in Ω , ϕ = 0 auf F .

Aus der ersten Green’schen Formel (3.2) folgt dann

∫∫∫

B

〈∇ϕ,∇ϕ〉 dx = 0 ,

also ∇ϕ = 0 auf B . Damit ist ϕ auf B konstant und somit, wegen ϕ = 0 auf F , identisch
Null. Es kann also nur eine zweimal stetig differenzierbare Lösung geben.

Mittels des Maximumprinzips für harmonische Funktionen (siehe Satz 3.18) kann man
zeigen, dass auch auch das ursprüngliche Problem höchstens eine Lösung besitzt.

(f) Neumann-Problem: Gegeben ist eine stetige Funktion g : F −→ R , gesucht eine in Ω

harmonische und auf B stetig differenzierbare Funktion ϕ : B −→ R , die
∂ϕ

∂−→n = g auf F

(genauer: in allen Punkten von F , in denen die äußere Normale −→n wohldefiniert ist) erfüllt.
Hier folgt aus der ersten Green’schen Formel (3.2), dass sich zwei auf B zweimal stetig
differenzierbare Lösungen dieses Problems nur durch eine additive Konstante unterscheiden
können.

(g) Gemischtes Randwertproblem: Gegeben sind die stetigen Funktionen g, h : F −→ R

mit h 6≡ 0 , gesucht ist eine in Ω harmonische und auf B stetig differenzierbare Funktion

ϕ : B −→ R , die der Bedingung
∂ϕ

∂−→n +hϕ = g auf F genügt. Für die Differenz ϕ = ϕ1−ϕ2

zweier zweimal auf B stetig differenzierbarer Lösungen folgt aus der ersten Green’schen
Formel (3.2) ∫∫∫

B

|∇ϕ|2 dx =

∫∫

F

ϕ
∂ϕ

∂−→n dF = −
∫∫

F

hϕ2 dF ≤ 0 .

Hieraus ergibt sich wieder ∇ϕ ≡ 0 und somit ϕ ≡ c0 = const auf B . Also ist h c0 =

− ∂ϕ

∂−→n = 0 , d.h. c0 = 0 . Es gibt somit höchstens eine auf B zweimal stetig differenzierbare

Lösung.
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(h) Poisson-Problem: Gegeben sind die stetigen Funktionen f : Ω −→ R und g : F −→ R ,

gesucht ist eine auf Ω zweimal stetig differenzierbare und auf B stetige Funktion ϕ : B −→
R , die

∆ϕ = f in Ω , ϕ = g auf F

genügt. Dieses Problem kann in zwei Teilprobleme zerlegt werden: Man sucht ϕ = ϕ1 +ϕ2

mit
∆ϕ1 = f in Ω , ϕ1 = 0 auf F

und
∆ϕ2 = 0 in Ω , ϕ2 = g auf F .

(i) Sind ϕ : B −→ R eine zweimal stetig differenzierbare Lösung des Problems

∆ϕ = f in Ω , ϕ = 0 auf F

und ψ : B −→ R eine beliebige zweimal stetig differenzierbare Funktion mit ψ = 0 auf F ,
so folgt aus der ersten Green’schen Formel (3.2) (man vertausche die Rollen von ϕ und ψ)

−
∫∫∫

B

〈∇ϕ,∇ψ〉 dx =

∫∫∫

B

ψ f dx .

Diese Tatsache kann für einen schwächeren Lösungsbegriff verwendet werden, indem man
ϕ : B −→ R , ϕ = 0 auf F eine schwache Lösung nennt, wenn die letzte Gleichung für alle
Funktionen ψ : B −→ R aus einem geeigneten Funktionenraum gilt. Auch für homogene
Neumann-Randbedingungen, d.h. für das Problem

∆ϕ = f in Ω ,
∂ϕ

∂−→n = 0 auf F ,

kann man dies aufschreiben, wobei hier keine Randbedingungen an ψ zu stellen sind.

(j) Ein Vektorfeld −→w = rot−→v : Ω −→ R
3 nennt man also ein Wirbelfeld (vgl. Punkt (a))

und −→v ein dazugehöriges Vektorpotential. Aus (a) folgt, dass die Bedingung div−→w = 0
in Ω notwendig dafür ist, dass −→w ein Wirbelfeld ist. Seien nun diese Bedingung erfüllt,
x0 ∈ Ω und Ω sternförmig bzgl. x0 sowie

−→v (x) =

∫ 1

0

[−→w (x0 + t(x− x0)) × (x− x0)
]
dt , x ∈ Ω .

Unter Verwendung der Formel

rot
[−→a ×−→

b
]

= −→a div
−→
b −−→

b div−→a +
−→
a′b−

−→
b′a

kann man zeigen, dass dann rot−→v = −→w in Ω gilt.

(k) Sind −→w = rot−→v ein Wirbelfeld und ∇ϕ ein Gradientenfeld, so folgt aus (b)

−→w = rot (−→v + ∇ϕ) ,

d.h., auch −→v +∇ϕ ist ein Vektorpotential für −→w . Umgekehrt folt aus −→w = rot−→v = rot−→u ,
also aus rot (−→v −−→u ) = Θ , nach Satz 2.20, falls Ω einfach zusammenhängend ist, −→v −−→u =
∇ϕ .

(ℓ) Wir suchen zu einem quellfreien Wirbelfeld −→w = rot−→v ein quellfreies Vektorpotential, also
nach (k) ein Skalarfeld ϕ , so dass div (−→v + ∇ϕ) = 0 gilt. Man erhält also die Gleichung

∆ϕ = −div−→v .
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(m) Es seien −→v : Ω −→ R
3 ein gegebenes Vektorfeld und die Gleichung ∆ϕ = div−→v auf dem

sternförmigen Gebiet Ω lösbar. Es folgt div (−→v −∇ϕ) = 0 . Nach (j) existiert also ein
Vektorfeld w : Ω −→ R

3 mit −→v −∇ϕ = rot−→w . Also ist −→v = rot−→w +∇ϕ als Summe eines
quellfreien und eines wirbelfreien Vektorfeldes darstellbar.

Wir wenden jetzt die zweite Greensche Formel (3.3) auf die Funktion ϕ(x) = sy(x) =
1

|x− y|
(d = 3), y ∈ int(B) und Bε = B \ Uε(y) , Fε = ∂Bε an, um eine Darstellungsformel für
harmonische Funktionen zu gewinnen.

• Zuvor einige Betrachtungen zu Integralen mit Singularitäten: Es seien B ⊂ R
m Jordan-

messbar und f : B \
{
x0
}
−→ R gegeben. Für jede Jordan-messbare Umgebung U von x0

(d.h., für jede Jordan-messbare Menge U ⊂ R
3 , für die x0 innerer Punkt ist) existiere das

Integral
∫
B\U f(x) dx . Wir sagen, dass das uneigentliche Integral

∫

B

f(x) dx (3.5)

existiert, falls für eine beliebige Folge (Un) ∞
n=1 von Umgebungen von x0 , die sich für n −→

∞ auf x0 zusammenziehen, der Grenzwert

lim
n→∞

∫

B\Un

f(x) dx

existiert. Dieser Grenzwert ist dann unabhängig von der Wahl der Folge (Un) ∞
n=1 und

definiert den Wert des Integrals (3.5).

Beispiel 3.16 Es seien R > 0 , λ ∈ R und m = 2 oder m = 3 . Das Integral
∫
KR(Θ) |x|−λ dx

mit KR(x0) =
{
x ∈ R

m : |x− x0| ≤ R
}

existiert genau dann als uneigentliches Integrals, wenn
λ < m gilt.

Folgerung 3.17 Es seien B ⊂ R
m Jordan-messbar und f : B \

{
x0
}
−→ R gegeben. Für ein

R > 0 gelte KR(x0) ⊂ B und

|f(x)| ≤ c

|x− x0|λ , x ∈ KR(x0) \ x0 ,

mit Konstanten c > 0 und λ < m ∈ {2, 3} . Ferner sei f auf B \ U für jede Jordan-messbare

Umgebung U von x0 integrierbar. Dann existiert das uneigentliche Integral

∫

B

f(x) dx .

• Man erhält für eine auf dem Bereich B mit stückweise glattem Rand F zweimal stetig
differenzierbare Funktion ψ : B −→ R die Formel

ψ(y) =
1

4π

∫∫

F

∇ψ(x)

|x− y| d
−→
F x +

1

4π

∫∫

F

ψ(x)
x− y

|x− y|3 d
−→
F x − 1

4π

∫∫∫

B

∆ψ(x)

|x− y| dx ,

y ∈ int(B) =: Ω , wobei das letzte Integral im uneigentlichen Sinne existiert. Ist ψ harmo-
nisch in Ω , so ergibt sich die Darstellungsformel

ψ(y) =
1

4π

∫∫

F

1

|x− y|
∂ψ(x)

∂−→n dFx +
1

4π

∫∫

F

ψ(x)
x− y

|x− y|3 d
−→
F x , y ∈ Ω . (3.6)
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• Sei ψ : Ω −→ R auf der offenen Menge Ω harmonisch. Wendet man die Darstellungsformel
(3.6) auf B = Kr(y) ⊂ Ω und F = Fr = ∂Kr(y) an, so erhält man die Mittelwerteigen-
schaft harmonischer Funktionen

ψ(y) =
1

4πr2

∫∫

Fr

ψ dFr .

Aus der Mittelwerteigenschaft erhält man das Maximumprinzip.

Satz 3.18 (Maximumprinzip für harmonische Funktionen) Ist ψ : Ω −→ R auf dem
Gebiet Ω ⊂ R

3 harmonisch und nicht konstant, so kann ψ in Ω kein Maximum besitzen.

3.5 Zum Beweis des Gauß’schen Integralsatzes

Satz 3.19 Es seien f : K −→ R
3 eine Fläche, F = f(K) das zugehörige Flächenstück, S :

F −→ G := S(F ) ein Diffeomorphismus mit detS′(x) 6= 0 ∀x ∈ F und v : F −→ R
3 ein stetiges

Vektorfeld. Dann gilt ∫∫

F

−→v d−→F =

∫∫

G

−→w d
−→
G ,

wobei

w(x) =
1

detS′(S−1(x))
S′(S−1(x))v(S−1(x)) , x ∈ G ,

bzw. ( mit T = S−1 : G −→ F )

w(x) =
[
detT ′(x)

] [
T ′(x)

]−1
v(T (x)) , x ∈ G .

Satz 3.20 Sind v : Ω2 −→ R
3 ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf der offenen Menge

Ω2 ⊂ R
3 und T : Ω1 −→ Ω2 ein C2-Diffeomorphismus mit detT ′(x) 6= 0 ∀x ∈ Ω1 sowie

w : Ω1 −→ R
3 gegeben durch

w(x) =
[
detT ′(x)

] [
T ′(x)

]−1
v(T (x)) ,

so gilt
div−→w (x) =

[
detT ′(x)

]
div−→v (T (x)) , x ∈ Ω1 .

Bezeichnungen:

• B =
{
B ⊂ R

3 : B − Bereich mit stückweise glattem Rand
}
,

• BG = {B ∈ B : Auf B gilt der Gauß’sche Integralsatz.}

Satz 3.21 Sind B1 ∈ BG und T : B1 −→ B2 ein C2-Diffeomorphismus mit detT ′(x) > 0
∀x ∈ B1 , so ist B2 ∈ BG .

3.6 Felder in krummlinigen orthogonalen Koordinaten

Definition 3.22 Unter einer orthogonalen Koordinatentransformation verstehen wir ei-
ne stetig differenzierbare Abbildung

T : D −→ R
3 , u 7→ x = T (u) , D ⊂ R

3 ,

mit detT ′(u) > 0 ∀u ∈ D und
〈
∂T (u)

∂uk
,
∂T (u)

∂uj

〉
= 0 , j, k = 1, 2, 3, j 6= k , u ∈ D.
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Für jedes u0 ∈ int(D) existiert ein ε > 0 , so dass die Wege γk : (−ε, ε) −→ R
3 mit γ1(t) =

T (u0
1 + t, u0

2, u
0
3) , γ

2(t) = T (u0
1, u

0
2 + t, u0

3) und γ3(t) = T (u0
1, u

0
2, u

0
3 + t) wohldefiniert sind.

Die zugehörigen, maximal fortgesetzten Kurven Γk nennen wir Koordinatenlinien durch den

Punkt x0 = T (u0) . Wegen (γk)′(0) =
∂T (u0)

∂uk
schneiden sich diese Kurven in x0 paarweise

rechtwinklig. Die Vektoren

ẽk(u) =
1

gk(u)

∂T (u)

∂uk

mit gk(u) =

∣∣∣∣
∂T (u)

∂uk

∣∣∣∣

bilden wegen

〈ẽk(u), ẽj(u)〉 = δjk und det
[
ẽ1(u)|ẽ2(u)|ẽ3(u)

]
=

1

g1(u)g2(u)g3(u)
detT ′(u) = 1

ein orthogonales Rechtssystem, das sogenannte Rechtsdreibein entlang der Koordinatenlinien.

Beispiel 3.23 (Zylinderkoordinaten) Die Transformation T : D −→ R
3 mit

T (u) =



u1 cos u2

u1 sinu2

u3


 und D = (0,∞) × [0, 2π] × R

ist eine orthogonale Koordinatentransformation, wobei T ′(u) = u1 , g1(u) = 1 , g2(u) = u1 ,

g3(u) = 1 und

ẽ1(u) =




cos u2

sinu2

0


 , ẽ2(u) =




− sinu2

cos u2

0


 , ẽ3(u) =




0
0
1


 .

Beispiel 3.24 (Kugelkoordinaten) Die Transformation T : D −→ R
3 mit

T (u) =



u1 cos u2 cos u3

u1 sinu2 cos u3

u3 sinu3


 und D = (0,∞) × [0, 2π] ×

(
−π

2
,
π

2

)

ist eine orthogonale Koordinatentransformation, wobei T ′(u) = u2
1 cosu3 und

g1(u) = 1 , g2(u) = u1 cos u3 , g3(u) = u1

sowie

ẽ1(u) =




cos u2 cos u3

sinu2 cos u3

sinu3


 , ẽ2(u) =




− sinu2

cos u2

0


 , ẽ3(u) =




− cosu2 sinu3

sinu2 sinu3

cos u3


 .

Beispiel 3.25 (Toruskoordinaten) Für a > 0 ist die Transformation T : D −→ R
3 mit

T (u) =




(a+ u1 cos u3) cos u2

(a+ u1 cos u3) sinu2

u1 sinu3


 und D = (0, a) × [0, 2π]2

eine orthogonale Koordinatentransformation, wobei T ′(u) = u1(a+ u1 cos u3) ,

g1(u) = 1 , g2(u) = a+ u1 cos u3 , g3(u) = u1

und

ẽ1(u) =




cos u2 cos u3

sinu2 cos u3

sinu3


 , ẽ2(u) =




− sinu2

cos u2

0


 , ẽ3(u) =




− cosu2 sinu3

sinu2 sinu3

cos u3


 .
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Sind v : G −→ R
3 ein gegebenes Vektorfeld und T : D −→ G eine orthogonale Koordinaten-

transformation sowie ṽ(u) = v(T (u)) , so folgt

ṽ(u) =
3∑

j=1

ṽj(u)ẽj(u) ,

wobei ṽj(u) = 〈ṽ(u), ẽj(u)〉 die Koordinaten von v entlang der Koordinatenlinien bezeichnen.
Wir erhalten

∂ṽ(u)

∂uk
=

3∑

j=1

[
∂ṽj(u)

∂uk
ẽj(u) + ṽj(u)

∂ẽj(u)

∂uk

]
, k = 1, 2, 3 .

Beispiel 3.26 Auf v(x) = (x2
3, 0, 0) wenden wir T (u) aus Beispiel 3.23 an. Es folgt ṽ(u) =

(u2
3, 0, 0) und ṽ1(u) = u2

3 cos u2 , ṽ2(u) = −u2
3 sinu2 sowie ṽ3(u) = 0 .

Man beachte für das Weitere, dass die Differentialoperatoren grad , div , rot und ∆ sich stets
auf die x-Koordinaten beziehen.

Es seien nun ψ : G −→ R ein gegebenes Skalarfeld, T : D −→ G eine orthogonale Koordinaten-
transformation und ψ̃(u) = ψ(T (u)) . Es folgt

grad ψ̃(u) =

3∑

j=1

〈gradψ(T (u)), ẽj(u)〉 ẽj(u)

mit

〈gradψ(T (u)), ẽj(u)〉 =
1

gj(u)

〈
gradψ(T (u)),

∂T (u)

∂uj

〉

=
1

gj(u)

3∑

k=1

∂ψ(T (u))

∂xk

∂Tk(u)

∂uj
=

1

gj(u)

∂ψ̃(u)

∂uj
,

also

grad ψ̃(u) =

3∑

j=1

1

gj(u)

∂ψ̃(u)

∂uj
ẽj(u) . (3.7)

Beispiel 3.27 (Gradient in Zylinderkoordinaten) Für die Zylinderkoordinaten aus Bei-
spiel 3.23 ergibt sich aus (3.7) die Formel

grad ψ̃(u) =
∂ψ̃(u)

∂u1
ẽ1(u) +

1

u1

∂ψ̃(u)

∂u2
ẽ2(u) +

∂ψ̃(u)

∂u3
ẽ1(u)

bzw. mit u = (r, ϕ, z) kurz

grad ψ̃ =
∂ψ̃

∂r
ẽr +

1

r

∂ψ̃

∂ϕ
ẽϕ +

∂ψ̃

∂z
ẽz

Für ψ : G −→ R und v : G −→ R
3 folgt aus

∂[ψ(x)vk(x)]

∂xk

=
∂ψ(x)

∂xk

vk(x) + ψ(x)
∂vk(x)

∂xk

die Formel
div (ψ−→v ) = (gradψ,−→v ) + ϕdiv−→v . (3.8)
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Unter der Voraussetzung, dass T : D −→ G bijektiv ist, wenden wir die Formel (3.7) auf
ψ(x) =

[
T−1(x)

]
k
, d.h. ψ̃(u) = ψ(T (u)) = uk , an und erhalten

graduk =
1

gk(u)
ẽk(u) (3.9)

und somit
ẽ1(u) = ẽ2(u) × ẽ3(u) = g2(u)g3(u)[grad u2 × gradu3] .

Es folgt aus (3.8) und div (−→a ×−→
b ) =

(−→
b , rot−→a

)
−
(−→a , rot−→b

)

div (ṽ1ẽ1) = div [g2g3ṽ1(grad u2 × gradu3)]

= g2g3ṽ1 div (gradu2 × gradu3) + 〈grad (g3g3ṽ1), grad u2 × gradu3〉

=
1

g2g3
〈grad (g2g3ṽ1), ẽ1〉

(3.7)
=

1

g1g2g3

∂(g2g3ṽ1)

∂u1

und analog

div (ṽ2ẽ2) =
1

g1g2g3

∂(g1g3ṽ2)

∂u2
, div (ṽ3ẽ3) =

1

g1g2g3

∂(g1g2ṽ3)

∂u3
.

Wir schlussfolgern aus div−→v = div

3∑

j=1

ṽj ẽj =

3∑

j=1

div (ṽj ẽj) die Formel

div ṽ =
1

g1g2g3

[
∂(g2g3ṽ1)

∂u1
+
∂(g1g3ṽ2)

∂u2
+
∂(g1g2ṽ3)

∂u3

]
. (3.10)

Beispiel 3.28 (Divergenz in Zylinderkoordinaten) Formel (3.10) liefert für die Koordi-
natentransformation aus Beispiel 3.23

div ṽ =
1

u1

[
∂(u1ṽ1)

∂u1
+
∂ṽ2

∂u2
+
∂(u1ṽ3)

∂u3

]

=
1

u1

∂(u1ṽ1)

∂u1
+

1

u1

∂ṽ2

∂u2
+
∂ṽ3

∂u3
=

1

r

∂(rṽr)

∂r
+

1

r

∂ṽϕ

∂ϕ
+
∂ṽz

∂z
.

Unter Verwendung der Formeln (3.9), rot (ψ−→w ) = ψ rot−→w +(gradψ)×−→w und (3.7) erhalten wir

rot ṽ = rot
3∑

j=1

ṽj ẽj =
3∑

j=1

rot (ṽjwej) =
3∑

j=1

rot (ṽjgjgraduj

=

3∑

j=1

[ṽjgjrot graduj + (grad (ṽjgj)) × (graduj)]

=
3∑

j=1

3∑

k=1

(
1

gk

∂(ṽjgj)

∂uk

ẽk

)
×
(

1

gj
ẽj

)

=
1

g1g2

∂(ṽ2g2)

∂u1
ẽ3 −

1

g1g3

∂(ṽ3g3)

∂u1
ẽ2

− 1

g2g1

∂(ṽ1g1)

∂u2
ẽ3 +

1

g2g3

∂(ṽ3g3)

∂u2
ẽ1

+
1

g3g1

∂(ṽ1g1)

∂u3
ẽ2 −

1

g3g2

∂(ṽ2g2)

∂u3
ẽ1 ,
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so dass

rot ṽ =
1

g1g2g3
det




g1ẽ1 g2ẽ2 g3ẽ3

∂

∂u1

∂

∂u2

∂

∂u3

g1ṽ1 g2ṽ2 g3ṽ3


 . (3.11)

Wiederum unter Berücksichtigung von (3.7) ergibt sich

∆ψ̃ = div gradψ = div
3∑

j=1

1

gj

∂ψ̃

∂uj
ẽj =: div−→w

mit w̃j =
1

gj

∂ψ̃

∂uj
, j = 1, 2, 3 . Aus (3.10) folgt somit

∆ψ̃ =
1

g1g2g3

3∑

j=1

∂

∂uj

(
g1g2g3

g2
j

∂ψ̃

∂uj

)
. (3.12)

Beispiel 3.29 (Laplace-Operator in Zylinderkoordinaten) Mit der Koordinatentransfor-
mation aus Beispiel 3.23 nimmt Formel (3.12) die Form

∆ψ̃ =
1

u1

[
∂

∂u1

(
u1
∂ψ̃

∂u1

)
+

∂

∂u2

(
1

u1

∂ψ̃

∂u2

)
+

∂

∂u3

(
u1
∂ψ̃

∂u3

)]

=
1

r

∂

∂r

(
r
∂ψ̃

∂r

)
+

1

r2
∂2ψ̃

∂ϕ2
+
∂2ψ̃

∂z2

=
∂2ψ̃

∂r2
+

1

r

∂ψ̃

∂r
+

1

r2
∂2ψ̃

∂ϕ2
+
∂2ψ̃

∂z2

an.

Beispiel 3.30 (Laplace-Operator in Kugelkoordinaten) Für die Koordinatentransforma-
tion aus Beispiel 3.24 liefert die Formel (3.12)

∆ψ̃ =
1

u2
1 cos u3

[
∂

∂u1

(
u2

1 cos u3
∂ψ̃

∂u1

)
+

∂

∂u2

(
1

cos u3

∂ψ̃

∂u2

)
+

∂

∂u3

(
cos u3

∂ψ̃

∂u3

)]

=
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂ψ̃

∂r

)
+

1

r2 cos2 ϑ

∂2ψ̃

∂ϕ2
+

1

r2 cosϑ

∂

∂ϑ

(
cos ϑ

∂ψ̃

∂ϑ

)
.
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