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Kapitel 0

Vorbereitungen

0.1 Ungleichungen

Es seien p > 1 und p~' 4+ ¢~ ! = 1. Der Fliicheninhalt des Rechtecks mit den Seitenlingen o > 0
und § > 0 ist offenbar nicht gréfler als die Summe der Inhalte der Flidchen, die von der &-
bzw. der n—Achse und dem Graphen der Funktion 7 = ¢&P~1 begrenzt werden (siche Abb.). Die
Gleichung der Umkehrfunktion lautet & = 91 .

n
g
@ 3
Es folgt
. y P q
ap< [etaes [artan ="+ 01)
p q
0 0
Sind wenigstens eine der Zahlen &, € C,k=1,...,m,und eineder Zahlenn, € C,k=1,...,m,
von Null verschieden, so folgt mit
B £ _ 1j
4= m 1/p und Bj o m 1/q
(Sar) (S
k=1 k=1

unter Verwendung von (0.1)
m

m m m q
Z%ﬂj SZ\%Hﬁj!SEZLJréz | _%JF%:L
= 7=t (Z |€k|p> (Z |77k|q>

7j=1 7=1

7
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Wir erhalten die H6lder-Ungleichung
1/p 1/q
m m m
Yol < [ DolgP > gl , (0.2)
j=1 j=1 j=1
die fiir beliebige £;,n; € C und p > 1,¢ > 1 mit p~ L +¢ ' =1 gilt. Fiir p= g = 2 ist diese als
Cauchy-Schwarz- bzw. Schwarz-Bunjakowski-Ungleichung bekannt. Aus (0.2) folgt auch
m m m
Dol il < D IgIg AP gl 4P
j=1 j=1 j=1
m 1/p 1/p 1/q

DIl il D_lg+ml )
Jj=1 Jj=1

J=1

IN

1

so dass sich wegen ¢(p —1) =pund 1 — ¢~ = p~! die Minkowski-Ungleichung

1/p 1/p 1/p

m m m
> Ig +nl <(DoIglr ] DIl (0.3)
j=1 j=1 j=1

ergibt, die trivialerweise auch fiir p = 1 gilt.

0.2 Metrische Raume

Unter einem metrischen Raum X versteht man ein geordnetes Paar (X, d) aus einer nichtleeren
Menge (den Punkten des Raumes) und einer Abbildung d : X x X — [0,00) (der Metrik), die
folgenden Axiomen geniigt:

(M1) d(z,y) =0 <= z =1y,

(M2) d(z,y) = d(y,z) Va,y€X,

(M3) d(z,y) <d(z,z)+d(z,y) Ya,y,z € X (Dreiecksungleichung).

Eine Punktfolge (z,,),~; C X nennt man konvergent mit dem Grenzwert z* € X (in Zeichen:

lim z, = z%), wenn lim d(z,,2*) = 0 gilt. Der Grenzwert einer konvergenten Punktfolge
n—oo n—oo

ist offenbar eindeutig bestimmt, und jede Teilfolge einer konvergenten Punktfolge ist ebenfalls
konvergent mit dem gleichen Grenzwert.

Zu gegebenen € > 0 und x € X bezeichnen
Ue(z) ={y € X:d(z,y) <e} und K. (z):={yeX:d(z,y) <e}

die offene Kugel mit dem Mittelpunkt x sowie dem Radius € (auch e-Umgebung von x
genannt) und die entsprechende abgeschlossene Kugel. Fiir eine Teilmenge A C X des me-
trischen Raumes X definiert man die Menge

int(A) :={x € A:3e>0mit U.(z) C A}
der inneren Punkte von A und die Menge
A={reX:Ve>03dy € Amit y € U(z)}

der Beriihrungspunkte von A. Man nennt A C X
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e offen, wenn int(A) = A,

e abgeschlossen, wenn A = A

gilt. Ein Punkt z € A heifit isolierter Punkt von A, wenn ein € > 0 mit der Eigenschaft
ANU:(x) = {z} existiert. Einen Beriithrungspunkt von A, der kein isolierter Punkt von A ist,
nennt man Hiufungspunkt von A. Die Menge der Haufungspunkte von A bezeichnet man
auch mit A’. Sind A und B Teilmengen eines metrischen Raumes X, so sagt man, dass A in
B dicht liegt, wenn A D B gilt. Einen metrischen Raum X nennt man separabel, wenn er
eine dichte Punktfolge (z,) enthélt, d.h. {z, :n=1,2,...} = X (oder: Vo € X und Ve > 0
AN = N(z,¢) : d(zn,x) < €).

Satz 0.1 Fliir beliebige Teilmengen A C X eines metrischen Raumes X sind folgende Aussagen
dquivalent:

(a) A ist abgeschlossen.
(b) X\ A ist offen.
(c) Es gilt A’ C A.

)

(d) Aus {x, :n=1,2,...} C A undz* = lim z, folgt stets z* € A.

Eine Punktfolge (x,),~; € X nennt man Cauchyfolge oder Fundamentalfolge, wenn fiir
jedes € > 0 ein Index N € N mit d(x,,, z,) < € fiir alle n,m > N existiert. Der metrische Raum

(X, d) heifit vollstindig, wenn jede Cauchyfolge in X konvergent in X ist.

Folgerung 0.2 Ist Xg C X eine abgeschlossene Teilmenge des vollstindigen metrischen Raum-
es (X,d), so ist (Xo,d) ein vollstindiger metrischer Raum.

Unter einer offenen Uberdeckung einer Menge A C X versteht man eine Familie {U,, : o € T}

von offenen Mengen U, C X, so dass A C U U, gilt. Man nennt eine solche Uberdeckung

a€cl
endlich, wenn sie nur aus endlich vielen Mengen U, besteht. Eine Teilmenge A C X heifit

kompakt, wenn aus jeder offenen Uberdeckung von A eine endliche Teiliiberdeckung ausgewshlt
werden kann. Man nennt eine Menge B C X ein e-Netz zu A C X, wenn fiir jedes x € A ein
y € B mit d(z,y) < € existiert. Man nennt A C X relativ kompakt oder prikompakt, wenn
A kompakt ist.

Satz 0.3 Es sei A C X eine Teilmenge des metrischen Raumes X . Dann sind folgende Aussa-
gen dquivalent:

(a) A ist kompakt.

(b) Aus jeder Punktfolge (x,), =, C A kann eine konvergente Teilfolge ausgewdhit werden,

n=1
deren Grenzwert zu A gehort.

(¢) Jede unendliche Teilmenge von A besitzt einen Héaufungspunkt, der zu A gehdrt.

Man nennt A C X beschriankt, wenn ein R > 0 und ein z € X mit A C Ug(x) existieren.
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Folgerung 0.4 Ist A prikompakt, so existiert zu jedem € > 0 ein endliches e-Netz fiir A. Jede
kompakte Menge ist abgeschlossen und beschrinkt. Jeder kompakte metrische Raum ist separabel
und vollstindig.

Eine Abbildung f: X — Y, 2 — f(z) zwischen zwei metrischen Raumen (X, dx) und (Y,dy)
nennt man stetig, wenn fiir jedes zp € X und jedes € > 0 ein § > 0 existiert, so dass aus
x € Us(zg) stets f(x) € Us(f(zg)) folgt (d.h., so dass f (Us(zo)) C Us (f(x0)) gilt). Man nennt
sie gleichmBig stetig, wenn fiir jedes € > 0 ein 0 > 0 existiert, so dass dy (f(y), f(z)) < e fiir
alle z,y € X mit dx(y,z) < J gilt.
Satz 0.5 Folgende Aussagen sind dquivalent:

(a) Die Abbildung f: X — Y st stetig.

(b) Aus (xp), = C X und z* = lim z,, folgt f(z*) = lim f(z,).

(c) Fiir jede offene Menge A C'Y ist f~1(A) offen.

(d) Fiir jede abgeschlossene Menge A C'Y ist f~'(A) abgeschlossen.

Satz 0.6 Es seien X ein kompakter metrischer Raum und f : X — R eine stetige Abbildung.
Dann existieren Punkte x,,x, € X mit

f(zy) < f(z) < f(z,) VaeX.
Beispiel 0.7 (Beispiele metrischer Riume)

1. (s,d) mits ={ = (&), 20 : & €C,n=0,1,2,...} und

- — ‘gn B 77n‘
dgm) =) 27" ———
( ) nzzo 1+ ’§n - nn‘
(Raum aller Zahlenfolgen)
2. (£, dso) mit £2° = {f =)y eC,n=0,1,2,..., sup [&]|< oo} und
n=0,1,2,...

deo(§,m) = sup &, — 1w
n=0,1,2,...

(Raum der beschrinkten Zahlenfolgen)

3. (c,ds) mz’tc:{g:(gn)n‘fo:5ne<c,n:0,1,2,... 3 lim gnec}

(Raum der konvergenten Zahlenfolgen)

4o (e,doc) mit o = {€ = (€)% € €C.n=0,1,2,..., lim & =0}
(Raum der Nullfolgen)
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5. 1<p<oo, (fP,dy) mit (7 = {5:(fn)nojoz§n€(C,n:O,1,2,... , Z]{n]p<oo} und
n=0

[e%s} 1/1’
dy(&.m) = (Z\sn —nnrp>
n=0

(Raum der zur p-ten Potenz summierbaren Zahlenfolgen)
6. (C[0,1],ds) mit C[0,1] ={f :[0,1] — C stetig} und
doo(f,9) = max {[f(t) —g(t)[ - ¢ € [0, 1]}
(Raum der auf [0,1] stetigen komplexwertigen Funktionen)
7. (C[0,1), doom) mit m =0,1,2,... ,
C™[0,1] = {f :[0,1] — C : f ist m mal stetig differenzierbar}

und

doo,m(f, .g) = Zdw(f(k)’g(k))
k=0

(Raum der auf [0,1] m mal stetig differenzierbaren komplezwertigen Funktionen,

Vereinbarungen: fO) = f, dy o = ds , C0,1] = C[0,1])

Eine Abbildung f : X — Y zwischen zwei metrischen Réumen (X, dx) und (Y, dy) nennt man
kontrahierend, wenn ein ¢ € (0, 1) existiert, so dass

dY(f(xl)af(x2)) < qu(xlax2) \V/561,$2 eX
gilt.
Satz 0.8 (Fixpunktsatz von Banach) FEs seien (X,d) ein vollstindiger metrischer Raum
und f : X — X eine kontrahierende Abbildung mit der Kontraktionskonstanten q. Dann

besitzt f in X genau einen Fixpunkt z*, d.h. genau eine Losung der Gleichung x = f(z).
Dabei gilt fiir jedes xo € X und

Tn = f(xn-1), neN, (0.4)
die Bezichung lim x, = x* mit der a-priori Abschitzung
n—oo

n

1—g¢q

d(xp,z") < d(xzi,z9), neN. (0.5)

Das durch (0.4) beschriebene Verfahren zur niherungsweisen Berechnung einer Losung der Glei-
chung = = f(z) nennt man Methode der sukzessiven Approximation.

Satz 0.9 (Cantor’scher Durchschnittssatz) Es sei(Ay), =, eine Folge abgeschlossener Men
gen im vollstindigen metrischen Raum X, deren Durchmesser d(A,) = sup{d(z,y): z,y € A,}
eine Nullfolge bilden und fiir die Ap11 C Ay fiir allen € N gilt. Dann ezistiert genau ein x* € X
mitx* € A, Yn=1,2,...
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Eine Teilmenge A C X des metrischen Raumes X nennt man nirgends dicht in X, wenn jede
offene Kugel in X eine zu A durchschnittsfremde offene Kugel enthilt. Die Menge A heifit von
erster Kategorie, wenn sie als Vereinigung hochstens abzéhlbar vieler nirgends dichter Mengen
darstellbar ist. Man nennt sie von zweiter Kategorie, wenn sie nicht von erster Kategorie ist.

Satz 0.10 (Baire’scher Satz) Jeder vollstindige metrische Raum X ist eine Menge zweiter
Kategorie.

Folgerung 0.11 Jeder vollstindige metrische Raum ohne isolierte Punkte ist eine tberabzdhl-
bare Menge.

Ein System {Gq} .7 offener Teilmengen G, C X heifit Basis des metrischen Raumes X, wenn
jede nichtleere offene Teilmenge von X als Vereinigung von Mengen aus {Gy} o7 darstellbar ist.

Satz 0.12 FEin metrischer Raum ist genau dann separabel, wenn er eine hdchstens abzihlbare
Basts besitzt.

0.3 Ubungsaufgaben

1. Beweisen Sie die Satze 0.1 und 0.5.

2. Zeigen Sie, dass die im Beispiel 0.7 aufgelisteten Rdume metrische Rdume sind. Untersu-
chen Sie diese Rdume auf Vollstindigkeit und Separabilitét.

3. Mit (coo, doo) bezeichnen wir den Raum der “endlichen” Zahlenfolgen, d.h., die Zahlenfolge
& = (&n) oo € coo gehort genau dann zu cgo, wenn wenn ein Index N = N(§) existiert, so
dass £, =0Vn > N gilt.

(a) Zeigen Sie, dass cyp nicht vollsténdig ist.
(b) Zeigen Sie, dass cgp separabel ist.
(c) Was ist die AbschlieBung von cgg in £>°7

4. Bleibt die Aussage des Satzes 0.9 giiltig, wenn man die Voraussetzung d(A,) — 0 durch
d(Ap) < oo Vn > ng ersetzt?

5. Zeigen Sie, dass jeder Teilraum eines separablen metrischen Raumes separabel ist.

0.4 Vervollstindigung metrischer Raume

Es scien (X, d) ein metrischer Raum und X die Menge aller Cauchyfolgen (z,) = (zp), = in X.

Auf X definieren wir die Aquivalenzrelation
() ~ (yn) <= lim d(zp,y,) =0. (0.6)

Mit X sei die Menge der Aquivalenzklassen [(zy)]~ mit (z,) € X bezeichnet. Auf X definieren
wir die Metrik

e ([(@n)]os [Gn)]) = T d(z,pn) 0.7)
Ferner sei Xy = {[(z)]~ : 2 € X} .
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Satz 0.13 Durch (0.7) wird tatsichlich eine Metrik auf X definiert. Ferner gilt:
(a) Die Abbildung f:X — Xy, x — [(z), 0]~ ist eine Isometrie, d.h., es gilt
dx(f(2), f(y)) = d(z,y) Y,y eX.
(b) Der Raum Xy ist dicht in X, d.h. Xy = X .

(¢) Der metrische Raum (X, dyx) ist vollstindig.

Definition 0.14 Ein metrischer Raum (Y,dy) heifst Vervollstindigung eines metrischen
Raumes (X, dx) , wenn (Y, dy) vollstindig ist und einen dichten Teilraum Yo enthdilt, der zu X
isometrisch ist (d.h., es existiert eine bijektive Abbildung f : X — Yo mit dy (f(z1), f(x2)) =
dx($1,$2) Vxi,219 € X)

Bemerkung 0.15 Die Vervollstindigung eines metrischen Raumes ist bis auf Isometrie ein-
deutig bestimmit.

0.5 Normierte Riume

Einen linearen Raum X iiber dem Korper K der reellen oder der komplexen Zahlen (auch K-
Vektorraum genannt) nennt man normierten Raum, wenn eine Abbildung X — [0,00),
x — ||z|| mit folgenden Eigenschaften gegeben ist:

(N1) ||z]| =0 <= 2=0,
(N2) |laz|| = |a| |z|| Ve X, YVaeK,

(N3) |lz+yl| < |lz]| + lyl]| Yz,y € X (Dreiecksungleichung).
Folgerung 0.16 In einem normierten Raum X gilt

[llall = lyll| < e =yl Y.y eX.

Folgerung 0.17 Ist (X, ||.||) ein normierter Raum, so ist (X,d) mit d(z,y) = ||z —yl| ein
metrischer Raum.

Wenn dieser zugeordnete metrische Raum vollsténdig ist, so nennt man (X, ||.||) einen vollstéin-
digen normierten Raum oder Banachraum.

Folgerung 0.18 Die Riume (£, ]|.]|..) (¢, [l-ls) (co, [|-Ilo) und (€7, ]|.[|,), 1 < p < oo, mit

n=0,1,2,...

o] 1/p
[€le = sup  |&u| und ||£||,,=<Z|£n|p>
n=0

sind Banachrdume (vgl. Beispiel 0.7).
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Zwei Normen |.||; und |||, auf einem linearen Raum X heiflen dquivalent, wenn positive
Konstanten c;, co existieren, so dass

cllzlly <llzlly < ezflzl, vVezeX

gilt. Auf dem Kreuzprodukt X x Y zweier normierter Réume (X, ||.||x) und (Y, |.||y) kann man
verschiedene &dquivalente Normen definieren, z.B.

1
I, ll, = (l=lk + lylI%) 7, p=1, oder |[[(z,y)llo == max {||z]lx . [[ylly} -

Dabei ist (2, yn) — (z,y) dquivalent zu x,, — = und y,, — y.

Folgerung 0.19 In einem normierten Raum sind die Abbildungen X xX — X, (z,y) — z+y
und K x X — X, (a,z) — ax stetig.

Es seien (X,|.]]) ein normierter Raum und (X,dy) die im Abschnitt 0.4 konstruierte Ver-
vollstdndigung des zugeordneten metrischen Raumes. Durch die Definitionen

of(zn)l~ + Bl(yn)l~ = [(a@n + Byn)l~, . B €K, [(zn)l~, [(yn)l~ € X, (0.8)
und
l@lell = lim ] (@))€ X, (0.9)

wird X zu einem normierten Banachraum.

o n o
Eine Reihe Zmn, wobei x, € X, nennt man konvergent, falls die Folge <Z xk> der
n=1 k=1 n=1
Partialsummen konvergiert. Unter ihrer Summe versteht man den Grenzwert der Folge der
o n

Partialsummen, an = lim Zxk Man nennt die Reihe absolut konvergent, wenn die
n=1 [y

o
Zahlenreihe Z ||z, || konvergiert.

n=1

Satz 0.20 Fin normierter Raum X ist genau dann Banachraum, wenn in ihm jede absolut
konvergente Rethe auch konvergent ist.

0.6 R&ume mit Skalarprodukt

Es sei H ein linearer Raum (i.a. iiber dem Korper der komplexen Zahlen). Eine Abbildung
HxH — C, (z,y) — (z,y) heiit Skalarprodukt oder inneres Produkt auf H, wenn
folgende Axiome erfiillt sind:

(S1) (z,2) >0 VzeHund (z,2) =0 < 2=0,

(S2) (z,y) = (y,z) Va,yecH,

(S3) (ax + By, z) = alx,z) + Bly,z) Vz,y,z€e H, Va,B €C.
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Es gilt die Cauchy-Schwarz-Ungleichung

[z, )| < Vi{z,2)V{y,y) Va,yeH. (0.10)

Unter Verwendung dieser Ungleichung kann man zeigen, dass durch
[z]] = /{2, z) (0.11)

eine Norm auf H definiert wird. Ein Raum (H, (.,.)) mit Skalarprodukt heifit unitirer Raum,
wenn (H,|.||) mit ||z|| = /(z,z) ein Banachraum ist. Einen unitdren Raum H nennt man
Hilbertraum, wenn fiir alle n € N ein linear unabhéngiges System in H mit genau n Elementen
existiert.

Folgerung 0.21 Es sei (H,(.,.)) ein Raum mit Skalarprodukt.

(a) Die Abbildung (.,.) : HxH — C, (x,y) — (x,y) ist stetig.
(b) Ist L C H, so ist
Lt ={zecH:(z,y)=0VYyeL}

ein abgeschlossener linearer Teilraum von H. Dabei gilt LN L+ = {0} .

Folgerung 0.22 Es sei (H,(.,.)) ein unitdirer Raum.

(a) Ist L C H ein abgeschlossener linearer Teilraum von H, so lisst sich jedes x € H auf
eindeutige Weise in der Form x =y + z mity € L und z € L darstellen. Dabei gilt

|z — y|| ;= inf {||x — w]|| : w € L} .

Der Vektor y heifit orthogonale Projektion von z auf L, und L+ orthogonales Kom-
plement zu L. Man schreibt auch H=L & L".

(b) Es sei L C H ein linearer Teilraum. Dann gilt L = H genau dann wenn kein z* € H\ {0}
existiert, so dass (x,z*) =0 fir alle x € L gilt.

Ein System B = {by,b1,...,bn,...} = {bn}, =y C H heifit linear unabhingig, wenn jedes
endliche Teilsystem linear unabhéngig ist. Das System B nennt man ein Orthonormalsystem
(ONS), wenn (b;, by) = 0, fiir alle j,k = 0,1,2,... gilt. Man beachte, dass ein ONS automatisch
linear unabhéngig ist.

Folgerung 0.23 (Schmidt’sches Orthogonalisierungsverfahren) FEs sei{b,},>, ein line-
ar unabhdingiges System. Wir setzen
1
ag = ———=by.
{bo, bo)

Dann gilt {ag,ag) = 1. Wir bestimmen (19 € C so, dass
a1 = by + Broao

orthogonal zu ag ist, d.h. 19 = —(by,a9). Da a3 # © gilt, konnen wir

1 _
Al = —F—=a1
(ai,a1)
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setzen. Sind ag, . .., am—1 € span{bo,...,bm—1} so bestimmt, dass
(aj,ar) =01, J4,k=0,1,....m—1,

gilt, so setzen wir

m—1
am = bm + Z Bmkak mit ﬁmk = _<bma ak>
k=0
und
1 ~
a = —F————————— Uy, -
" V@m )

Auf diese Weise erhalten wir ein ONS {ay}, =, mit der Eigenschaft

span{ag,...,a,} =span{bg,..., by}, n=0,1,2,...

Folgerung 0.24 FEs seien {ey,}, >, ein ONS inm Hilbertraum H ,

L,, =span{eg,...,en}, m=0,1,2,...,

und
m
L= {Zakek:ak EC,m:0,1,2,...}.
k=0
Dann st .
Z<$,6k>€k
k=0

die beste Approximation an x € H durch Elemente aus Ly, . Die Zahlen vy, = (x, ex) werden
die Fourierkoeffizienten von z bzgl. des ONS {e,}, ™, genannt. Dabei gilt die Bessel’sche
Ungleichung

o0
S Hz,en)? < lz)?> VoeH.
k=0

Ist L=H, so gilt

m o
W%gnoo T — kZ_g(x,ek>ek =0, dh. o= l;)(x,ek>ek, VeeH.

In diesem Fall gilt die Parseval’sche Gleichung
o0
D lwen)f =|z|* vzeH,
k=0

und man nennt (ey), ein vollstindiges Orthonormalsystem (VONS) in H und die Ab-
bildung F : H — (%, z — ((z,e,)),=, Fouriertransformation, die wegen der Parsevalschen
Gleichung ein isometrischer Isomorphismus ist.

Folgerung 0.25 Ist (e,),~, C H ein ONS im Hilbertraum H und gilt die Parsevalsche Glei-
chung fiir jedes © € H, so ist (ey),— ein VONS.

Beispiel 0.26 Das System (e,),o0 mit €, = (Onk) sy ist VONS in (2.
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Beispiel 0.27 Wir versehen den Raum C[—1,1] = {f : [-1,1] — C stetig} der stetigen kom-
plexwertigen Funktionen iber dem Interval [—1,1] mit dem Skalarprodukt

! — x
(f.g) = / 1f(w)g(w)\/%-

Dann ist (T,),1= mit

1
N3
ein ONS in H = (C[-1,1],(.,.)) , wobei aber H kein Hilbertraum ist.

2
und Tp(x) = \/icos(n arccosz), n=1,2,...,
™

To(z) =

0.7 Ubungsaufgaben

1. Zeigen Sie, dass die Definitionen (0.8) und (0.9) korrekt sind und durch (0.9) tatséchlich
eine Norm auf X definiert wird.

2. Beweisen Sie Satz 0.20.
3. Welche der Raume aus Beispiel 0.7 sind Hilbertrdume?

4. Zeigen Sie, dass die Vervollstindigung eines Raumes mit Skalarprodukt ein unitérer Raum
ist.
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Kapitel 1

Lineare Operatoren
in normierten Raumen

1.1 Stetigkeit und Beschranktheit

Es seien X und Y lineare Rédume iiber dem Koérper K der reellen oder der komplexen Zahlen.
Bekanntlich nennen wir eine Abbildung f : X — Y, z — f(z) linear, wenn fiir beliebige
r1, 29 € X und a1, as € K die Beziehung

flonzy + apwo) = ay f(z1) + az f(x2)

gilt. Oft nennen wir eine solche lineare Abbildung auch linearen Operator und schreiben f(x)
in der Form Az . Die Menge aller linearen Operatoren zwischen X und Y bezeichnen wir mit
L(X,Y). Sie ist mit der Definition

(aA+ BB)z := a(Az) + B(Bx), a8 €K, A,BeLX,Y),
selbst wieder ein linearer Raum iiber K.

Satz 1.1 Es seien (X, ||.||x) und (Y, |.|ly) zwei normierte Raume tiber K sowie A € L(X,Y).
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) A: X —Y ist eine stetige Abbildung.
(b) A: X — Y ist im Punkt O stetig.
(c) Es emistiert eine Konstante M > 0 mit der Eigenschaft

|Az|ly < M ||z||x Yz eX. (1.1)
(d) A: X — Y ist gleichmdfig stetig.

Wenn es nicht zu Missversténdnissen kommen kann, verzichten wir im weiteren auf die Indizie-
rung der Normen.

19
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Die Menge der Operatoren A € L(X,Y), fiir die eine (und somit jede) der Aussagen (a)-(d) des
Satzes 1.1 erfiillt ist, bezeichnen wir mit £(X,Y). Definieren wir fir A € £(X,Y)

[Allx .y = sup{[[Az] -z € X, [lz]| <1}, (1.2)

sowird (£(X,Y), .|l x_vy) zu einem normierten Raum, dem Raum der beschrinkten linearen
Operatoren. Die Zahl ||A| = ||Al|x_y ist die kleinste aller Zahlen M , fiir die ||Az| < M ||z||
Ve X gilt.

Satz 1.2 Ist Y ein Banachraum, so ist auch L(X,Y) ein Banachraum.

Beispiel 1.3 Wir betrachten den Operator A : (C[0,1], HH]) — (C[0,1], [|.]I ) mit
(AN =tft), 0<t<t,
fiir
1
1f1ly = max{[f()] : t € [0,1]} wnd [[f]ly = /0 [f(©)[> dt.

Die Elemente von L(X,K) nennt man lineare Funktionale. Der Raum (£(X,K), ||.|lx_k)
der linearen stetigen Funktionale heifit dualer Raum zu X und wird mit X* bezeichnet. Ist
f € X*, so schreibt man fiir f(x), z € X, auch (z, f).

Theorem 1.4 (Riesz’sches Darstellungstheorem) Es seien H ein unitirer Raum und f €
H*. Dann existiert genau ein vy € H, so dass

f(x) =(z,xy) VeeH.
Dabei gitt | gz = Il -

Man kann also H* mit H identifizieren.

Zwei normierte Rdume X und Y nennt man zueinander isometrisch isomorph, wenn ein
linearer isometrischer Operator U : X — Y (d.h. ||Uzy — Uxs|| = ||z1 — 22| V1,20 € X)
mit U(X) = Y existiert. Zueinander isometrisch isomorphe Rédume werden oft miteinander
identifiziert.

Beispiel 1.5 Es gilt ¢y = (1, (£1)* = 0> und ((P)* =49, wobei 1 <p<oo,p ' +qt=1.

1.2 Das Theorem von Banach-Steinhaus
Lemma 1.6 Es seien X und Y normierte Riume und F C L(X,Y) eine Familie linearer
stetiger Operatoren, die auf X punktweise beschrdnkt ist, d.h.
sup{||[Az||: A€ F} <o VzeX.
Ezistieren ein z* € X und ein € > 0, so dass
M(z*,e) :=sup{||Az||: Ae F,zeX,|lz —z%|| <e} <0

gilt, so ist sup {||Al| : A€ F} < 0.
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Das folgende Theorem konstatiert ein fundamentales Resultat der Funktionalanalysis, das Prin-
zip der gleichmifligen Beschrinkheit.

Theorem 1.7 FEs seien X ein Banachraum und Y ein normierter Raum. Ist eine Familie
F C L(X,Y) linearer stetiger Operatoren punktweise beschrinkt auf X, so ist F gleichmdifSig
beschrinkt, d.h. sup{||Al|: A € F} < 0.

Fiir Folgen (A,), =, C £(X,Y) linearer beschriinkter Operatoren unterscheiden wir drei Kon-
vergenzbegriffe:

e Normkonvergenz: 34 € L(X,Y) : limy o0 [|An — Al x,v) =0
(in Zeichen: A = lim,,_,o, 4;)

e starke Konvergenz: 34 € £L(X,Y) : lim,,_, ||Apz — Az|ly =0 Vz e X
(in Zeichen: 4,, — A)

e schwache Konvergenz: 34 € L(X,Y) : lim, . f(Anx) = f(Az) Vz e X, VfeY"
(in Zeichen: A, — A)

Bemerkung 1.8 Aus der Normkonvergenz folgt die starke Konvergenz, aus der starken Kon-
vergenz die schwache.

Satz 1.9 (Banach-Steinhaus) Es seien X und Y Banachriume, Xg C X eine in X dichte
Teilmenge und A, € L(X,Y), n € N. Die Folge (A,), =, konvergiert genau dann stark, wenn
(Apx), 2, fiir jedes x € X eine Cauchyfolge und die Zahlenfolge (|| Ayl|), =y beschrinkt sind.

n=1

1.3 Ubungsaufgaben

1. Man zeige, dass fiir A € £(X,Y) die Gleichungen (vgl. (1.2))

A
4l oy = sup {40] 2 € X, | =1} =sup {2l s e X\ (01}

gelten.
2. Sind folgende Operatoren linear und stetig? Berechnen Sie gegebenenfalls deren Norm.
(a) Vitp — 07, (&0,61,82,-.-) = (0,60, &1,&2, - - 2)
() 75 €01 — €O, f0) - [ F(r)dr

(¢) Dy : CW[0,1] — C[0,1], f — [
(d) Dy: (CW0,1],.lls) — CI0,1], fr— f

1
() T : C0,1] — C[0,1], (TF)(t) = /0 k(t, ) f(s)ds, wobei & : [0,1]2 — C eine

stetige Funktion sei.



22 KAPITEL 1. LINEARE OPERATOREN IN NORMIERTEN RAUMEN

3. Unter welchen Voraussetzungen an die Zahlen oy, j,k = 0,1,2,... , ist der Operator

o0

AP — 19, €= (£,),5, — <Z ozm&)
k=0

n=0
stetig?

4. Wie kann man den dualen Raum cjj, beschreiben?

o0
5. Ist f:coo — C, &= (&n)psg — Z &, ein lineares stetiges Funktional?

n=0

6. Es seien A\ und ¢, € [0,1], k=1,2,...,n,n=1,2,..., gegebene Zahlen mit folgenden
Eigenschaften:

n

e sup Akl in=1,2,... 3% <00,
D |
k=1

n 1
o > hupltu) = [ ple)d
k=1 0
fiir jedes Polynom p(t), dessen Grad kleiner n ist, n = 1,2, ...
Man zeige, dass dann

> [
im S Aftu) = [ F(8)dt
n—oo P k k 0

fiir jede stetige Funktion f : [0,1] — C gilt.

1.4 Invertierbare Operatoren

Es seien X,Y,Z normierte Rdume tiber dem Zahlenkorper K und A € L(X,Y), Be€ L(Y,Z).
Unter dem Produkt BA der Operatoren A und B versteht man die Abbildung BA : X — Z,
x +— (BoA)x = B(Ax), d.h. die Verkniipfung der beiden Abbildungen A : X — Y und
B:Y — Z. Offenbar ist dann auch BA € L(X,Z) . Folgendes ist leicht einzuschen:

e Sind Ae L(X,Y) und B € L(Y,Z), so gilt auch BA € L(X,Z), wobei
I1BAllx—z < IBlly_z lAlx—v -
e Ist auerdem C € L(Z, W), so gilt C(BA) = (CB)A.
e Sind A, A1, Ay € L(X,Y) und B, By, By € L(Y,Z) sowie aj,as € K, so gilt
B(a1 Ay + agAs) = a1 (BAy) + ae(BA3)

und

((XlBl + (XQBQ)A = Ckl(BlA) + OCQ(BQA) .

e Die Abbildung £(X,Y) x L(Y,Z) — L(X,Z), (A, B) — BA ist stetig.
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Beschreibt der Operator A : X — Y eine bijektive Abbildung, so bezeichnen wir mit A~! :
Y — X den Operator, der die entsprechende Umkehrabbildung realisiert. Es gilt dann also
A7'A = Ix und AA~! = Iy, wobei Ix : X — X, x — z die identische Abbildung in X ist. In
diesem Fall nennen wir den Operator A : X — Y invertierbar und A=!: Y — X den zu A
inversen Operator.

Lemma 1.10 Ist A € L(X,Y) invertierbar, so ist A~' € L(Y,X).

Mit N(A) bezeichnen wir den Nullraum des linearen Operators A (auch Kern von A genannt),
NA)={reX: Az =0v}.

Lemma 1.11 FEin Operator A € L(X,Y) realisiert genau dann eine injektive Abbildung A :
X — Y, wenn N(A) ={Ox} gilt.

Gilt A=t € £(Y,X), so nennen wir den Operator A € L(X,Y) stetig invertierbar. Die Menge
der stetig invertierbaren Operatoren A € L(X,Y) bezeichnen wir mit GL(X,Y).

Satz 1.12 Ist X ein Banachraum, so ist Ix—E € GL(X,X) fir alle E € L(X,X) mit ||[E] < 1.
Dabei gilt
- 1
(Ix—E)'=)_E" wnd |(Ix-E)'|< TE
n=0

Folgerung 1.13 Ist Y ein Banachraum, so ist GL(X,Y) eine offene Teilmenge von L(X,Y).

Lemma 1.14 Ein Operator A € L(X,Y) ist genau dann stetig invertierbar, wenn A : X — Y
eine surjektive Abbildung ist und wenn eine Konstante m > 0 existiert, so dass ||Az| > m ||z||
fir alle x € X gilt.

Im néchsten Abschnitt lernen wir den Satz von Banach kennen, welcher besagt, dass jeder
bijektive lineare und beschrinkte Operator zwischen Banachridumen auch stetig invertierbar ist.

1.5 Das Theorem vom abgeschlossenen Graphen

Definition 1.15 Es seien X und Y normierte Riume. Ein Operator A € L(X,Y) heifit ab-
geschlossen, wenn aus x, — x und Ax, — y folgt Ax = y. Das ist gleichbedeutend damit,
dass der Graph {(x, Ax) : x € X} des Operators A eine abgeschlossene Menge in X x Y ist.

Ein weiteres fundamentales Prinzip der Funktionalanalysis (nach dem Prinzip der gleichméBigen
Beschrinkheit) wird im folgenden Theorem vom abgeschlossenen Graphen formuliert.

Theorem 1.16 FEs seien X und Y Banachrdume. Ist ein Operator A € L(X,Y) abgeschlossen,
so 1st er stetig.

Der Satz von Banach ist nun eine leichte Folgerung.

Satz 1.17 (Banach) Es seien X und Y Banachrdume. Realisiert der Operator A € L(X,Y)
eine bijektive Abbildung A : X — Y , so ist er stetig invertierbar.
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Wir erinnern an die Definition der Aquivalenz von Normen: Man nennt zwei Normen ||.||; und
||.|| auf einem linearen Raum X zueinander dquivalent, falls positive Konstanten c;, ¢ existie-
ren, so dass

allzlly < llzlly <ezllzll; VeeX

gilt.

Folgerung 1.18 Es seien (X, ||z||;) und (X, ||z||y) Banachriume und aus der ||.||,-Konvergenz
folge die ||.||o-Konvergenz. Dann sind die zwei Normen zueinander dquivalent.

1.6 Ubungsaufgaben

1. Man zeige, dass der Operator D; aus Aufgabe 2,(d), Abschnitt 1.3 abgeschlossen ist.

2. Es seien X und Y Banachrdume und A € L(X,Y). Ferner sei Y§ C Y* eine Menge von
Funktionalen, die die Punkte von Y separiert, d.h., fiir zwei beliebige Punkte y1,72 € Y
mit y; # yo existiert ein Funktional f € Y§, so dass f(y1) # f(y2). Man zeige: Ist die
Abbildung X — C, z — f(Ax) fiir jedes f € Y stetig, so ist auch A : X — Y stetig.

3. Auf dem Raum C[0, 1] der stetigen Funktionen f : [0,1] — C sei eine Norm ||.||, gegeben,
so dass (CJ0,1],]|.||,) ein Banachraum ist und dass aus ||f, — f|l, — 0, fa, f € C[0,1],
folgt fn(t) — f(t) fir alle ¢ € [0,1]. Man zeige, dass ||.||, zu ||.| ., dquivalent ist.

4. Es seien X ein Banachraum und Y C X ein in X stetig eingebetteter Banachraum,
d.h. der Einbettungsoperator £ : Y — X, y — y ist stetig. Ferner seien A € £(X, X)
und Ay € Y Vy € Y. Man zeige, dass dann A € £(Y,Y) gilt.

1.7 Faktorridume

Es sei M C X ein abgeschlossener linearer Teilraum des normierten Raumes X . Dann wird
auf X durch “z ~y <= 1z —y € M” eine Aquivalenzrelation definiert. Die entsprechenden
Aquivalenzklassen sind von der Form

[Zlo=z+M:={x+z:2e M}, zeX.

Die Menge aller dieser Aquivalenzklassen heift Faktorraum von X bez. M und wird mit X /M
bezeichnet. Wir definieren

llz)~llx/m = nf {[Jz +2|x : 2 €M}, zeX,

und
alz]e + By~ = [ax + Byl~, z,y€X, o, K.

Man nennt eine Abbildung zwischen metrischen Réumen eine offene Abbildung, wenn das
Bild jeder offenen Menge offen ist.

Satz 1.19 Fiir die obige Konstruktion gelten folgende Aussagen:

(a) (X/M, HHX/M) ist ein normierter Raum.
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(b) Die Faktorabbildung X — X/M, x +— [z]~ ist stetig und offen.

(c) Ist X ein Banachraum, so auch X /M.

Beispiel 1.20 Es seien A € L(X,Y) und M = N(A). Dann ist die Abbildung
A:X/M — AX), [1]. — Az

linear, stetig und bijektiv.

Beispiel 1.21 Wir wihlen X = C[0,1], to € [0,1], M = {f € X : f(t9) = 0} und beschreiben
X /M.

Satz 1.22 (Open Mapping Theorem) Es seien X und Y Banachriume. Ist die Abbildung
A e L(X,Y) surjektiv, so ist sie auch offen.

Als Folgerung aus diesem Satz ergibt sich unter Verwendung von Satz 0.5,(c) wiederum der Satz
von Banach (Satz 1.17).

1.8 Das Theorem von Hahn-Banach

Hier lernen wir nun das letzte der drei fundamentalen Prinzipien der Funktionalanalysis ken-
nen, das Theorem von Hahn-Banach, welches sich mit dem Problem der Fortsetzung linearer
stetiger Funktionale von linearen Teilrdumen auf den gesamten normierten Raum befasst. Zur
Vorbereitung auf seinen Beweis beleuchten wir einige Grundlagen der Mathematik, die im Zu-
sammenhang mit dem Auswahlaxiom von Zermelo stehen.

Eine beliebige (nichtleere) Menge A heifit partiell geordnet (mit der Ordnungsrelation <),
wenn

(Ol) a<aVae A,
(02) aus a < bund b < a stets a = b folgt,

(0O3) aus a < bund b < ¢ stets a < ¢ folgt.

Eine Teilmenge B C A nennt man linear geordnet, wenn fiir ein beliebiges Paar (a,b) € Bx B
wenigstens eine der Relationen a < b oder b < a gilt. Eine linear geordnete Teilmenge B C A
heifit maximal, wenn fiir jede linear geordnete Teilmenge B; C A mit B C By die Gleichheit
B= Bl fOlgt.

Axiom: Jede partiell geordnete Menge besitzt eine maximale linear geordnete Teilmenge.

Ein Element by € A nennt man obere Schranke der Teilmenge B C A, wenn b < by fiir alle
b € B gilt. Ein Element ag € A heifit maximal, wenn aus ag < a stets ag = a folgt.

Lemma 1.23 (Zorn) Besitzt jede linear geordnete Teilmenge einer partiell geordneten Menge
A eine obere Schranke, so existiert in A ein maximales Element.



26 KAPITEL 1. LINEARE OPERATOREN IN NORMIERTEN RAUMEN

Lemma 1.24 (Zermelo) Es sei {Ma}, 7 ein beliebiges System nichtleerer Mengen. Dann
existiert eine Menge M mit der Figenschaft M = {my :a €L}, wobei my, € M, fir alle
a€el.

Lemma 1.24 wird auch Auswahlaxiom genannt und ist zu obigem Axiom, welches auch Ma-
ximalkettensatz heifit, dquivalent. Wir verweisen noch auf das Theorem von Zermelo, welches
mittels des Zornschen Lemmas bewiesen werden kann. Eine linear geordnete Menge N nennt
man wohlgeordnet oder vollstiindig geordnet, wenn jede nichtleere Teilmenge von N ein
kleinstes Element enthilt.

Theorem 1.25 (Zermelo) Auf jeder nichtleeren Menge N kann man eine Ordnung einfiihren,
beziiglich der N wohlgeordnet ist.

Nun zum Theorem von Hahn-Banach. Es sei X ein Vektorraum. Eine Abbildung p : X — R
nennt man sublineares Funktional, wenn folgende zwei Eigenschaften erfiillt sind:

(L1) p(z +y) <p(x) +ply) Va,yeX,
(L2) plax) =ap(zr) Ve X,Va>0.

Die Abbildung p : X — R, 2 — ||z|x ist ein Beispiel fiir ein sublineares Funktional. Wir
beweisen zuerst die reelle Version des Theorems von Hahn-Banach.

Theorem 1.26 (Hahn-Banach) FEs seien X ein reeller Vektorraum und p : X — R ein
sublineares Funktional sowie M C X ein linearer Teilraum. Ist f : M — R ein lineares
Funktional mit der Eigenschaft f(x) < p(z) Ya € M, so existiert ein lineares Funktional F :
X — R, welches den Bedingungen F(z) = f(z), v € M, und F(z) < p(z), z € X, geniigt.

Sind nun X ein C-Vektorraum und F' = f +1ig € L(X,C) mit f = ReF', g = Im F', so folgt
aus F(ix) = iF(x), dass f(iz) + ig(iz) = if(x) — g(z) und somit f(iz) = —g(z). Es folgt
F(z) = f(zx) —if(ix). Ist umgekehrt F' von dieser Gestalt mit einem R-linearen Funktional
f:X—R,so0ist ': X — C, x+ f(z) —if(iz) ein C-lineares Funktional auf X.

Theorem 1.27 (Hahn-Banach) FEs seien X ein normierter Raum iiber K und M C X ein
linearer Teilraum von X. Ist f : M — K ein lineares Funktional mit |f(z)| < ||z|| , x € M,
so existiert ein lineares Funktional F: X — K mit F(x) = f(z), € M, und |F(z)| < ||z| ,
reX.

Ist ein normierter Raum Y stetig in einen normierten Raum X eingebettet, so ist leicht zu
sehen, dass X* stetig in Y* eingebettet ist. Die erste Folgerung 1.28 aus dem Theorem von
Hahn-Banach zeigt, dass fiir einen linearen Teilraum Xy C X mit der durch X induzierten

X

Norm der duale Raum X{ “nicht grofler” als X* ist.

Folgerung 1.28 Es seien X ein normierter Raum und Xg C X ein linearer Teilraum von
X, versehen mit der durch X induzierten Norm. Ist fo € X{j, so existiert ein f € X* mit

f(@) = folz), € Xo, und || fllx. = [[follx: -

Folgerung 1.29 Es seien X ein normierter Raum, Xg C X ein linearer Teilraum von X und
zo € X, wobei d := dist(zg, Xo) > 0. Dann existiert ein fo € X* mit || follx- = 1, fo(z) =0
Ve Xy und fo(zo) =d.
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Folgerung 1.30 Sind X ein normierter Raum und xo € X\ {©} , so existiert ein Funktional
fo € X*, so dass || folx- =1 und f(zo) = ||zol|x gilt. Insbesondere trennen die Funktionale aus
X* die Punkte von X.

Folgerung 1.30 nennt man auch den Satz iiber die ausreichende Anzahl von Funktionalen.

Folgerung 1.31 Ist X ein normierter Raum, so gilt fiir jedes x € X
lzllx = sup{[f(z)| : f € X", || fllx. <1} .

Wir zeigen nun, dass man die Aussage des Satzes 1.2 umkehren kann.
Satz 1.32 Ist £L(X,Y) ein Banachraum, so ist auch 'Y ein Banachraum.

Jedes z € X erzeugt iiber die Formel j,(f) = f(z) ein lineares stetiges Funktional j, : X* — K.
Folgerung 1.31 liefert sogar

7zl = sup{|f(2)| : f € X7, [[fllx <1} = |lz]lx - (1.3)

Jx : X — (X*)* = X** | z +— j, ist also eine lineare Isometrie. Man nennt den normierten
Raum X reflexiv, wenn Jx(X) = X** gilt. X** nennt man den bidualen Raum zu X . Aus
Satz 1.2 folgt, dass ein reflexiver normierter Raum mit Notwendigkeit ein Banachraum ist.

Satz 1.33 Jeder abgeschlossene lineare Teilraum eines reflexiven normierten Raumes ist eben-
falls reflexiv.

Fiir Teilmengen Y C X und Y, C X* definieren wir
Yi={feX*:fly)y =0 VyeY} und *Y,={zecX:f(z)=0 VYfeV.}.

Man nennt nun einen abgeschlossenen linearen Teilraum Y, C X* geséttigt, wenn fiir jedes
f € X*\Y, ein € VY, mit der Eigenschaft f(z) # 0 existiert. Aus Folgerung 1.29 ergibt
sich, dass jeder abgeschlossene Teilraum Y, C X* im Falle eines reflexiven normierten Raumes
X geséttigt ist.

Lemma 1.34 FEin Teilraum Y, C X* ist genau dann gesdttigt, wenn eine Teilmenge Y C X
existiert, so dass Y, = yL gilt.

Folgerung 1.35 Ein Teilraum Y. C X* ist genau dann gesdittigt, wenn Y, = (1Y, gilt.

Eine Teilmenge Y, C X* nennen wir *schwach abgeschlossen, wenn aus f € X* und aus der
Tatsache, dass fiir jedes © € X eine Folge (fy),=; C Yi mit der Eigenschaft f,(z) — f(z)
existiert, folgt, dass f € Y, gilt.

Satz 1.36 FEin linearer Teilraum Y, C X* ist genau dann gesdttigt, wenn er *schwach abge-
schlossen ist.

Satz 1.37 FEin Banachraum X ist genau dann reflexiv, wenn jeder abgeschlossene lineare Teil-
raum von X* gesdttigt ist.

Abschlieflend beleuchten wir noch die Eigenschaft der Separabilitit von X und X*.

Satz 1.38 Ist X* separabel, so gilt dies auch fir X.

Folgerung 1.39 Ist X reflexiv und separabel, so hat auch X* diese Eigenschaften.
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1.9 Schwache und *schwache Konvergenz

Es sei X ein Banachraum. Eine Folge (f,,),~; C X* heit *schwach konvergent gegen f € X*,
wenn f,(x) — f(z) fir alle x € X gilt.

Lemma 1.40 FEine *schwach konvergente Folge ist beschrdnkt.

Folgerung 1.41 Eine Folge (fy), =, konvergiert genau dann *schwach gegen f € X*, wenn
(I fnl) 2, beschrinkt ist und fn(x) — f(z) fir alle x aus einer in X dichten Teilmenge gilt.

Theorem 1.42 Ist X separabel, so besitzt jede beschrinkte Folge in X* eine *schwach konver-
gente Teilfolge.

Man nennt eine Folge (z,,),~; C X schwach konvergent gegen x € X, wenn die Bedingung

lim,, oo f(zn) = f(x) fir alle f € X* gilt (in Zeichen: z,, — x).
Lemma 1.43 Eine schwach konvergente Folge ist beschrdnkt.

Folgerung 1.44 Eine Folge (), konvergiert genau dann schwach gegen x € X, wenn
(|znll) ey beschrinkt ist und f(xn) — f(x) fir alle f aus einer in X* dichten Teilmenge
gilt.

Theorem 1.45 In einem reflexiven normierten Raum hat jede beschrinkte Folge eine schwach
konvergente Teilfolge.

1.10 Ubungsaufgaben

1. Man zeige, dass jeder endlichdimensionale Teilraum von X* geséattigt ist.

2. Man zeige, dass jeder endlichdimensionale normierte Raum reflexiv ist.
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Banachalgebren

2.1 Grundlagen

Definition 2.1 Fin Banachraum A iber C wird Banachalgebra genannt, wenn A nicht nur
aus dem Nullelement besteht, eine Abbildung A x A — A, (a,b) — ab erklirt ist und ein
Element e € A existiert, so dass folgende Axiome erfillt sind: Va,b,c € A und Vo, € C gilt

B1) (aa + Bb)e = alac) + B(be), c(aa + Bb) = aca) + ((cb),

(
(B2) a(be) = (ab)e,
(

(B4

Man spricht von einer kommutativen Banachalgebra A, wenn ab = ba fiir alle a,b € A gilt.

Das Element e heifit Einselement und ist eindeutig bestimmt. Ein Element a¢ € A nennt
man regulir, wenn ein Element b existiert, so dass ab = ba = e gilt. Das Element b ist dann
eindeutig bestimmt, wird mit a~! bezeichnet und Inverses von a genannt. Die Menge der
reguléren Elemente von A bezeichnen wir mit GA. Unter der Resolvente p(a) eines Elementes
a € A versteht man die Menge der Skalare A € C, fiir die a — Ae reguldr ist. Das Spektrum
o(a) ist definiert als o(a) = C\ p(a).

Theorem 2.2 Es seien A eine Banachalgebra und a € A.

o
a) Ist Z |a™|| < 0o, so ist e —a € GA und es gilt
n=0

(e —a) Za (2.1)

(b) Ist||a|| <1, so iste—a € GA und es gilt (2.1).
(¢) Der Grenzwert r(a) = limy_o ||a™||Y/™ existiert und ist endlich. Dabei gilt

r(a) =max {|A\| : A € o(a)} (Spektralradius von a).
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(d) Fir |¢| > r(a) ist (e —a requldr, und es gilt

(Ce—a)™t =) ¢l

n=0

(e) Die Resolvente p(a) ist eine offene Menge in C.

Theorem 2.3 Ist p(¢) ein Polynom in (, so gilt fiir jedes a € A
o(p(a)) = plo(a)) :={p(A) : A € o(a)} .
Satz 2.4 Fir jedes a € A ist o(a) nicht leer.

Beispiel 2.5 Ist X ein Banachraum iber C, so ist L(X,X) eine Banachalgebra.

Beispiel 2.6 Ist E ein kompakter metrischer Raum, so ist der Raum <C(E,(C), HHOO) der

komplezwertigen stetigen Funktionen auf E mit || f|| ., = max{|f(z)|: x € E} eine kommutative
Banachalgebra.

2.2 Kommutative Banachalgebren

In diesem Abschnitt sei A eine kommutative Banachalgebra.

Ein lineares Funktional m € L(A,C) nennt man multiplikativ, wenn m # © und
m(ab) = m(a)m(b) Va,be A
gilt. Die Menge der linearen multiplikativen Funktionale auf A bezeichnen wir mit M 4 .
Lemma 2.7 Fiir jedes a € A gilt {m(a) : m € M4} C o(a).
Ein linearer Teilraum N von A heiit Ideal, wenn aus a € A und b € A folgt ab € N'. Man

nennt das Ideal N' maximal, wenn jedes a € A auf eindeutige Weise in der Form a = ag + Ae,
ap € N, X € C, darstellbar ist.

Beispiel 2.8 Ist Ey C E eine Teilmenge des kompakten metrischen Raumes E | so ist
N(Ey) ={f € C(E,C): f(z)=0, xz € Eyp}

ein Ideal in <C(E, C)
Punkt xy € E besteht.

, H||OO> . Dieses Ideal ist genau dann mazimal, wenn Ey aus genau einem

Beispiel 2.9 Ist m € My, so ist N(m) = {a € A: m(a) =0} ein mazimales Ideal.

Satz 2.10 Jedes Ideal N # A ist in einem mazimalen Ideal enthalten.
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Beispiel 2.9 kann man in gewisser Weise umkehren, wie das folgende Lemma zeigt.

Lemma 2.11 Ist N # A ein Ideal, so existiert ein m € M 4 mit der Eigenschaft N C N(m).
Theorem 2.12 Fiir jedes a € A gilt o(a) = {m(a) :m € M4} .

Wir listen noch einige Eigenschaften maximaler Ideale bzw. linearer multiplikativer Funktionale
auf.

Satz 2.13 In einer kommutativen Banachalgebra A gilt:

(a) Jedes mazximale Ideal ist abgeschlossen.
(b) Aus m € My folgt m € A* und |[m]| <1.

(¢) Das Ideal N C A, N # A, ist genau dann mazimal, wenn fir jedes Ideal M C A mit
N #Mund N C M folgt M = A.

2.3  Ubungsaufgaben

1. Es sei B ein Banachraum iiber C, der die Axiome (B1), (B2) und (B4) erfiillt und kein
FEinselement besitzt. Man zeige, dass dann die Menge

A={(8,b): B€C, be B}
mit den Verkniipfungen

(8,0) + (v,¢6) = (B+7,b+¢), alBb) =(af,ab), (B,0)(7,¢) = (87,bc+ fc+b)

und der Norm
1(B,0)]| 4 = 18] + [Ibll 5

eine Banachalgebra ist.
2. Ist
gl(Z) = {5 = (gn)noi_oo 2&n € (C, ne, Z |£n| < OO}

n=—oo

mit der Norm ||£]| = Z |€n] und der Multiplikation

n=—oo

§xn= < > fnkﬁk)
k=—o0 n=-—o0o

eine Banachalgebra?

3. Es sei (I',:) mit I' = {v,...,7,} eine endliche Gruppe. Mit L;(I') bezeichnen wir die
Menge aller Abbildungen f : I' — C und versehen diese mit der linearen Struktur

(af +B9)(v) =af(y) +69(v), a,peC,yel,
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der Multiplikation

n

(f = 9)(w) =D Flwr; Da(y)

j=1

n
und der Norm || f|| = Z |f ()| - Ist L1(T") eine Banachalgebra?
k=1

4. Man zeige, dass die Abschlieung jedes Ideals wieder ein Ideal ist.

5. Mit R bezeichnen wir den Durchschnitt aller maximalen Ideale der kommutativen Banach-
algebra A, das sogenannte Radikal von 4. Man nennt A halbeinfach, wenn R = {©}
ist. Man zeige:

(a) Ist J # A ein abgeschlossenes Ideal, so ist die Faktoralgebra A/J eine kommutative
Banachalgebra ([a][b] := [ab]).

(b) A/R ist halbeinfach.

(c) A/M ist isomorph zu C, falls M ein maximales Ideal ist. Bezeichnet jrg : A/ M —
C den entsprechenden Isomorphismus, so hat die Abbildung A — A/ M — C,
a— lajpm =a+ M- jm([alpm) =: a(M) folgende Eigenschaften:

i (a+b)(M) = a(M) +bM),

i. (wa)(M) =aa(M),

iii. (ab)(M) = a(M)b(M),

iv. a M) =0 <= aec M,

v. eM) =1,

i Ja(M)] < Jall .

(d) Mit M(A) bezeichnen wir die Menge der maximalen Ideale in A. Fiir M € M(A)
definieren wir foq: A — C, a — a(M). Man zeige, dass die Abbildung M(A) —
M4, M — faq eine bijektive Abbildung ist.

2.4 Der Raum der maximalen Ideale

Definition 2.14 FEin geordnetes Paar (X, F) aus einer nichtleeren Menge X und einem System
F C P(X) von Teilmengen von X nennt man topologischen Raum, wenn folgende Aziome
erfillt sind:

(T1) 0,X e F.
(T2) Fine beliebige Vereinigung von Mengen aus F gehort zu F .

(T3) Der Durchschnitt endlich vieler Mengen aus F gehort zu F .

Die Elemente von F nennt man offene Mengen in X . Der topologische Raum X heifit kom-
pakt, wenn aus jeder offenen Uberdeckung von X eine endliche Teiliiberdeckung von X aus-
gewdhlt werden kann. Man nennt X einen Hausdorff-Raum, wenn die Topologie F die Punkte
von X trennt, d.h., wenn fir beliebige x,y € X mit x # y zwei Mengen Fy, Fo € F existieren,
sodass v € Fy,y€ Fy und Fy N Fy =0 gilt.
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Eine Abbildung zwischen zwei topologischen Rdumen nennt man stetig, wenn das vollsténdige
Urbild jeder offenen Menge bez. dieser Abbildung offen ist. Unter einer Basis des Systems der
offenen Mengen versteht man ein Teilsystem Fy von F mit der Eigenschaft, dass jede Menge
F € F als Vereinigung von Mengen aus Fy geschrieben werden kann. Es gibt noch den Begriff
der Subbasis, der ein System G C F meint, fiir welches das System aller Durchschnitte endlich
vieler Mengen aus G eine Basis von F ergibt.

In der Aufgabe 2.3, 5(c) haben wir die Abbildung a — a(M) bei festem M € M(A) betrachtet.
Hélt man dagegen a € A fest, so ergibt sich eine Abbildung a : M(A) — C, M — a(M).
Unter dem Raum der maximalen Ideale versteht man die Menge M(.A), versehen mit der
schwiichsten Topologie, in der alle Funktionen a : M(A) — C, a € A, stetig sind. Eine
geeignete Subbasis

{U(@,Mp,e):aec A, Mye M(A), >0}
fiir diese Topologie bilden die Mengen

U(@, Mo, £) = {M € M(A) : [a(M) — a(Mo)| < £} .

Theorem 2.15 Der Raum der mazimalen Ideale M(A) ist ein kompakter Hausdorff-Raum.

Beispiel 2.16 Der Raum der mazimalen Ideale M(({*(Z),*)) (vgl. Aufgabe 2.3, 2) ist gleich
(bis auf Homdomorphie) dem Einheitskreis der komplexen Ebene.
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Die Fredholmsche Alternative

In diesem Kapitel beschreiben wir eine Klasse von linearen beschrénkten Operatoren A € £(X)
in einem Banachraum X mit der Eigenschaft, dass die Gleichung

Az =y (3.1)
genau dann fiir jedes y € X losbar ist, wenn die homogene Gleichung
Axr =0 (3.2)

nur die triviale Losung besitzt.

3.1 Der adjungierte Operator

Fiir A € £(X,Y) definiert man den adjungierten Operator A* : Y* — X* durch
(A*g)(z) = g(Az) Ve X.
Lemma 3.1 Es gilt A* € L(Y*,X*) und || A*||y+_x- = [Allx_vy -
Es gilt ferner
(a) (kA +pBB)* =aA*+B*, o, €K, A, Be L(X,Y),

(b) (AB)* = B*A*, Ae L(Y,Z), B € L(X,Y).

Lemma 3.2 (Riesz’sches Lemma, vgl. Theorem 1.4) Sind (H,(.,.)) ein unitdrer Raum
und f € H*, so existiert genau ein vy € H mit

f(x) =(z,xy) VexeH.

Dabei gilt || f|

e = 2l -

Sind (Hj, (.,.);), 7 = 1,2, zwei unitdre Rdume und A € L£L(H;,Hy), so kann wegen Lemma
3.2 der adjungierte Operator A* € L(Hj, HY) identifiziert werden mit dem Operator A* €
L(Hy,Hy), fiir den gilt

(Az,y)o = (x, A"y)1 Ve eH;, VyeH,.
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Genauer: Sind J : H — Hy, f — zy und (Az,y) = (z,By) Vx,y € H, so folgt, Vf €
Hé, Ve Hip,

(A" f)(x) = (z, LT A" f) = f(Az) = (Az, Jof) = (z, BLaf) ,

also
J1A* = BJy bzw. A*=J'BJ.

Die Menge A(X) = {Az : x € X} nennen wir Bild des Operators A und bezeichnen sie mit
R(A). Die Mengen N(A) und R(A) sind lineare Teilrdume von X bzw. Y . Das Element x ist
genau dann Losung von (3.2), wenn x € N(A) gilt, und die Gleichung (3.1) ist genau dann
losbar, wenn y € R(A) gilt.

Aus y € R(A) folgt g(y) = 0 fiir alle g € N(A*), d.h.
R(A) C TN (A%).

Frage. Wann gilt in dieser Beziehung die Gleichheit?

Satz 3.3 Fir A€ L(X,Y) gilt stets R(A) = - N(A*).

Folgerung 3.4 Es gilt R(A) = *N(A*) genau dann, wenn R(A) abgeschlossen (in Y ) ist.

Frage: Wann ist R(A) abgeschlossen?

3.2 Operatoren mit abgeschlossenem Bild

Lemma 3.5 Es seien X und Y Banachriume sowie A € L(X,Y) mit N(A) = {0} . Dann ist
R(A) genau dann abgeschlossen, wenn eine Konstante ¢ > 0 existiert, so dass

lelx < cllAzly VaeX. (3.3)

Satz 3.6 Es seien X und Y Banachriume sowie A € L(X,Y). Dann ist R(A) genau dann
abgeschlossen, wenn eine Konstante ¢ > 0 existiert, so dass

dist(z, N(A)) < c¢||Azly VzeX. (3.4)

3.3 Kompakte Operatoren

Definition 3.7 Finen Operator T € L(X,Y) nennt man kompakt oder vollstetig, wenn fir
jede beschrinkte Menge Xo C X das Bild T(Xo) C Y relativ kompakt ist.

Die Menge der kompakten Operatoren 7' € L(X,Y) bezeichnen wir mit £(X,Y),imFall X =Y
mit K(X).

Lemma 3.8 T € L(X,Y) ist genau dann kompakt, wenn T (U1(©)) relativ kompakt ist. Ferner
gilt K(X,Y) C L(X,Y).
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Eine Familie F von Funktionen f : E — C auf einem metrischen Raum (E,d) nennt man
gleichgradig stetig, wenn fiir jedes € > 0 ein § > 0 existiert, so dass

[f(@)—fy)l<e VfeF, Va,yeE mit d(z,y)<é
gilt. F heifit gleichmé&flig beschrinkt, wenn eine Konstante M > 0 existiert, so dass

lf(z)| <M VYfeF,Vzek.

Theorem 3.9 (Arzela-Ascoli) FEs seien E ein kompakter metrischer Raum und F C C(E, C)
eine Teilmenge der komplexwertigen und stetigen Funktionen auf E. Dann ist F genau dann
relativ kompakt in (C(E,C),|.||..) , wenn die Funktionen aus F gleichmdfSig beschrinkt und
gleichgradig stetig sind.

Beispiel 3.10 Es seien k : [0,1] x [0,1] — C eine stetige Funktion und T : C[0,1] — C|0, 1]
mat

(TF)(#) = /0 k(t, ) f(s)ds, tel0,1]. (3.5)

Dann gilt T € K(C|0,1]).
Das folgende Lemma bezieht sich auf Folgerung 0.4.

Lemma 3.11 Eine Teilmenge Xy eines vollstindigen metrischen Raumes X ist genau dann
relativ kompakt, wenn zu jedem € > 0 ein endliches e-Netz fiir X existiert.

Satz 3.12 Aus T € K(X,Y) folgt T* € K(Y*,X*).

3.4 Ubungsaufgaben

1. Man zeige, dass Xo C X genau dann relativ kompakt ist, wenn jede Folge (xy,),~; C Xo
eine in X konvergente Teilfolge besitzt.

2. Man zeige, dass eine Teilmenge eines endlichdimensionalen normierten Raumes genau dann
relativ kompakt ist, wenn sie beschrankt ist.

3. Ist die Menge {5 = (&), 2 €l & < (n+ 1) n=0,1,2,.. } kompakt in £°° 7?7

4. Ist K(X) ein zweiseitiges Ideal in £(X)?

3.5 Fredholmoperatoren

Einen Operator A € £(X,Y) nennt man Fredholmoperator, wenn er ein abgeschlossenes Bild
hat und sowohl N(A) als auch N(A*) endlichdimensional sind.

Lemma 3.13 Ist Xy # X ein abgeschlossener Teilraum des normierten Raumes X, so existiert
fiir jedes 6 € (0,1) ein xg € X mit ||zg|| = 1 und dist(zg, Xo) > 6.
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Lemma 3.14 Ist Sx = {z € X : ||z|| = 1} kompakt, so ist der normierte Raum X endlichdi-
menstonal.

Lemma 3.15 Sind X und Y Banachrdume, A € L(X,Y) und R(A) abgeschlossen, so gilt
R(A*) = N(A)*. Insbesondere ist R(A*) auch abgeschlossen.

Theorem 3.16 Sind X ein Banachraum, T € K(X) und A =1 —T, so gilt R(A) = R(A).
Auflerdem ist dim N(A) = 0 genau dann, wenn dim N(A*) =0 gilt.

Folgerung 3.17 Unter den Voraussetzungen von Theorem 3.16 gilt entweder R(A) = X und
N(A) ={O} oder R(A) # X und N(A) # {6} .

Bemerkung 3.18 Unter den Voraussetzungen von Theorem 3.16 sind die Nullrdume N (A) und
N(A*) endlichdimensional und ihre Dimensionen gleich.

3.6 Uber das Spektrum kompakter Operatoren

Das Spektrum o(A) eines Operators A € £(X) (vgl. Abschnitt 2.1) besteht aus allen Zahlen
A € C, fiur die A — Al nicht invertierbar ist. Man nennt A € o(A) einen Eigenwert von A,
wenn dim N(A — AI) > 0 gilt.

Beispiel 3.19 Flir den Verschiebungsoperator V : P — (P, (£0,&1,&2,...) — (§1,82,&3,...) ist
o(V)={Ae C: |\ <1}, wobei nur X mit |\| <1 Eigenwerte sind.

Theorem 3.20 Sind X ein Banachraum und T € K(X), so besteht o(T) \ {0} aus hochstens
abzdhlbar vielen Eigenwerten, deren einzig mdéglicher Haufungspunkt die Null ist.
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Anhang A:
Raume messbarer Funktionen

4.1 Einiges aus der Integrationstheorie

Im weiteren verstehen wir unter dem Tripel (£, %, P) einen Maflraum, d.h., ¥ C P(Q) ist eine
o-Algebra iiber der nichtleeren Menge Q2 und P : ¥ — [0, 0] ein (o-additives und o-endliches)
Ma§:

(M1) AneE(n:1,2,...),AjﬂAk:(7)(j;ék):P(G An> :iP(An),
n=1 n=1

(M2) 34, €% Q=[] An, P(4;) <oo,n=12,...

n=1

Die Mengen A € ¥ nennt man messbar. Eine Funktion f : Q@ — C := C U {Py} heifit
messbar, wenn fiir jede offene Menge B C C das vollstéindige Urbild f~!(B) messbar ist. Wir
sagen, dass eine Eigenschaft P-fast iiberall (P-f.i.) gilt, wenn sie mit eventueller Ausnahme
einer Menge vom P-Mafl Null erfiillt ist.

Eine Funktion f :  — C nennt man Treppenfunktion, wenn sie nur endlich viele Werte

21,22, ,2m (m=m(f), zj # 2 fir k # j) annimmt. Eine solche Treppenfunktion ist genau

dann messbar, wenn alle Mengen Aj := f~'({z}), ¥ = 1,...,m, messbar sind. Man nennt
m

eine solche Treppenfunktion P-integrierbar, wenn die Summe Z |zi| P(Ag) endlich ist, und

k=1
definiert das Integral einer integrierbaren Treppenfunktion als

/ fw)P(dw) =Y 2 P(Ag).
Q k=1

Eine Funktion f : Q — C heifit P-integrierbar, wenn eine Folge (f,,) P-integrierbarer Trep-
penfunktionen existiert, so dass f,(w) — f(w) P-f.ii. auf Q gilt und fiir jedes € > 0 ein Index
N existiert mit

/‘fn(w) — fm(W)|P(dw) <e Vm,n>N.
Q

39
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Offenbar existiert dann der (endliche) Grenzwert

Jim - f () P(dw) -

Q

Dieser ist unabhiingig von der Wahl der Folge (f,) und wird mit
[ ) (4.1)
Q

bezeichnet. Die Menge der P-integrierbaren Funktionen bezeichnen wir mit L = L(Q, %, P).
Fiir A € ¥ definiert man

/ f(w)P(dw) = / xA(@)f () P(dw)
A Q

1 : weAd,
0 : weA,
bezeichnet. Das Integral (4.1) hat u.a. folgende Eigenschaften:

wobei x4 : 2 — C, w — { } die charakteristische Funktion der Menge A

1. f,geL,a,feC = af+p0gcL,
/ [0f (@) + Bg(@)P(dw) = a / f(@)P(dw) + 3 / 9(w) P(dw),
Q Q Q

2. felL < |f|€L,
3. feL, f(w) >0 P-fii. auf Q =

/ f(@)P(dw)>0 und =0 <= f(w)=0 P-fii.
Q

4. Ist f € L, so ist die Mengenfunktion @ : > — C,

A / F(w)P(dw)
A

o-additiv und absolut stetig. (Man nennt eine Mengenfunktion @ : ¥ — C absolut stetig,
wenn aus P(A) = 0 stets Q(A) = 0 folgt. Dies ist dquivalent dazu, dass limp(4)_o Q(A) =0
gleichmifig bzgl. A € ¥ gilt.)

Sind (Q4,%;,P;), j = 1,2, zwei Mafirdume, so bezeichnet man mit ¥; x Yo die kleinste o-
Algebra, die alle Mengen der Gestalt Ay x Ay mit A; € ¥; enthélt. Auf 31 x 39 existiert ein
eindeutig bestimmtes (o-additives und o-endliches) Mafl P, x P, mit der Eigenschaft

(P1 X PQ)(Al X Ag) = Pl(Al)PQ(AQ), Aj < Ej .

Das Integral bzgl. dieses Mafles bezeichnen wir mit

// f(wi,w2)(P1 X P)(dwidws)  oder // f(wi,w2) Pr(dws) Pa(w2) - (4.2)

Q1 xQo Q1 xQo
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Theorem 4.1 (Fubini-Tonelli) FEine ¥ x ¥y-messbare Funktion f : Qq X Qy — C ist genau
dann Py x Pa-integrierbar, wenn eines der iterierten Integrale

/ /f(wl,wz)P(dw1) P(dws) oder / /f(wl,wQ)P(de) P(dwy)
2 Q2

QQ Q1

existiert. Diese beiden Integrale sind dann gleich dem Integral (4.2).

4.2 Der Raum S

Auf der Menge S der bez. des Lebesgue-Mafles m messbaren Funktionen f : [0,1] — C be-
trachten wir die Aquivalenzrelation

frg = m{tel01]: ft) #9(t)} =0

und identifizieren im weiteren die messbare Funktion f mit der zugehorigen Aquivalenzklasse
[f]~ . Mit S = SJ0, 1] bezeichnen wir den Raum dieser Aquivalenzklassen versehen mit der Metrik

IR — )
o= | T+ 17— o]

Satz 4.2 Die Konvergenz in S ist die Konvergenz dem MafSe nach, d.h., es gilt f, — f in S
genau dann, wenn fir jedes € > 0

timm { € 0,1] [ falt) — £(1)] > €} = 0.

Satz 4.3 Der metrische Raum S ist vollstindig und separabel.

4.3 Die LP-Riume

Sei 1 < p < oco. Unter L? = L]0, 1] verstehen wir den Teilraum von S der Funktionen (genauer
Aquivalenzklassen von Funktionen) f, fiir die | f|P integrierbar ist. Auf L? definieren wir

1
1 P
Hyr— & fo ([ iropa)”
Satz 4.4 Die Riume (LP,|.|[,), 1 < p < oo, sind separable Banachrdume.

Mit L*° = L*[0, 1] bezeichnet man die Teilmenge von S der wesentlich beschrankten Funktionen.
Man definiert ||.||, : L™ — R,

fresssup{|f(t)|:t€[0,1]} :=inf{M € R:m{t €[0,1] : |f(¢)| > M} =0} .

Satz 4.5 (L™, ||.||,,) ist ein Banachraum.
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4.4 Ubungsaufgaben

1. Beweisen Sie die Holdersche Ungleichung fiir Integrale und leiten Sie daraus die Dreiecks-
ungleichung fiir die LP-Norm, 1 < p < oo, ab (vgl. Abschnitt 0.1 und Beweis von Satz
4.4).

2. Zeigen Sie, dass die Konvergenz in L*° die gleichméflige Konvergenz f.ii. ist.



Kapitel 5

Anhang B: Ausgewihlte Beweise

5.1 Zum Abschnitt 0.2 (Metrische Ridume)

Beweis von Satz 0.9. Aus d(zm,,z,) < e, Ym > n folgt, dass (z,),=; eine Cauchyfolge ist.

Somit existiert * = lim z,, und aus x,4, € K., (x,), m = 0,1,... folgt z* € K., (x,),
n—oo
n=1,2,... Fiir ein weiteres y* € K., (z,), n=1,2,..., wire wegen

d(z*,y*) < d(z*,zy) + d(xn,y") < 2, — 0 (n — 00)

Yyt =z, g

o
Beweis von Satz 0.10. Wir nehmen an, dass X = U A, mit nirgends dichten Mengen
n=1

A,, gilt. Wir setzen g9 = 1 und wihlen zy € X beliebig. Die Kugel K., (xg) enthélt eine Kugel
K., (z1), die zu A; durchschnittsfremd ist, wobei £ < 1/2 gewiihlt werden kann. Diese Prozedur
lasst sich beliebig fortsetzen:

K€n+1(wn+1) C Kan (xn)7 Kan (xn) NA, = (2)7 en <

o0 oo
Nach Satz 0.9 existiert ein z* € ﬂ K., (x,). Aber z* ¢ U A, =X. O

n=1 n=1

5.2 Zum Abschnitt 1.2 (Das Theorem von Banach-Steinhaus)

Beweis von Lemma 1.6. Nach Voraussetzung existieren Zahlen cpr,d € (0,00), so dass
|Az|| < ey VA€ F Vo e K (x*) und | Az*|| < d gilt. Seien x € X, ||z]| <1 und & = ex + z*,
so dass T € K.(z*). Es folgt

|AZ|| = [leAx + Az™[| > e[| Az| — [|Az™]| ,
also

[ Az] + A2*] _ e +d
€ - e

[Az|| <

43



44 KAPITEL 5. ANHANG B: AUSGEWAHLTE BEWEISE

Beweis von Theorem 1.7. Wir nehmen an, dass sup {||A|| : A € F} = oo ist, und wihlen
ein g9 > 0 und ein zy € X beliebig. Nach Lemma 1.6 ist M (z1,e1) unbeschrinkt, so dass ein
x1 € K.y(zg) und ein A; € F mit ||Ajz1]| > 1 existieren. Aus der Stetigkeit von A; folgt die
Existenz einer Kugel K., (1) C K¢, (xo) mit €1 < g0/2 und [[A;z|| > 1 Vo € K., (x1). Auf diese
Weise folgt die Existenz einer Folge (K-, (y)),~, abgeschlossener Kugeln mit K. (zp41) C

K., (zy), e, — 0, und einer zugehorigen Folge (A,), >, von Operatoren A, € F mit ||A,z|| > n
[e.e]

Vo e K, (zy). Nach Satz 0.9 existiert ein z* € ﬂ K., (x,) woraus |[[A,z*[| >nVn=12,...

n=1
im Widerspruch zur punktweisen Beschrinkheit der Familie F folgt. U

5.3 Zum Abschnitt 3.3 (Kompakte Operatoren)

Beweis von Theorem 3.9. Es seien F prikompakt und € > 0 beliebig. Wegen Folgerung
0.4 ist F beschrankt, d.h. die Funktionen aus F sind gleichméfig beschriankt, und auflerdem
existiert eine endliches e-Netz {f1,..., fim} C C(E,C) fiir F. Fiir jedes f € F existieren somit
ein k€ {1,...,m} und ein 6 > 0, so dass || f — fil|,, <¢/3 und

|fi(x) — frly)| <e/3 Vz,yeE mit d(z,y) <.

Es folgt
[f(@) = fW)I < [f(@) = frul@)] + [fel@) = S| + [ frly) = ) <e

fir z,y € E, d(z,y) < ¢, womit auch die gleichgradige Stetigkeit der Funktionen aus F gezeigt
ist.

Es seien nun umgekehrt die Funktionen aus F C C(E,C) gleichméfig beschrinkt und gleich-
gradig stetig. Nach Folgerung 0.4 ist E separabel, d.h., es existiert eine in E dichte Punktfolge
(), =, . Fiir eine beliebige Folge (fy), = = (fnl)nc:l C F hat die Zahlenfolge (fnl(xl))noil
eine konvergente Teilfolge ( f,%(xl))noil . Ebenso hat ( fn2($2))n0;)1 eine konvergente Teilfolge
( f,i’(:vg))noil . Setzen wir diesen Prozess fort, so erhalten wir eine Folge von Funktionenfol-
gen (f,lf)noil , k = 1,2,..., mit der Eigenschaft, dass ( ,’f“)noil Teilfolge von (fff)noil
und die Zahlenfolgen ( f,’f(xk,l))noil konvergieren. Es folgt die Konvergenz jeder Zahlenfolge
(fi(@k)) ey » k= 1,2,... Wir zeigen, dass (f}), 2, eine Cauchyfolge in C(E,C) ist. Es sei

e > 0. Dann existiert ein 6 > 0, so dass |f(x) — f7(y)| < /3 fiir alle z,y € E mit d(z,y) < ¢
N

ist

und fiir alle n = 1,2,... Da E kompakt ist, existiert ein NV € N, so dass E = U Us(xy) . Ferner
k=1
existiert ein M € N, fiir das
o) — fr) < e/3 Yh=1,...,N, Ym,n> M

gilt. Ist nun = € E beliebig, so existiert ein j = j(z) € {1,...,N} , so dass x € Us(x;)) . Es folgt
fir m,n > M

[fr (@) = [ (@) < \fp (@) = fo (@) + 17 () = fon ()| + [ (25) = fr (@) < e
O

Beweis von Lemma 3.11. Nach Folgerung 0.4 geniigt jede relativ kompakte Menge der
angegebenen Bedingung. Wir nehmen umgekehrt an, dass fiir jedes € > 0 ein endliches e-Netz
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{vi,...,¥5,}, m =m(e), fir Xy existiert, und betrachten eine beliebige Punktfolge (z,,),~; C
X . Wir setzen 22 = x,,. Dann existieren Teilfolgen (mk)noil - (:U’fl_l)noil , k=1,2,..., mit
(zF) O:ol C Ui (yjl/k> , j = j(k). Die Teilfolge (z]!), = C (2p),—; ist dann Cauchyfolge. O

n
n/n n/n=1

Beweis von Satz 3.12. Sei ¢ > 0 beliebig. Da T € K(X,Y), existieren 1, ..., z,, € UX(0) =
{veX:|z|x <1}, so dass ||[Tz — Tzj|y < /4 fiir alle z € U*(O) und ein gewisses j =
j(z) € {1,...,m} . Fiir g € Y* definieren wir Bg = [ g(Tx1) -+ g(Tan) ]T € C™. Dann ist
B (U (©)) relativ kompakt, so dass g1,..., g, € UY (0©) existieren, fiir die ||[Bg — Bg|| < ¢/4
fiir alle g € UY ™ (©) und fiir ein gewisses k = k(g) € {1,...,n} gilt. Das bedeutet

lg(Tz;) — gi(Tx;)| <e/4 VYie{l,...,m}, k=k(g).

Wir erhalten fiir alle z € UX(0), g € UY (©), j = j(x) und k = k(g)

(T%g)(z) = (T"gr)(x)| = 19(Tx) = gr(T)l
< [9(Tz) — g(Txy)| + |9(Tz;) — gr(Tx))| + gr(Tx;) — gr(T)]
€ 3¢
< gl 172~ Tyl + 5 + gl 1Ty — T < 52
dh., {T*gr : k=1,...,n} ist e-Netz fiir T* (UY (©)) . O

5.4 Zum Abschnitt 3.5 (Fredholmoperatoren)

Beweis von Lemma 3.15. Es sei f € R(A*), d.h. A*g = f fiir ein gewisses g € Y*. Aus
x € N(A) folgt f(z) = (A*g)(x) = g(Az) = g(©) =0, d.h. R(A*) C N(A)*+.

Sei umgekehrt f € N(A)*. Fiir y = Az € R(A) setzen wir g(y) = f(x). (Diese Definition von
g € L(R(A),C) ist korrekt.) Fiir alle z € N(A) gilt dann |g(y)| = |f(z — 2)| < || f]| ||z — 2| und
somit nach Satz 3.6 mit einer gewissen Konstanten ¢ > 0

lg() < [If]l dist(z, N(A)) < clfllllyll .y e R(A).

Sei nun g € Y* eine Fortsetzung von g auf ganz Y , so dass fiir alle x € X gilt g(Az) = g(Ax) =
f(z), dh. f=A*g € R(A¥). O

Beweis von Theorem 3.16.

1. Wir zeigen, dass eine Konstante ¢ > 0 existiert, so dass
dist(z, N(A)) < c||Az| VzeX (5.1)
gilt. Wir nehmen an, es gebe eine Punktfolge (z,,),~; C X mit den Eigenschaften
|Azy| >0 und dist(z, N(A)) = ¢, ||Azy] , ¢ — 0.
-1
Wir setzen z0 = [cn ||Axn||] Zp . Dann gilt

dist(z2, N(4)) =1 und HAJUQLH =c,1 —0.
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0

Nun existieren z), € N(A) mit ||29 — 2| < 2. Fiir 2, = 2, — z}, folgt

dist(zp, N(A)) =1, [|zn]| <2 und [|Az,|]| — 0.

Da T € K(X), existiert eine Teilfolge (z}) ~

n/n

| C (2n),= mit Tz, — z. Es folgt

zh =Tzl + Azl — 2 und somit Azl — Az =0,

dh. z € N(A). Andererseits ist aber ||z} —ZH > dist(z}, N(4)) = 1. Somit ist (5.1)

gezeigt.

2. Ist nun dim N(A*) = 0, so folgt R(A) = *N(A*) = X. Ist 21 # © und Az; = O, so
existieren also z,11 € X mit Az, =x,,n=1,2,... Wegen A"z, = Ar g, 1 =... =
Ary = © und A" 'z, = ... = Awy = x1 # O steht in dieser Inklusionskette N(A) C

N(A?%) C ... C N(A") C ... nirgends das Gleichheitszeichen. In Anwendung von Lemma
3.13 erhalten wir eine Folge (2y,),25; mit z, € N(A"), ||z,]| = 1 und dist(z,, N(A"" 1)) >
1/2. Somit hat (T'z,), =, eine konvergente Teilfolge. Andererseits gilt aber fiir n > m

1
Tz — Tzm|| = ll2n — (2m — Az + Azp)|| > 7"
Also: dim N(A) =0.

3. Ist umgekehrt dim N(A) = 0, so folgt wegen R(A*) = N(A)+ = X* (siche Lemma 3.15)
und 7™ € K(X*) (siehe Satz 3.12) wie im vorhergehenden Beweisschritt dim N(A*) = 0.

5.5 Zum Abschnitt 3.6 (Das Spektrum kompakter Operatoren)

Beweis von Theorem 3.20. Ist A # 0 und dim N(7'— AI) = 0, so gilt wegen Folgerung 3.17
R(T —X)=R(-AI—-X"'T)) =X, sodass X € p(T).

Wir nehmen nun an, dass paarweise verschiedene \,, € o(T), n =1,2,... , mit |\,| > & > 0 exi-
stieren. Dann gibt es =, € X\{©} , so dass Tz, = \,z,, . Dann ist das System {x,, : n =1,2,...}
linear unabhéngig. Sonst wiirde ein Index m existieren, fiir den das System {z1,...,z,,} linear

unabhéngig ist und 2,41 = 11 + - - - + Ty, gilt. Dann folgt

TTmi1 = AMnr1Tmt1 = Amp1Q1T1 + - + Ay 10 Ty

und
Tepmir =aTxr+ -+ apTTym = iz + -+ A AT, ,
also
a1 Amy1 — A1)z + -+ am(Apmg1 — Ap)Tm = ©.
Das bedeutet aber aq = -+ = o, = 0 im Widerspruch zu x,,,11 # O .
Wir setzen X,, = span {x1,...,2z,} . Dann gilt X; € Xy C -+ C X, € X471 C -+, wobei an

keiner Stelle Gleichheit auftritt. Aus Lemma 3.13 folgt die Existenz von Elementen y,, € X,, mit
dist (yn, Xn—1) > 2 und |jy,|| = 1, n =2,3,... Es gilt T(X,,) C X,, und (T'— A\, 1)(X,,) C X1 -
Wegen

Ty — TYm = (T = M D)yn — TYm + Mt = Mo [Yn — Ny Ty — (T — M)y
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folgt fiir n > m die Ungleichung ||Ty, — Tym| > |A\n|/2 > €/2, so dass (Tyn),—; keine konver-
gente Teilfolge besitzt im Widerspruch zur Kompaktheit von T'.

Damit ist o(T') N {z € C: |z| > 1} endlich fiir jedes n € N, so dass o(T") hochstens abzihlbar
ist. O

5.6 Zum Kapitel 4 (Rdume messbarer Funktionen)

Wir erinnern an einige Sétze aus der Maf- und Integrationstheorie. Dabei seien (£2,%, P) ein
Mafiraum und f, : 2 — C messbare Funktionen (vgl. Abschnitt 4.1).

Satz 5.1 (Beppo Levi, Lebesgue) Gilt 0 < fi(w) < fo(w) < ... fiii. und fo(t) — f(¢t) f.i.,
so ist f : Q — [0, 00] messbar und
/ flw = lim [ fo(w)P(dw).
n—oo (¢}

Satz 5.2 (Fatou) Fiir messbare Funktionen f, : Q — [0, 00| gilt

/Q lim inf f,,(w) P(dw) < liminf / fn(w

n—oo n—oo

Satz 5.3 (Lebesgue) Es seien g : Q — [0,00] integrierbar und f,(w) — f(w) f.i. sowie
|fo(w)| < g(w) fii., n=1,2,... Dann ist f : Q — C integrierbar, und es gilt

/ flw = Jim | Jn(w) P(dw).
Satz 5.4 (Lusin) FEs seien f € S beschrinkt und ¢ > 0 beliebig. Dann existiert eine stetige
Funktion fo : [0,1] — C mit den Eigenschaften
mit e [0,1]: f(O) # fol)} < und sup{|fo()] :t € [0, 1]} < sup{|F(®)] :t € [0,1]} .

Satz 5.5 (Fréchet) Jede Funktion aus S ist Grenzwert einer dem Mafle nach konvergenten
Folge von Polynomen.

Satz 5.6 (Riesz) Konvergiert f, gegen f dem MajfSe nach, so existiert eine Teilfolge (fn, )iy »
die gegen f f.i. konvergiert.

Beweis von Satz 4.2. Sind p(f,,f) — 0, € > 0 und

A, = An(f‘:) = {t € [07 1] : ’fn(t) - f(t)‘ < 5} )
so folgt

€ € |fn(t) — f(t )\ dt
A) = [ ——dt< -
Sind umgekehrt f,, — f dem Mafle nach, £ > 0 beliebig und An = A, (e) wie oben, so gilt

_ |fn(t) — f()] dt [fn(t) — f(8)| dt :
p(fn’f)_/flnl‘*"fn(t)—f(t)’+/[0,1}\An1+’fn()— ()’S (An)+1+€ I

Da hierbei € > 0 beliebig klein gewihlt werden kann, folgt p(f,, f) — 0. 0
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Beweis von Satz 4.3. Es sei (f,),~; C S eine Cauchyfolge. Wir wéhlen n; < ng < ... so,
dass p(fn, fn,) < 27k fiir alle n > ny, gilt, und setzen

L fagn (8) = fu, (1)
>

gk(t) = 1+‘fnj+1( )_fnj(t)‘

7j=1

sowie g(t) = klim gk (t) . Da
—00

1
folgt aus Satz 5.1 / g(t)dt < 1. Daraus schlieen wir, dass m {t € [0,1] : g(t) = 00} = 0, so

0
dass gg(t) fiir k — oo fiir fast alle t € [0, 1] gegen eine endliche Zahl konvergiert. Fiir diese ¢
konvergiert dann aber auch die Reihe

Fan @)+ U (8) = (D]
k=1

o : 2| fr s (8) = S (8)]
denn fiir alle hinreichend groflen k ist | f,,, ., (t) — fn, (t)] < bt b
. g 1+ ‘fnk-H (t) - fnk(t)’

eine Funktion f € §, gegen die f,, f.i. und somit auch dem Mafle nach konvergiert. Nach Satz
4.2 folgt fn, — fin S und, da (fy),~; eine Cauchyfolge in S ist, f, — fin S. 0

. Somit gibt es

Beweis von Satz 4.4. Aus |f(t) + ()" < ([f()] + [g(®))? < 2L (If ()P + |g(t)P) folgt,
dass mit f € LP und g € L? auch f + g € LP gilt.

Sind A := [|f|, > 0 und B := ||g||, > 0, pl+qgt=1,1<p<o0,sofolgt mit at) = f(t)/A
und 3(t) = g(t)/B aus der Ungleichung (0.1)

/ya () dt < L /ya )Pt + - /!B )9 dt =1

und somit die Holdersche Ungleichung fiir Integrale

[ 1sna< ([ If(t)l”dt>; ([ o dt); (52)

19l < 1N, gl fELP, gL,
(Offenbar gilt letzteres auch fiir p = 1 und ¢ = oo!) Sind nun f,g € L?, so folgt aus (5.2),
glp—1)=pundp/g=p—1

1
1+ gl? /0 £+ g(t)P

1 1
/ [FOIfE) +g@)P~" dt + / lg@) 1f(2) + g(®)P~ dt
0 0

bzw.

IN

1

K/ol ! (t)‘pdtf +( [ wora) ] ([ 170+ sopoar)’

(171, + llgll, ) 1 + g5~

IN
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also die Dreiecksungleichung || f + gll, < [Ifl, + llgll,

Es sei nun (f,),~; C L? eine Cauchyfolge. Mit der Metrik p in S und der Hélderschen Unglei-
chung (fiir ¢ = 1 angewandt) gilt

1 1 -
b ) < [ 15000 = St < ([ 1) = 0P )" == ol

so dass (f,), -, auch eine Cauchyfolge in S ist. (L ist also stetig in S eingebettet!) Somit
existiert wegen der Vollstindigkeit von S eine Funktion f € S, gegen die f, dem Mafle nach
konvergiert. Ist nun € > 0 beliebig, so folgt aus den Sétzen 5.6 und 5.2 die Existenz eines my,
so dass

/|fm — |pdt<sup/ |[fm(t) — fn(®)|Pdt <P Vm >myg.

n>m
Also gilt f € L? und f,,, — f in LP.

Die Separabilitdt von LP kann man wie folgt zeigen: Fiir f € LP definiert man

) C1F0)] >,
”@_{fm:|ﬂMgm

Aus dem Satz 5.3 folgt f, — f in LP. Unter Verwendung von Satz 5.4 schlussfolgert man nun,
dass der Raum (CJ0,1],|.||,,) der stetigen Funktionen dicht in L? ist. Es bleibt nur noch die
Separabiitéit des Raumes (CJ0, 1], ||.|| ) und seine stetige Einbettung in L? anzuwenden. O



Index

e-Netz, 9

e-Umgebung, 8

*schwach abgeschlossene Menge, 27
*schwach konvergente Punktfolge, 28

abgeschlossene Kugel, 8
abgeschlossene Menge, 9
abgeschlossener Operator, 23
absolut konvergente Reihe, 14
adjungierter Operator, 35
Arzela-Ascoli, Theorem von, 37
Auswahlaxiom, 26

dquivalente Normen, 14, 24

Bair’scher Satz, 12

Banach’scher Fixpunktsatz, 11
Banach, Satz von, 23
Banach-Steinhaus, Satz von, 21
Banachalgebra, 29

Banachraum, 13

Basis eines metrischen Raumes, 12
Beriihrungspunkt, 8

beschrinkte lineare Abbildung, 20
beschrankte Menge, 9

Bessel’sche Ungleichung, 16

beste Approximation, 16

bidualer Raum, 27

Bild eines Operators, 36

Cantor’scher Durchschnittssatz, 11
Cauchy-Schwarz-Ungleichung, 8, 15
Cauchyfolge, 9
charakteristische Funktion

einer Menge, 40

dualer Raum, 20
Durchschnittssatz, Cantor’scher, 11

Eigenwert, 38
Einselement, 29

Faktorraum, 24
Fixpunkt, 11

Fixpunktsatz, Banach’scher, 11
Fourierkoeffizient, 16
Fouriertransformation, 16
Fredholmoperator, 37
Fubini-Tonelli, Theorem von, 41
Fundamentalfolge, 9

geséttigter Teilraum, 27
gleichgradige Stetigkeit, 37
gleichméfig stetige Abbildung, 10
gleichméflige Beschranktheit, 37
Grenzwert, 8

Héufungspunkt, 9
Holder-Ungleichung, 8
Hahn-Banach, Theorem von, 26
halbeinfache Banachalgebra, 32
Hausdorff-Raum, 32
Hilbertraum, 15

Ideal, 30

innerer Punkt, 8

inneres Produkt, 14
integrierbare Funktion, 39
inverser Operator, 23

inverses Element, 29
invertierbarer Operator, 23
isolierter Punkt, 9

Isometrie, 13

isometrisch isomorphe Riume, 20
isometrische Raume, 13
isometrischer Isomorphismus, 16

Kern eines linearen Operators, 23
kommutative Banachalgebra, 29
kompakte Menge, 9

kompakter Operator, 36
kontrahierende Abbildung, 11
konvergente Punktfolge, 8
konvergente Reihe, 14

Lemma von Zermelo, 26
linear geordnete Menge, 25

50



INDEX

linear unabhéngiges System, 15
lineare Abbildung, 19

linearer Operator, 19

lineares Funktional, 20

maximales Element, 25
maximales Ideal, 30
Maximalkettensatz, 26
Mafiraum, 39
Menge erster Kategorie, 12
Menge zweiter Kategorie, 12
messbare Funktion, 39
messbare Menge, 39
Methode der sukzessiven
Approximation, 11
metrischer Raum, 8
Minkowski-Ungleichung, 8
multiplikatives lineares Funktional, 30

nirgends dichte Menge, 12

normierter Raum, 13
Normkonvergenz, 21

Nullraum eines linearen Operators, 23

obere Schranke, 25

offene Uberdeckung, 9

offene Abbildung, 24

offene Kugel, 8

offene Menge, 9

Open Mapping Theorem, 25

orthogonale Projektion, 15

orthogonales Komplement, 15

Orthogonalisierungsverfahren,
Schmidt’sches, 15

Orthonormalssystem, 15

Parseval’sche Gleichung, 16
partiell geordnete Menge, 25
priakompakte Menge, 9
Prinzip der gleichméfligen
Beschranktheit, 21

Radikal, 32

Raum der maximalen Ideale, 33
reflexiver Raum, 27

Reihe, 14

relativ kompakte Menge, 9

Riesz’sches Darstellungstheorem, 20, 35

Riesz’sches Lemma, 20, 35

Satz iiber die ausreichende Anzahl
von Funktionalen, 27

Schmidt’sches
Orthogonalisierungsverfahren, 15

schwach konvergente Punktfolge, 28

schwache Konvergenz, 21

Schwarz-Bunjakowski-Ungleichung, 8

separabler metrischer Raum, 9

Skalarprodukt, 14

Spektralradius, 29

starke Konvergenz, 21

stetig invertierbarer Operator, 23

stetige Abbildung, 10

stetige Einbettung, 24

sublineares Funktional, 26

Summe einer Reihe, 14

Theorem vom abgeschlossenen
Graphen, 23

Theorem von Hahn-Banach, 26

Theorem von Zermelo, 26

topologischer Raum, 32

Treppenfunktion, 39

unitdrer Raum, 15

Verschiebungsoperator, 38
Vervollsténdigung, 13

vollstdndiger metrischer Raum, 9
vollsténdiges Orthonormalsystem, 16
vollstetiger Operator, 36

Zermelo, Lemma von, 26
Zermelo, Theorem von, 26
Zorn’sches Lemma, 25

51



