Skript
Funktionalanalysis
WS 06/07

nach einer Vorlesung von
Dr. Jiirgen Schulz

Skript erstellt von
Holger Langenau

20. Januar 2009






Inhaltsverzeichnis

1 Metrische Riume

1.1 Definitionen und Beispiele . . . . . . .. ... .. ... ... .....
1.2 Konvergenz in metrischen Rdumen . . . . . . . ... ... ...
1.3 Vollstindige metrische Rdume . . . . . . . . ... .. ...
1.4 Satz iiber die Vervollstindigung metrischer Rdume . . . . . . . . ..
1.5 Topologische Grundbegriffe in metrischen Rdumen . . ... ... ..

1.5.1 Stetigkeit . . . . .. ...
1.6 Separable metrische R&ume . . . . . .. . ... ... ... ......
1.7 Verallgemeinerung der Intervallschachtelung . . . . . . . .. ... ..
1.8 Der Fixpunktsatz von Banach . . . . .. .. ... ... ........
1.9 Kompaktheit in metrischen Rdumen . . . . . .. .. ... ... ...

1.9.1 Einige Anwendungen der Kompaktheit . . . . . ... ... ..

2 Banach- und Hilbertrdume
2.1 Der Banachraum . . ... .. ... ... ... ... ... . . ...,
2.2 Der Hilbertraum . . . . . . . .. . . .. . ... ... e
2.2.1 Fourier-Reihen im Hilbertraum . . . . . .. .. .. ... ...

3 Lineare Operatoren in normierten Riumen
3.1 Stetigkeit und Beschranktheit . . . . ... ... ... L.
3.2 Der Raum der linearen, stetigen Operatoren . . . . . . ... ... ..
3.3 Das Prinzip der gleichméafigen Beschranktheit . . . . . . .. . .. ..
3.4 Invertierbarkeit von Operatoren . . . . . . . . . . ... ... .. ...
3.5 Das Theorem vom abgeschlossenen Graphen . . . . . . ... ... ..
3.6 Faktorrdume und das Open-Mapping-Theorem . . . . ... ... ..
3.7 Die Fortsetzung linearer, stetiger Funktionale . . . . . ... .. ...
3.8 Der biduale Raum und der adjungierte Operator . . . . .. ... ..
3.9 Beschreibung einiger Rdume . . . . . . . .. ..o

4 Operatortheorie im Hilbertraum
4.1 Die Riesz- oder Hilbertadjungierte . . . . .. .. .. ... ... ...
4.2 Schwache Konvergenz im Hilbertraum . . .. .. ... ... .. ...
4.3 Vollstetige Operatoren in Hilbertrdumen . . . . . . . ... ... ...
4.4 Normal auflésbare Operatoren . . . . . . . .. .. ... ... . ....
4.5 Noether’sche Operatoren . . . . . . . .. .. ... ... ........
4.5.1 Ergidnzungen zur ®-Theorie . . . . . .. ... ... ... ...

A Zorn’sches Lemma bis Wohlordnungssatz von Zermelo
Topologische Komplemente

T Topologische Grundbegriffe im metrischen Raum

11
13
15
19
20
22
27
28
34

39
39
45
50

53
93
57
59
61
63
68
70
7
78

81
81
83
85
87
88
93

97

101

105



INHALTSVERZEICHNIS



Kapitel 1

Metrische Raume

1.1 Definitionen und Beispiele

Definition (1.1-1). Sei X # () eine beliebige Menge und d : X x X — R eine
Funktion. Das Paar (X,d) heifit metrischer Raum und d eine Metrik auf X,
wenn fiir z,y, z € X gilt:

(1) da,y) =0 o=y

(2) d(z,y) < d(z,z) + d(y,z) (Dreiecksungleichung)

Aufgabe (1.1-2). Siehe 1.1. Sei (X, d) metrischer Raum. Zeigen Sie, dass gilt
(1) d(z,y) 20

(2) d(z,y) =d(y,x) V,yeX
n—1

(3) d(z1,zn) < > d(xj,xiq1) Vo, € X (i=1,...,n)
i=1

(4) ‘d(l‘,y) - d(x,z)| < d(y,z) v T,Y,% € X

(5) ld(z,y) — d(z,w)| < d(z,2) +d(y,w) Va,y,2,weX

Definition (1.1-3). Sei (X, d) ein metrischer Raum, ) # Xy C X und
d =d|x,xx,: Xo x Xo— R.

Der metrische Raum (Xo, d ) heift Teil- bzw. Unterraum von (X, d). Statt (Xo,d )
schreibt man (X, d).
Beispiel (1.1-4).

(1) X — Menge der reellen Zahlen, d(z,y) = |z —y| (X,d) =R' =R

(2) (a) Xo={zeR:0<z<1} d(z,y) = |z -yl
(Xo,d) ist ein Teilraum von R

(b) Xo = Q (rationale Zahlen), d(z,y) = |z — y|
(Xo,d) Teilraum von R.
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(3) X — Menge aller k-Tupel reeller oder komplexer Zahlen

x=9&,.. &}, y={m,.-..,m} Wobeix:y%&:m Vi=1,...,k.
Setzen

1
k P
i — ;P , 1<p<oo
o) (E'@ m) p
m;dXIfﬁml ,p = 00

(X, dp) ist fiir jedes 1 < p < oo ein metrischer Raum.
Fiir p = 2: (X, dy) = R" oder = C*

(4) (a) T # 0 beliebige Menge, X := {z : T'— R oder C : z beschrénkt} mit

v =y & a(t) =y(t) Ve T, dr.y) = suple(t) — y(1)

M(T) := (X,d) — Raum der beschrénkten, reell- bzw. komplexwertigen
Funktionen.

(b) T =[a,b], X ={x:[a,0] = R, C: x stetig}
x =y <= wiein a), d(z,y) = max |z(t) — y(t)| (Tschebyscheff-Metrik)

(X,d) = Cla,b] € M([a,b]) (Teilraum)
() T=N, X ={{§}2; : & € R, C beschriinkt}, d(z,y) = sup|§; — ni
loo = m := (X, d) — Raum der beschrinkten Zahlenfolgen

(5) (a) X ={{&}:& €R,C konvergent} d wie in 4.(c) (X,d) = ¢ — Raum der
konvergenten Zahlenfolgen

(b) X ={{&}:¢& — 0}, d wie in 4.(c)
(X, d) = ¢ — Raum der Nullfolgen
Es gilt: co CcCm

(X,d) =: s - Raum der Zahlenfolgen.

(7) X — Menge der reellen Zahlen einschlieflich der uneigentlichen Elemente
—00, 0.
Sei S: X — [—1,+1] gegeben durch

x
— —oo << +o0
S(x) =< V1+ a2
+1 T = to0

Setzen d(z,y) = |S(z)—S(y)| fiir 7,y € X. Dann ist (X, d) = R ein metrischer
Raum.

(8) Sei

X = {{5i}iz1 :& € R, C mit Z &P < oo},
=1

wobei 1 < p < oo eine fixierte Zahl ist. Setzen

i=1

(X,d,) =1, ist metrischer Raum.

-
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Aufgabe (1.1-5). Sei X = N = {1,2,...}. Zeigen Sie, dass folgende Funktionen
Metriken auf X sind:

1. d(mm):M
nm
0 ,M=m
= 1
2. d(n,m) 14 ntm
n-—+m

Aufgabe (1.1-6). Seien (X;,d;) (i = 1,2,...) beliebige metrische Radume und

i=1 i=1
Setzen
& = f(i) und f={& 2, = v mit & € X;.

Zeigen Sie, dass (X, d) ein metrischer Raum ist, wobei

=1 di&m)
d(z,y)—gim

ist.

Aufgabe (1.1-7). Sei X # () eine beliebige Menge und

de={ T2V @yex)

Ist (X, d) ein metrischer Raum?

Aufgabe (1.1-8). Sei X # () und (Y,d) ein metrischer Raum, sowie f : X — Y
eine injektive Funktion. Dann ist d; : X x X — R mit dy (21, z2) = d(f(x1), f(x2))
eine Metrik auf X.

1.2 Konvergenz in metrischen Riumen

Sei (X, d) ein metrischer Raum.

Definition (1.2-1). Seien z, € X (n =1,2,...). Die Folge {z,} heift konvergent
in (X,d), wenn ein Element z € X existiert, sodass gilt

Ve>0 Ing:d(x,,z)<e Vn>ng.

x heifit Grenzwert der Folge {z,}. (kurz: lim z, =z, x, x, X, Ty — T).
n—oo

n—oo

Wir sagen: {x, } konvergiert der Metrik nach gegen x.

Bemerkung (1.2-2). z,, — = < d(xy, ) R 0

n—oo

Beispiel (1.2-3). (siehe Beispiel 7 aus 1.1)
(X,d) =R

1
a) T, =1+ —. Bekannt: In R konvergiert {z,} gegen 1 € R
n
d(zn, x) = |S(zn) = SA)] ——107
richtinga S:R — R stetig

R
=z, —1
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b) x, = n. Bekannt: x, = n divergiert in R gegen +oo0.
Nun betrachtet in R:
d(xy,00) = ‘ "

-1
V14 n?

0, d.h. z, B ~.

Satz (1.2-4). Seien z,, — z, y, — y in (X, d). Dann gilt:

R
d(Tnsyn) — d(z,y)
(Stetigkeit der Abstandsfunktion)

Beweis. nach 1.1. Aufgabe 2 ist

Folgerung (1.2-5) (Eindeutigkeit des Grenzwertes). Die in (X,d) konver-
gente Folge {x,} besitzt genau einen Grenzwert.

Beweis. z, — z, x, — ¥y
0=d(zn,z,) > 0=d(z,y) =>x=1y O
Folgerung (1.2-6). Sei {z,,} eine Teilfolge der Folge {z,}. Dann gilt:

Wenn z, — z, so ist z,, — .

Beweis. d(zp,x) — 0= d(zp,,z) — 0 O

Definition (1.2-7). Die Menge M C X heifit in (X, d) beschrinkt, wenn ein
K > 0 und ein g € X existiert, sodass gilt:

d(x,z9) <K VaeM.

Folgerung (1.2-8). M C X beschrinkt <& V & € X ist {d(x,Z)}sen beschriankt
in R.

Satz (1.2-9). Jede im Raum (X, d) konvergente Folge ist beschrinkt.

Beweis. z, — z, d.h. d(z,,2) — 0= {d(z,,x)} beschrinkt in R. O

Definition (1.2-10). Sei X # 0 beliebig und di, do Metriken auf X. Die me-
trischen Riume (X, d;) und (X, ds) heifen topologisch gleich und die Metriken
zueinander dquivalent, wenn gilt:

xp, — 2 in (X,d1) & x, — 2 in (X, ds)

oder
di(zp,z) — 0 & do(xp,x) — 0.

Aufgabe (1.2-11). Sei (X, d) ein metrischer Raum und z,y € X. Wir setzen

7 d(CE, y)

d(z,y) = ————.
(9) 1+ d(z,y)

Zeigen Sie: d ist eine Metrik auf X und die Réume (X, d) und (X, d) sind topologisch

gleich.
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Lemma (1.2-12). Seien a; € C (i =1,...,k)undp > 1. Dann gilt Vj=1,..., k:

=1

k P
1
dj] < max, Jos| < {Z aip} < kv max o]

Beweis. Offensichtlich! O
Satz (1.2-13). Die Rdume (X,d,) (1 < p < co0) aus den Beispielen aus 1.1 sind
alle topologisch gleich.

Beweis. Seien z,y € X. Lemma (1.2-12) liefert:
doo(z,y) < dp(z,y) < k%doo(x,y) = Behauptung. O

Definition (1.2-14). Sei £™.& € € (i = 1,...,k). Setzen z,, = {¢™}%_, und
xr = {&}% . Man sagt, die Folge {x,,} konvergiert koordinatenweise gegen z,
wenn gilt:

|£f")f§i|:0—0%0‘7i:1,...,k

Folgerung (1.2-15). In den Réumen (X,d,) (1 < p < oo) aus Beispiel 3 aus
1.1 ist die Konvergenz der Metrik nach die koordinatenweise Konvergenz (sogar
gleichmafig, da k < 00).

Beweis. Es geniigt die Behauptung fiir p = co zu zeigen: Aus Lemma (1.2-12) folgt
€™ — g = max €8 — €| = doo (@, 2) Vi=1,....k

1. Sei doo (Xp, ) —— 0 = |§Z(”) — & ——0
n—oo n— 00
2. 1¢™ & ——0Vi=1,...,k d.h.

V5>03ni:|§f")—€i|<5Vn>ni (i=1,...,k)
Setzennoz‘_rrllaxk(ni)$|§i(n)—§i|<£Vn>n0Vi:17...,k

=1,...,

= doo(Tn, ) < e ¥ n>ng O

Satz (1.2-16). Die Konvergenz der Metrik nach ist in den Rédumen
(a) Cla,b] die gleichméhige Konvergenz auf [a, b]
(b) loo, ¢, cq die gleichméfige koordinatenweise Konvergenz

(c) s die koordinatenweise Konvergenz (im Allgemeinen nicht gleichméfig)

1
Beweis. (c) s: ¢ :[0,00) — [0,1), p(t) = 112
.

= Jp1:)0,1) = [0,00), p~1(7) = T
o~ 1 stetig in 7 = 0.
2 = {6 }iz1, @ = {fi}( ()6 5)

21 1§ -&

ST e

ot

Fiir j € N fixiert sei £ = |6\ — ¢ = I <d(zn,z) >0

20
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Setzen 7, = gp(t§n)) =71, ——0

= t‘gn) = 9071(7'”) E) 0

v j erfiillt = koordinatenweise Konvergenz
(b) Sei ¢/ —&| —— 0 (i=1,2,...), d.h.
n—oo

V5>03ni:|§f")—§i|<%Vn>ni (i=1,2,..)

x> 1 x 1
Da > — konvergiert 3k: > — < =
=12 k120 2
Setzen ng = ‘_rrllaxk(ni).
k o0 1 (n)
S dznn) = S 3 ) g™
i=1 =kt
ko1 > 1
< Y et + Y
i=1 i=k+1
Monotonie von ¢ E 1 e 5
= vt
ki le ¢
< ==+ -<eVn>
> Z; 29 + 9 e n no

Aufgabe (1.2-17). Sei 2, = {€}2, €1, (1 <p <o) (n=1,2,...) und
x={&}52, €l,. Zeigen Sie: d(z,,x) — 0
=

(1) \55")—£¢\m>0vz':1,2,...

o0
2) Ve>03Ny: 3 [€MP<ePYN>NyVn=12,...
i=N—+1

Beispiel (1.2-18). Sei M die Menge aller beziiglich des Lebesgue-Mafes 1 messba-
ren Funktionen f :[0,1] — C auf [0,1].

Betrachten die Aquivalenzrelation f ~ g <= p{t € [0,1] : f(t) # g(t)} =0 (%)
Miissten eigentlich die zugehérigen Aquivalenzklassen betrachten! Wir interpretie-
ren (x) als "Gleichheit”.

f=9 ()
X ={f € M : mit (%) als Gleichheit}. Setzen

1
_ [ O —9®)]
d(5.9) = / ESIOEY O

Offenbar ist d eine Metrik. (X,d) = S([0,1])

Behauptung: Konvergenz in S ist Konvergenz dem Mafse nach, d.h. f, 5, fe
W(En(0)) —— 0 0 > 0, wobei En(0) = {t € [0,1] : |fn(t) — f(8) = 0}
Nachweis: 1. Sei d(fn, f) ——— 0. Nun gilt

A )
Weh) = ) @™

g g
dt = E,
1+0/ 11 " En(0))
E, (o)

= u(E,(6)) —— 0V o >0

n—oo
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2. Sei p(Eyn(0)) — 0V o >0und e > 0 beliebig.
drns [ s [ o - o< (B (5) +

g g
£(3) o (3)

Dap(En(g>) m0:> Hnozu<En(g)> <%Vn>no

= d(fa, f) <e¥n>ng, d.h. f ——s

n—oo

<
2

1.3 Vollstindige metrische Raume

Definition (1.3-1). Sei (X,d) ein metrischer Raum und z, € X (n = 1,2,...).
Die Folge {z,} heilt Cauchyfolge oder Fundamentalfolge in (X, d), wenn gilt:

Ve>03ng:dxn,zm) <e Vn,m>ng.

Man schreibt auch kurz: d(z,, ;) ——— 0
n,m—o00

Satz (1.3-2). Jede in (X, d) konvergente Folge ist dort eine Fundamentalfolge.

Beweis. Sei z = lim z, = d(z,Tm) < d(zy,x) + d(Tm, ) — 0 O
n—oo n,m—oo

Aufgabe (1.3-3). X ={z e R:0< 2z <1}, d(z,y) = |z —y|
1
Zeigen Sie: - ist in (X, d) eine Fundamentalfolge, aber dort nicht konvergent.

1 1

— 0 = Fundamentalfolge
n m

n,m— o0

d(l'ny zm) =

Betrachten z,, € R = z,, = — — 0.
n

Aufgabe (1.3-4). Sei X =[0,1], f: X — R mit

0 :z=1

g =0

flz) = 1
n zx=-—(n=23,...)

n

T @ sonst

d(z,y) = |f(x) — f(y)|, vgl. (1.1-8); ist Metrik
Sind die Folgen {z,} -, in (X,d) Fundamentalfolgen oder konvergente Folgen?

@) 2=
(0) 2 =
(© =22

Satz (1.3-5). Sei {z,},., eine Fundamentalfolge in (X,d). Dann gilt:

(a) {wn},—, ist beschrénkt.
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(b) Besitzt {z,} -, eine konvergente Teilfolge, so ist {z,} ., konvergent.

Beweis. Dieser Sachverhalt ist in R wohlbekannt!
Sei & € X. Setzen o, = d(2n, %) (n=1,2,...).

Fir n,m € N=|a, — ap| = |d(xn, T) — d(zm, )| < d(zp, Tm) — 0
n,m— o0

= {a,},, ist in R eine Fundamentalfolge = {a,},, ist beschriinkt, d. h.
FE>0:|a, <k Vn=12...=dx,,2) <k Vn=12...
zu (b). Sei x,, —— x. Setzen T := z, o, = d(Tp,x) = ap, — 0.

N — 00 Nk — 00

Da {a,} Fundamentalfolge, o,, —— 0(in R)= a,, —— 0 = d(zp,2) — 0

nE—00

oder z,, — . O

Definition (1.3-6). Der metrische Raum (X, d) heifit vollstdndig, wenn jede Fun-
damentalfolge in (X, d) auch dort konvergiert.

Bemerkung (1.3-7). R mit der Metrik d(z,y) = |z — y| ist vollstindig.
Satz (1.3-8). Seien (X;,d™) (i = 1,...,k) beliebige metrische Riume und
X=X x- - xXi. Flrx = {&}f:l RVES {m}f:l € X setzen wir

oo, y) = maxd (&, )
Dann gilt:

(a) (X,d) ist ein metrischer Raum und die Konvergenz der Metrik nach ist die
koordinatenweise Konvergenz.

(b) (X,ds) ist vollstindig <= (X;,d®) ist vollstindig V i=1,...,k
Beweis. zu (a): beweist man wie in Folgerung (1.2-15)
zu (b): Offenbar gilt:
dD(&5,m5) < doo(z,y) YVi=1,....k
1) Seien die (X;,d®) vollstindig und {z,} mit z, = {gi(”)}
eine Fundamentalfolge in (X, d)
= d(E, €M) < doo(@ny @) ——— 0 YV j=1,...k

n,Mm—00

k
 eX(n=12,..)

=1

{fj(n)} ist in (X;,d")) eine Fundamentalfolge V j =1,...,k

n=1

= 36 eX; 1 dEM, ) ——0(Vi=1,...,k).

Setzen x = {ﬁi}le @ doo(Tn,x) — 0 = (X, ds) vollsténdig.

2) Sei nun (X,ds) vollstindig und j € {1,...,k} fixiert, sowie {fj(n)} ) eine
Fundamentalfolge in (X}, dY). Fiir i # j wihlen wir ein & € X; und setzen

k
€ — ¢ Vn=12,... sowie z, = {§§">} e X

i=

1
= doo (T, Trn) = max d® (ff”),fgm)) = d(j)(fj("),f](m)) ——— 0= {z,}ist in X

eine Fundamentalfolge = 3z = {&}, € X : d(ap, 2) 0= d(j)(éj(n)’fj) -
0
= (X;,dY)) vollsténdig (j = 1,...,k) -

Aufgabe (1.3-9). Sei (X, d) der metrische Raum aus (1.1-6). Zeigen Sie, dass gilt:

a) Die Konvergenz der Metrik nach in (X, d) ist die koordinatenweise Konver-
genz.
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b) (X,d) vollstandig <= (X;, d;) vollstandig Vi=1,2,...

Bemerkung (1.3-10). Satz (1.3-8) bleibt richtig, wenn man fiir beliebiges p > 1
auf X folgende Metrik wihlen wiirde:

k
d(z,y) = (Z d (g, ni)p>

(alle diese Rdume sind topologisch gleich)

Folgerung (1.3-11). Da R vollstandig ist, ist auch C=R xR vollsténdig und damit
die Réume R*, C*.

Satz (1.3-12). Die Rédume M(T), Cla,b], I, ¢, co, s sind alle vollstandig.

1
3

Beweis. fiir M(T): Sei z,, € M(T) n =1,2,... und {z,} eine Fundamentalfolge
in M(T), d.h.
Ve>0 Ing:d(xn, m) =sup |r,(t) —z,(t)| < 5 Vn,m>ng

t
= Fiir t € T gilt: (%)|xn(t) — 2 (1)] < § ¥V n,m >ng = {z,(t)},—; ist Fundamen-
talfolge in R oder C
= Ja; €Roder C: |z,(t) — ay] — 0 VteT,daR bzw. C vollstiandig.

Da a; eindeutich bestimmt ist, erhalten wir eine Funktion x : T'— R oder C gege-
ben durch z(t) = a;. Lassen in () m — oo gehen
= |zp(t) —2(t)| <5 Vn>ng, VEeT (xx)

(%)
Zeigen: x € M(T). Betrachten |z(t)] < |z(t) — Zng+1(t) + Tng+1(2)]
<a(t) = 2ng 1 (O] + [2ng 11 ()] < 5+ Kngn VE€T =z € M(T)

Aus (xx) folgt d(zn,x) = sup|z,(t) —2(t)| < 5 <& Vn>ng =z, MO, . g
teT

n—oo

Aufgabe (1.3-13). Zeigen Sie, dass [, vollstdndig ist (1 < p < 00).

1.4 Der Satz iiber die Vervollstindigung metrischer
Raume

Definition (1.4-1). Die metrischen Rdume (X, d) und (Y, p) heifen zueinander
isometrisch, wenn eine Bijektion f: X — Y existiert, sodass gilt:

p(f(x1), f(22)) = d(z1,22) V 21/ € X.
f heifst dann Isometrie
Bemerkung (1.4-2). Zueinander isometrische Rdume sind als “gleich” anzusehen.
Definition (1.4-3). Sei (X,d) ein metrischer Raum und ) # M C X. Man sagt,
M liegt dicht in X, wenn gilt:

Ve>0, VeeX Fz.e M :d(z,z:) <e

Beispiel (1.4-4). Q liegt dicht in R.

Satz (1.4-5) (iiber die Vervollstindigung metrischer Rdume). Sei (X, p)
ein unvollstindiger metrischer Raum. Dann existiert bis auf Isometrie genau ein
vollstindiger metrischer Raum (X, d) mit einem Unterraum (Xy,d), sodass X in
X dicht liegt und (Xo,d) zu (Xo, p) isometrisch ist.

(X, d) heift die Vervollstéindigung von (Xo, p).
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Beweis. a) Sei F' die Menge aller Fundamental- (Cauchy-) Folgen {z,} von (Xy, p).
Zeigen: YV {x,},{yn} € F existiert lim p(zn,yn)-

Es gilt: e

1p(@n, yn) = p(@ms Ym)| < p(Tns Tm) + P(Yns Ym) ——— 0

= Die Folge {p(zn,yn)} ist in R eine Fundamentalfolge. Da R vollsténdig ist, exi-
stiert lim p(zy,, yn)-

b) Wir erkliren auf F folgende Aquivalenzrelation:

Fir {z,}, {yn} € F sei

{z,} ~ {y,} <= lim p(zn,yn) =0
(Aufgabe: Zeigen Sie, dass eine Aquivalenzrelation vorliegt!)
Offenbar gilt: Aus p(z,,2) —— 0 (z € Xo) und {z,,} ~ {y,} folgt:

P(Yn, x) m 0.

c) Sei X die Menge aller durch obige Aquivalenzrelation erzeugten Aquivalenzklas-
sen T = [{x,}].

Seien #, § € X und entsprechend {z,,}, {y,} € F Repréisentanten von & bzw. 7,
d.h. {z,} € &, {yn} € §. Wir setzen:

d(Z,9) = lim p(an,yn).

Zeigen: d ist wohldefiniert.

Sei {z,,'} € &, {yn'} € § weitere Vertreter von Z bzw. §

= |p(Tn, yn) — p(@n’ s yn )| < p(Tn, 0") + p(Yns yn') oo 0

= hmp(xn/, yn/) = lim ,D(l’n, yn) = d(‘%7 Zj)

Zeigen: d ist eine Metrik auf X.

Dz ={aal] = {ynd] =9 & {zn} ~ {yn} & d(@,9) = lim p(z4,yn) =0

2) Seien {z,} € T, {yn} € ¥, {2} € 2= p(Tn,yn) < p(Tn, 20) + P(Yn, 2n)-

Fiir n — oo folgt:

d(z,79) < d(&,2) + d(j,2) = (X, d) ist ein metrischer Raum.

d) Zeigen: (X, p) ist isometrisch zu einem gewissen Teilraum (X, d) von (X, d).
Sei 7p € X und 7 € X , die Klasse von Fundamentalfolgen {xz,} € F mit

Ty Ko, xo. Insbesondere liegt die stationdre Folge {xg,xq, ...} in Zg.

Damit haben wir eine injektive Zuordnung der Gestalt: xg < {20, T0,...} < Zo
Wir setzen f(zo) := Zo und erhalten eine Bijektion f : Xo — X := f(Xo) (Bild)

Fiir To, Yo € Xo gﬂt: _
d(Zo, 7o) = lim p(zo,y0) = p(zo,y0) = (Xo, p) und (Xo, d) zueinander isometrisch.
n—oo

e) Zeigen: X, liegt dicht in X.

Sei Z € X beliebig, {x,} € Z und € > 0 beliebig

= Ing: p(Xn, Tm) < 5 Vn,m>ng.

Setzen xg := xp,+1 und betrachten die Klasse o € Xo
= d(Z, %) = nlLII;O p(Tn,x0) < 5 < e

f) Zeigen: (X, d) ist vollsténdig. Sei {#("} eine Fundamentalfolge in (X, d)

Ause) folgt: Vn=1,2,... 3z, € Xy und damit z,, € X, mit

d(E™, %,) < L = p(n, 2m) = d(Zn, §n) < d(@n,2™)+d(@, ) +d(2™), 7,,)
<iiq@Em,gmy+L ———0

n,m— oo
= {x,} ist Fundamentalfolge in (Xo,p) = 3 & € X mit {z,} € & =
d(F™,7) < d@E™, 7)) + d(Fn, &) < £+ d(@0,7) —— 0= 3 2§
n—oo n—oo
= Behauptung 5
g) Eindeutigkeit von (X, d) bis auf Isometrie 3 ~
Sei (Y, dy) ein vollstdndiger metrischer Raum und (Yp, d;) ein Teilraum, sodass Yo
dicht in Y} liegt und (Yo, d1) isometrisch zu (X, p) ist.



1.5. TOPOLOGISCHE GRUNDBEGRIFFE IN METRISCHEN RAUMEN 15

Sei f1: Xo —>~5~/0 die entsprechende Isometrie.
Seinun z € X, {z,} € z und g, = f1(zn) € Yy
= dl(gnvgm) = P(In,irm) —0

n,m— oo

= {§,} ist Fundamentalfolge in (Y, d;)

= Da (Y,d;) vollstindig 3§ €Y : di(§n,j) — 0

Damit haben wir # € X das Element § € Y zugeordnet, d. h. setzen g : X — Y mit
g =g(x).

Offenbar ist g wohldefiniert (Aufgabe!).

Setzen nun 7,7’ € X

= d(z,%') = lim p(an,z,") = Um di(fi(zn), f(2,") = lim di(Gn, Tn’)
=di(5,7) = di(9(Z), g(&)) = (X,d) und (Y,d;) isometrisch. O
Folgerung (1.4-6). Sei (X, d) ein vollstindiger metrischer Raum und (Xo,d) ein
Unterraum. Dann gilt:

(X, d) ist bis auf Isometrie genau die Vervollstindigung von (Xo,d), wenn X dicht
in X liegt.

Beweis. ergibt sich aus dem Beweis von Satz 5 (siehe auch Bemerkung (1.5-20)) O

Beispiel (1.4-7).
(a) R ist die Vervollstédndigung von Q

Xo = (07 1)? d(x,y) = |.17 - y|

(b) X=00,1, dy) =]c—y| }X Vervollstédndigung von X

(¢) Col0,1] — Raum aller auf [0, 1] definierten Polynome p = Y axt*(ay € C) mit

k=0
der Tschebyscheff-Metrik.
Nach Weierstrafischem Approximationssatz liegt Co[0, 1] dicht in C[0, 1], d. h.
C[0,1] ist die Vervollstdndigung von Cgl0, 1].

(d) 1," —Menge aller finiten Folgen z = {&;} (& € R,C) (Vz Fig: & =0 Vi > ip)
mit der Metrik des [,
I, liegt dicht [,.

Sei x = {fz} S lp, d.h. Z |§l|p < 0
=1
= Ve>0dng: Z ‘§i|p<€p.
i1=no+1
Setzen z. = {&1,...,6ny,0,0,...} €1,/
no oo
= (dp(z, )’ = > & —&GIP+ Y. |& — 0P < e? = Behauptung.
i=1 i=ngp+1
1.5 Einige topologische Grundbegriffe in metrischen
Raumen

Sei (X, d) stets ein metrischer Raum.

Definition (1.5-1). Sei z¢ € X fixiert, r > 0. Die Menge

K(zg,r) :={x € X : d(z,z0) <1}
heifst ”offene” Kugel (auch offene -Umgebung von z) in (X, d) und die Menge

K(zg,r) :={x € X : d(z,z9) <7}
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heifit abgeschlossene” Kugel in (X, d) mit Mittelpunkt 2y und Radius r.
1 1

Beispiel (1.5-2). X =[0,1], d(z,y) = |z —y|, K <1, 2) = (2, 1]

Lemma (1.5-3). Sei K := K(xo,7), K := K(x¢,7). Dann gilt

(1) YVeeK 37, >0: K(z,r;) CK

(2) Vag¢gK Fr,>0: K(x,r,) CX\K

(3) Sei 2 € X. Wenn d(z9,2) <7 < =, s0ist g € K(Z,7) C K

r
2
Beweis. Aufgabe. O

Definition (1.5-4). Sei A C X beliebige Menge

(a) Der Punkt z € A heifit innerer Punkt von A (in (X,d)), wenn eine Zahl
r > 0 existiert, mit K(z,r) C A. Mit intx(A) = int A bezeichnen wir alle
inneren Punkte von A (in (X, d))

(b) Die Menge A C X heifit offen in (X, d), wenn gilt: int A = A
(c) Die Menge V C X heifit Umgebung des Punktes x € X, wenn eine offene
Menge G C X existiert mit t € G CV
¥ = Y(x) — System aller Umgebungen von = € X.
Bemerkung (1.5-5). Jede "offene” Kugel K(zo,7) in (X,d) ist dort eine offene

Menge und damit eine offene Umgebung von .

Beweis. Folgt aus Lemma (1.5-3) (Teil 1) O

Definition (1.5-6).

(a) Der Punkt z € X heift Beriihrungspunkt (bzw. Hiufungspunkt) der
Menge A C X (in (X,d)), wenn gilt:

VNA#D (bzw. VN (A\{z}) #0) VV € V()

A — Menge aller Beriihrungspunkte von A (in (X, d))
(Abschlieffung von A)

A’ — Menge aller Hiufungspunkte von A (in (X, d))
(Ableitung von A)

(b) Die Menge A C X heifit abgeschlossen (in (X,d)), wenn gilt: A = A.

Bemerkung (1.5-7). Jede “abgeschlossene” Kugel K (z¢,7) in (X, d) ist dort eine
abgeschlossene Menge.

Beweis. V A C X gilt: AC A. Sei A= K(zg,r) und z € A\ A
=z ¢ A. Lemma (1.5-3) Teil 2: 3 K(z,7,) C X\ A
= K(z,r,)NA=04 zuzeA=A=A O

Frage (1.5-8). Sei K = K(xg,7), S=S(zg,7):={z € X : d(z,x0) = r}.
Ist K = KUS? (K(z9,7) = KUS).
Lemma (1.5-9). Sei (Xo,d) ein Teilraum von (X, d) und r > 0, ¢ € Xj.
Betrachten
= K(zg,r) = {reX:dx,zo)<r}
Ky = Ko(zg,r) = {xeXo:d(z,x0) <r}

Dann gllt K() =Kn Xo.
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Beweis. Offensichtlich. O

Satz (1.5-10). Sei (Xo,d) Teilraum von (X, d), A C X,. Dann gilt
(a) Aistoffen in (X, d) <= Es gibt eine in (X, d) offene Menge G mit A = GNX|

(b) Aist abgeschlossen in (Xg,d) <= Es gibt eine in (X, d) abgeschlossene Menge
Fmit A= FnNX.

Beweis. (a)l. Sei A offen in (Xg,d) = YVa€ A3Ir, >0: Ko(a,7s) C A

= A= {J Ko(a,rs). Setzen G := |J K(a,r,) bemma (139 4 _ gy Xo.
a€cA acA
Aus Anhang T folgt, da K (a,r,) offen = G offen in X.

2. Sei Bedingung erfiillt, d.h. A = G N Xy, G offen in X
= VaeG3IAK(a,r,): K(a,r,) C G (speziell gilt dies fiir a € GN Xy = A)

M S8 160 (a,m0) = K(a,ma) N Xo € G N Xo = A

= A offen in X
(b) folgt aus der Definition der Abgeschlossenheit als Komplement einer offenen
Menge (siehe Anhang T) O

Aufgabe (1.5-11). Sei (X, d) ein Teilraum von (X, d) und A C X, sowie
A0 die Abschliefung von A in X,
A die Abschliefung von A in X.

Zeigen Sie, dass gilt: A9 = AN X, (Analoges fiir die Ableitung von A4) B
Beispiel: (X,d) =R, Xo=Q,A={reQ:0<r <2} Ermitteln Sie: A% und A.

Definition (1.5-12). Sei A C X eine beliebige Menge und z¢ € X. Die Zahl
d(xg, A) == iIel,fax d(xg,a) = dist(xg, A)

heifst Abstand des Punktes xy von der Menge A.

Aufgabe (1.5-13). Fiir § # A C X, zo,y0 € X gilt

|d(x0, A) — d(yo, A)| < d(20,10)

Aufgabe (1.5-14). Die Funktion dist(-, A) : X — R ist stetig.
Satz (1.5-15). Sei ) # A C X. Dann gilt

(a) ze A ElanA(nzl,Z...)mitanx

n—oo

(b) xe A & HacnEA(n:1,2,...)mitxn#men#mundanx

n—oo

(¢) « ist Beriihrungspunkt von A < d(x, A) =0
(d) zeintAsdxz, X\ A) >0
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Beweis. (b) 1. Seiz € A’ = K(z,r)N(A\{z}) #0 VY r > 0.

Setzen r1 = 1 und wihlen z; € K(z,1)N (4 \ {z})

Setzen ro = min{L, d(x1,2)} und wihlen 2o € K(z,72) N (A\ {z}) = 21 # 22
Setzen r3 = min{ 3, d(v2,2)} und wéhlen 23 € K(x,7r3) N (A\ {z})

= 1 # T3,29 # X3

Verfahren fortsetzen: Erhalten Folge {z,} mit x,, € A, x,, # zp(n £ m),
d(zn,2) <t =z ——

n—oo

2. Sei Bedingung erfiillt. Da x,, # z,, = x, # x V n (mit eventueller Ausnahme
eines n’ € N).

Da d(zp,z) = 0= Vr>03z, € K(z,r)N(A\ {z})

=VNA\{z}) #0VV € U(x)

(2eGCV,K(z,7) CGCV)=xec A

(a) analog O

Definition (1.5-16). Sei A C X. Die Menge A4 := AN (X \ A) heifit Rand der
Menge A (natiirlich auch von (X \ A)).

Aufgabe (1.5-17). Sei A C X beliebig. Zeigen Sie, dass gilt
(a) A= AUA =int AU 9A
(b) X =int AU JA U int(X \ A)
(c) Gilt (K (zo,7)) = S(zo,7) :=={z € X : d(x,x0) =7}7
Definition (1.5-18). Man sagt, die Menge A liegt dicht in der Menge B, wenn
gilt: B C A.
Beispiel (1.5-19). (X,d)=R,B=R\Q,A=Q=A=R=BCA

Bemerkung (1.5-20) (Ergénzung zu (1.4-6)). Sei (X,d) vollsténdig,
) # Xo C X. Dann gilt

(a) (Xo,d) vollstandig < Xy in X abgeschlossen.

(b) Der Raum (X, d) ist bis auf Isometrie die Vervollstindigung von (X, d)
Bemerkung (1.5-21). A=QCR=0Q =R = intdA #0
Aufgabe (1.5-22). A, B C X. Man zeige:

(a) Adichtin B< Ve>0Vbe B3a. € A: dla,b) <e (Fir B=X
vergleiche (1.4-3))

(b) Sei B C A und r > 0 fixiert. Dann gilt: B C |J K(a,7).
acA

(c) Sei G C X offen und A = G N B. Dann gilt: Aus G C B folgt: G C A.
Aufgabe (1.5-23). Zeigen Sie, dass aus A C B C X folgt

(a) ACB

(b) int A Cint B

(c) A CHB

(d) Gilt auch A C 9B?
Definition (1.5-24). Die Menge A C X heifit nirgends dicht in X, wenn gilt:

int A=0
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Beispiel (1.5-25).
(a) Im R? ist jede Gerade eine nirgends dichte Menge.

(b) In R ist jede einpunktige Menge nirgends dicht.

Folgerung (1.5-26).
(a) A nirgends dicht in X < A nirgends dicht in X
(b) Sei ) # B C A. Wenn A nirgends dicht in X, dann auch B
(c) 0 ist nirgends dicht in X

Satz (1.5-27). Sei A C X. Dann sind folgende Bedingungen dquivalent:

(a) A ist nirgends dicht in X.
(b) X \ A liegt dicht in X (d.h. X = X \ A).

(c¢) In jeder offenen Kugel von X befindet sich eine offene Kugel, die keine Punkte
von A enthélt.

Beweis. Wir benutzen aus Anhang T 5):intA=X\ (X\A)VACX

=intA=X\(X\A) = (a)e(b)
(c)=(a): Annahme: 3 zg €int A, d.h. 37 >0: K(zg,7) C

a
Y 3 K(e,r) C K(zor) = K(z,r) NA=0= ¢ A 2 € A= (a)

(a)=-(c): Annahme: (c) sei nicht erfiillt, d. h.
3 K := K(zo,7), sodass V K(z,r,) C K gilt: -
Kx,r;))NA#£0 =2 AVaee K=K CA=xycintA# 04 O

1.5.1 Stetigkeit
Seien (X, d), (Y, p) metrische Rdume und f : X — Y eine Funktion.
Definition (1.5.1-1). Sei 2y € X fixiert. Die Funktion f : (X,d) — (Y, p) heift

stetig im Punkt zp € X, wenn aus z, € X (n =1,2...) und z, ﬁ» xo stets
folgt: f(xn) —— f(0)
Satz (1.5.1-2). Folgende Bedinungen sind &quivalent:
(1) f:(X,d) — (Y,p) ist stetig in g € X
(2) VVi= K(f(20),2) 3 U = K(20,8) : (U) CV
() VV eU(f(x0)) U €B(xo) : fF(U)SV
Beweis. Aufgabe. O

Definition (1.5.1-3). f: (X,d) — (Y, p) heift stetig (in oder auf X), wenn f
in jedem Punkt von X stetig ist.

Satz (1.5.1-4). Sei &x 4) das System der offenen Menge von (X, d). Analog &y, ,).
Dann gilt:

f(X,d) — (Y, p) ist stetig < f1(G) € B x.a) VG € By,
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Beweis. (1) Sei Bedingung erfiillt. Benutzen (3) aus Satz (1.5.1-2):

Sei x € X beliebig und y = f(x), sowie V € U(y), d.h. 3Ge€e By :yc GCV

=z € f71G) C f7Y(V). Setzen U := f~1G) € 6x = U € V(z)

= f(U)=f(f4Q)) =Gn f(X) C G CV = Behauptung f stetig auf X.

(2) Sei f stetig auf X und G € By. Zeigen: z € f~!(G) ist innerer Punkt von

f7YUG)=y:=f(x) €G.DaGoffenin Y = G € V(y)

@ o S 542 5 e (a) : f(U) C G

Aus Erklarung der Umgebung und offene Menge (1.5-4)

= 3K =K(z,r)CU= f(K)C f(U)CG

=z €K C f I (f(K)) C f~YG) = f1(Q) ist offen in X = Bedingung erfiillt.
O

Aufgabe (1.5.1-5).

(a) Zeigen Sie die Aquivalenz der Bedingungen:
(1) f:(X,d) = (Y, p) stetig
(2) f~Y(F) ist abgeschlossen in X fiir alle abgeschlossenen Mengen F C Y
(3) f(A)Cf(4) VACKX

(b) Sei X # 0 und dy, da zwei Metriken auf X und & := &(x,q,) (k = 1,2).
Zeigen Sie: Die Identitét id, : (X,d1) — (X,d2) mit idx(z) = « ist genau
dann stetig, wenn &, C &,

(c) Sei (X1,dD) (i=1,...,k),(X,d) wie in (1.3-8).

Die Funktion p; : (X,d) — (X;,dY)) mit p;({£}7;) = &; heifit j-te Projek-
tion (j =1,...,k). Man zeige: p; ist stetig.

1.6 Separable metrische Riume

Definition (1.6-1). Der metrische Raum (X, d) heift separabel, wenn eine héch-
stens abzdhlbare Menge D = {y; }ier C X (I endlich oder T = N) existiert, die in
X dicht liegt, d.h. D = X.

Bemerkung (1.6-2). Sei D = X. Dann gilt: X endlich < D endlich. (also inter-
essiert bei der Separabilitdt im Wesentlichen der Fall: D abzdhlbar (unendlich))

Beispiel (1.6-3).
(a) (X,d) =R, Q dicht in R und abzihlbar.

(b) (X,d) = Crl[0,1] (reellwertige Funktionen); D sei die Menge aller Polynome
mit rationalen Koeffizienten. D ist abzéhlbar und D = X (Nachweis!)

Satz (1.6-4). Jeder Teilraum (Xo,d) eines separablen Raumes (X, d) ist auch se-
parabel.
Beweis. Sei D = {y;};en mit D = X und d(z, Xg) = Helg( d(x, 1) der Abstand
o 0
von x € X zur Menge Xy C X. Aus der Definition des Infimums folgt:
1
Viji=12,... 3 Tj; € Xo : d(yi,mﬂ) < d(yi,Xo) + ; Setzen Dy = {xji}?i‘:l
= Dy ist abzdhlbar.
Zeigen: Dy = Xj. Sei 29 € Xg,e > 0 beliebig = 37 : d(xo,y;) < % Weiter sei j € N

1 5 15 1 e € €
mit 3 < g = d(xo,xﬁ) < d(xo,yi)-l-d(a:ji,yi) < §+d(yi,1‘o)+5 < g +§+§ =€
= Behauptung. O
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Bemerkung (1.6-5). Seien (X, d) und (Y, p) isometrisch. Dann gilt:

(X,d) separabel < (Y, p) separabel

, k
Satz (1.6-6). Seien (X;,d¥) (i =1,..., k) metrische Riume und X = [] X; mit
i=1

der Metrik d(x,y) = ‘_Irllaxkd(i) (&,m) (x={&}, y={m} € X). Dann gilt:

=1,...,

(X, d) separabel < (X,-,d(i)) separabel Vi=1,...,k

Beweis. 1. Sei (X, d) separabel und fiir jedes i € {1,...,k} wihlen wir ein festes
Element 52(0) € X, und setzen dann fiir fixiertes j € {1,...,k}:

20 = {{52- k€ X:& € X, beliebig, & = €0 Vi # j}.

Fiir z,y € XJ(O) folgt d(x,y) = d9)(&;,m;). Mit f; : X — X; gegeben durch f(z) =
¢; sind die Rdume (X}O),d) und (X;,d")) isometrisch = (X;,d)) separabel, da
(X§0)7d) als Teilraum von (X, d) separabel ist.

2. Seien die (X;,d")) separabel und D; = X; in (X;,d"%)), wobei D; abzéhlbar sei

k —
= D := [] Dj ist abzéhlbar und D = X in (X, d). O
i=1
Folgerung (1.6-7). R*, €, C*, C¢a, b] sind separabel (C¢ = Cr + iCr)
Folgerung (1.6-8). Sei (X, d) separabel und D = {y;}$2; dicht in X, sowie r > 0
beliebig fixiert. Dann gilt: X = |J K(y;,r).

i=1
Satz (1.6-9). Sei (X,d) separabel und ) # A C X. Wenn ein 7 > 0 existiert mit
d(z,y) >r Vax,y€ A, ©#vy,soist A hochstens abzihlbar.

Beweis. Sei D= {y;}°, mit D=X = AC X = U K (yi, g)
i=1

Annahme: A ist tiberabzihlbar

= HKj:K(yj,g), dz,ycA:z#y,z,yc K;

2
=r <d(z,y) <d(x,y;) +d(y, y;) < 3T O

Beispiel (1.6-10). Der Raum ., = m ist nicht separabel.

Beweis. Sei A = {{&}2, €l : & =0o0der 1} = fiir 2,y € A und = # y ist
d(z,y) = 1 = A ist abzdhlbar, wenn [, separabel wire. Andererseits kann man

folgende Funktion definieren: f : A — [0, 1] gegeben durch f({&}) = Z %
i=1

Offenbar ist f surjektiv = A ist iiberabzihlbar B O

Bemerkung (1.6-11). Es existieren nichtseparable Réume (nicht endlich) mit
nicht endlichen separablen Teilrdumen.
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Beispiel (1.6-12). Der Raum ¢ C I ist separabel.

Beweis. Betrachten den Fall reellwertiger Nullfolgen: Sei D die Menge aller finiten

Folgen rationaler Zahlen = D ist abzdhlbar. Zeigen: D = [ .
Sei z = {&} € co = v5>03¢0:\5i|<§v@'>z‘0.

Fﬁri:1,...,i03r,;€Q;|gi—n|<g.Setzeny:{rl,...,mo,o,o,...}eD

= d(z,y) = max <sup |& — 7y |, SUp |§Z|> < Coem Behauptung O

i<io i>io 2

1.7 Die Verallgemeinerung der Intervallschachtelung
und Mengen 1. und 2. Kategorie

Der klassische Intervallschachtelungssatz lautet:
Satz (1.7-1). Seien a,,b, € R mit a, < b, YV n = 1,2,... Wenn die Intervalle
I, = [an, by] folgende Bedingungen

(1) In;1 CL,Vn=1,2,...

(2) by — an —— 0
n—oo

oo
erfiillen, so existiert genau ein Punkt zp € R mit 2o € () I,
n=1

Wir wollen diesen Satz auf metrische Rdume {ibertragen.

Definition (1.7-2). Sei (X, d) ein metrischer Raum und M C X eine Menge. Der

Ausdruck
sup d(z,y) M #0

d(M) = { z,yeM
0 M=0
heifit Durchmesser von M.
Bemerkung (1.7-3). Es gilt: d(M) < co < M ist beschrénkt.
Folgerung (1.7-4). Seien M, C X (n = 1,2,...) beschrinkte Mengen. Aus
d(M,) — 0 und Fo]l M,, # 0 folgt:

(a) M, #0Vn=1,2,...

(b) 3! 2o € X mit ﬁl M, = {0}

(c) Fiir jede Folge {x,}52; mit x, € M, Vn=1,2,... gilt: =, — = %0
Beweis. (a) ist trivial

zu (b): Seien xg,yo € (| My = xo,y0 € M, Vn=1,2,...
= 0 < d(x0,y0) < d(Mp) —— 0= 70 =1yo

zu (c): Seix, € M, (n=1,2,...). Dazge M, Vn=12,...
= d(xp,x0) < d(M,) —— 0=z, —— xg O
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Hauptsatz (1.7-5). Sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann sind &dquivalent:
(a) (X,d) ist vollstéandig

(b) Fiir jede Folge {K,,}52, abgeschlossener Kugeln K,, = K (z, ) mit K, 41 C
K, Yvn=12,... und r, — 0 gilt:

Ko #0

EDL:

n=1

(c) Fiir jede Folge {M,,}5° ; nichtleerer, abgeschlossener und beschrankter Men-
gen M,, C X mit M,,.1 C M, YVn=12,...und d(M,) — 0 gilt:

Beweis. Trivialerweise gilt: (¢) = (b)

(a)=(c) Sei (X,d) vollstindig und @ # M, abgeschlossene beschrinkte Menge
Vn=12...mit M,41 CM, Vn,dM, —

Nach dem Auswahlaxiom gilt: 3z, € M, (n=1,2,...).

Zeigen: {z,}>2, ist eine Fundamentalfolge. Sei m > n = M, C M,

= Xy € My Ve > n = d(xy,, ,) < d(M,) — 0 = {z,} ist Fundamentalfolge.
Da (X, d) vollsténdig ist, folgt Jzo € X : &, — x. Zeigen: xzo € M, Vn=1,2,...
Fiir fixiertes n € N und p > 1 folgt x4, € M,,. Da 2,4, [H—OO> xo und M, abge-

schlossen ist, folgt zo € M, Vn=1,2,...= (| M, #0
-1

n=
(b)=-(a) Sei also (b) erfiillt und {z,}52; eine Fundamentalfolge in (X,d). Wir
wihlen eine Zahlenfolge {ry} mit r; > ro > ... > rp > g1 > ... > 0 und
2rp <rp_1 Vk>2(z.B.rp = 2k1,1 (k>1)=rg k—) 0.

Da {z,} eine Fundamentalfolge ist gilt: I ny : d(zp,,zn,) < 1 V n > ng und
Fng >nq :d(zy, Tp,) < re ¥V n > ng Insbesondere ist d(zy,,, Tn,) < 71

Weiter existiert ein ng > ng : d(Zp, Tn,) < 13V n > ns.

Insbesondere ist d(Zng, Tn,) < To.

Setzt man das Verfahren fort, so erhdlt man:

3 {ng} mit ngp1 > ng, d(wp, 2n,) <1V > ngund d(@n,,,, Tn,) <7V E>1 (%)
Setzen Ky := K (xn,,7k—1) (k > 2) Zeigen: K1 C K, Vk=1,2,...

Sei v € K11, d.h. d(z,2y,,,) < 7% Betrachten

d(z,2n,) < d(@, @n, ) + d(@py s, Tny) S TR+ 72 < Ty = ¢ € Ky

Damit erfiillt die Folge {K}}2°, die Voraussetzung von (b) = () Kj # 0
k=1

Aus Folgerung (-4) folgt 3 xo € X : zp, o o d.h. die Fund_amentalfolge {z,}

hat eine konvergente Teilfolge {x,, } = x, — o (siehe (1.3-3) (b)
= Behauptung. O

Satz (1.7-6). Sei (X, d) ein vollstéindiger metrischer Raum und K,, := K, (2, y)
abgeschlossene Kugeln in X (n =1,2,...) mit folgenden Eigenschaften

(1) K41 €K, (n=1,2,...)

2) 1 —R 0
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o ___
Dann existiert genau ein Punkt z¢g € X mit g € (| K,. Dabei gilt:
1

n=

X
T > Zo
n—oo

Beweis. (Existenz) Zeigen: {z,}52  ist eine Fundamentalfolge.

(2 0

n—oo

Seim>n= K, CK,= 2, €K, = d@m,2,) <Th
= {z,} ist Fundamentalfolge.

Da (X, d) vollstandig ist Fxg € X : zy, % xo. Zeigen: xg € K; V1=1,2,...
Sei | € N fixiert = x4, Efle:O,l,;,..cx.J

Da 2, o und K; abgeschlossen ist, folgt xq € K; = x¢ € EIE
(Eindeutigkeit) Sei zg,yo € (K; = d(zo, ;) < r,d(yo,x;) < VIEN

= d(w0,y0) < d(wo, 1) + d(yo, 1) < 27 0= d(zo,90) = 0= 0 = Yo O

Satz (1.7-7). Sei (X, d) ein vollstdndiger metrischer Raum und ) # M,, C X
(n=1,2,...) beschrinkte abgeschlossene Menge mit folgenden Eigenschaften:

(1) Mpsy CM, Yn=12,...

(2) d(M,) —— 0

n—oo

o0
Dann existiert genau ein Punkt o € X mit 9 € [\ M,. Weiterhin konvergiert
n=1

jede Folge {z,} mit 2, € M,, (n=1,2,...) gegen x.

Beweis. (Existenz) Nach dem Auswahlaxiom existiert ein z,, € M,, (n =1,2,...).
Zeigen: {x, }n>1 ist eine Fundamentalfolge.
Seim >n= My, C M, = x, € M, = dan,z,) <dM,) —— 0= {z,} ist

eine Fundamentalfolge. Da (X, d) vollstindig ist existiert ein zg € X : z, X, .
Zeigen: xo € M, Vn=1,2....
Sei n € N beliebig fixiert= xp4p € M, Vp=1,2,...

Da 4, — xo und M,, abgeschlossen ist, folgt zo € M,, = z9 € (| M,

p—0Q0 n=1
(Eindeutigkeit) Sei zg,y0 € M, V n
= 0 < d(xo,y0) < d(xo, ) + d(yo, zn) < 2d(M,) —— 0= 29 = yo. O

n— oo

Satz (1.7-8). Wenn in einem metrischen Raum (X, d) fiir jede Folge beschrink-
ter, abgeschlossener nichtleerer Mengen, die die Bedingungen (1) und (2) von Satz
(1.7-7) erfiillt, die Aussage von Satz (1.7-7) gilt, so ist (X, d) vollstandig.

Beweis. Sei {z,}n>1 eine Fundamentalfolge in X
= In;:d(@n,xn,) <1 Vn>n.

Setzen My = Ky := K(xp,,1) = xp, € My und d(M;) <2-1
Weiter 3 ng > ny : d(z, Tn,) < 3 Vn>ng = x,, € M.

— = 1 — 1
Setzen Ko = K (mn2, 2) und My = My N Ky = 2, € My und (M) < 2- 3
1
Weiter 3 ng > ng : d(an, ;) < 3 V'n>ng =z, € M.

. 1 .
Setzen K3 = K (:vn3, > und M3 = My N K3 = x,, € M3 und d(M3) < 2-

3

Wl =
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Verfahren fortgesetzt, liefert: abgeschlossene Mengen () # M;, C X und eine Teilfolge

2
{.’lﬁnk} von {xn} mit Ty, € Mk,Mk+1 C M}, und d(Mk) < % Vk=1,2,...

oo
Nach Voraussetzung 3 zg € () My, wobei gilt: z,, o %o
— — 00

k=1
= x, — xo (siehe (1.3-5)(b)) = Behauptung O

Satz (1.7-9). Wenn in einem metrischen Raum (X, d) fiir jede Folge abgeschlos-
sener Kugeln, die die Bedingungen (1) und (2) aus Satz (1.7-3) erfiillt, die Aussage
von Satz (1.7-6) gilt, so ist (X, d) vollstandig.

Beweis. Sei {z,} eine Fundamentalfolge in X
0

1
= In; :d(@n,xn,) < 3 Vn>n.
_ 1\°
Setzen K1 := K (mnl, <2> ) =z, € K1 Vn>n.
N
Weiter 3 ng > nq @ d(zg,, 22) < (2> Y n > ns.

1
— 1
Setzen Ko = K | zy,, <2> ) =z, € Ko Vn>no.
Verfahren fortgesetzt liefert: n; < no < ... <mnp < ...

k—1
— 1
mit K}, ::K(xnk,(2> > vV k>1, wobei x,, € K Vn > nyg,

1

insbesondere gilt d(z,,, , Tn,,,) < (2> k—1(%)
Setzen nun My, = K ( =, ,2 - ( > k— 1) V k > 1 und zeigen:

M}c+1CMka21.

N | =

k—1
1
Sei x € Myy1, d.h. d(z, 2y, ,,) < (2>

(%) 1 k—1 1 k—1 1 k—2
Betrachten d(z, xy, ) < d(x, 2p, ) +d(Tn,, Tn, ) < () —|—(> = ()

2 2 2
= x € My
1
Mithin ist die Bedingung 1) und wegen Radius von M}, gleich o1 auch Bedingung

2) von Satz (1.7-3) erfiillt. Nach Voraussetzung gibt es ein zg € (| My

k=1
= Ty, s z9 € X = 1, —— 9 = Behauptung. O
Bemerkung (1.7-10).

(a) Satz (1.7-6) gilt nicht, wenn abgeschlossene Kugeln durch offene ersetzt werden

(b) Die Bedingung (2) r,, — 0 sichert nicht nur Eindeutigkeit, sondern auch Exi-
stenz von xg

Beispiel (1.7-11).
2 1 . 1
(a) (X,d)=R, K, = <0, n) =K (n,rn> (offen), wobei r,, = = 0 aber

(ﬁ K, =0
n=1
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0 Tn=m
(b) X =N, d(n,m):{ 14 1

n—+m

(X, d) ist vollstandig.
Sei {nx}72, eine Fundamentalfolge in X: Ve >0 3 ko : d(ng, ) <e Y k1> ko.
Wihlen e = 1: J ko : d(ng,n) <1 Vk,I>ko= dafirn#mdnm)>1
= d(ng,m) =0=np=mn; Vk,I>ky= {ng}ist ab kg + 1 stationér
= Folge konvergiert n; Pl Yk, > ko = (X,d) ist vollstandig.
—00

2n

1 __
<l4+—=K, =1{n, 1,...
e +2n {n,n+ }

- N 1 ©
:>Kn+1§Knmitrn:1+2——H0und N K,=0
n

n=1

— = 1
Betrachten die abgeschlossenen Kugeln K, = K <n, 1+ )

Sei m > n: d(m,n) =1+

Definition (1.7-12). Sei (X, d) metrischer Raum und A C X beliebige Teilmenge.
A heifft Menge 1. Kategorie in (X,d), wenn abzihlbar viele in (X, d) nirgends
dichte Mengen A, C X existieren mit

A= G Ay
k=1

Jede andere Menge, die nicht von 1. Kategorie ist, heift Menge 2. Kategorie.
Bemerkung (1.7-13). Jede in (X, d) nirgends dichte Menge A ist von 1. Kategorie,
insbesondere A =0 (A1 = A, A, =0V k > 2).
Folgerung (1.7-14).
1° Die Vereinigung abzdhlbar vieler Mengen 1. Kategorie ist von 1. Kategorie
2° Wenn A von 1. Kategorie und B C A = B von 1. Kategorie
3° Wenn A von 2. Kategorie und A C B = B von 2. Kategorie

4° Mengen 2. Kategorie sind nicht leer.

Beispiel (1.7-15). (X,d) = R, A = Q ist von 1. Kategorie,aber Q =R (Q = U {r})
reQ

Satz (1.7-16). In einem vollstdndigen metrischen Raum ist jede nichtleere offene
Menge von 2. Kategorie.

Beweis. Sei (X,d) vollstindig und 0 # G C X offen. Nehmen an, G ist von
1. Kategorie, d.h. es existieren nirgends dichte Mengen Ay (k = 1,2,...) mit
oo
G = |J Ag. Sei z € G beliebig = 3 K(x,r) : K(z,r) CG.
k=1
Da A; nirgends dicht ist (Satz (1.5-27)) 3 K(z1,r1) : K(x1,71) € K(x,7) und
K(l‘l,Tl)ﬂAlz(Z) L L L
Wiahlen 0 < ey <r; : K7 = Kl(xl,al) - K($1,T1) = K; ﬂAl =0
Da As nirgends dicht 3 K(z2,72) C K(x1,e1) mit K(za,72) N Ay = 0.
Wihlen 0 < g9 < %1 so, dass Ko = Ky(wa,62) C K(19,72) = Ko N Ay = ().
Setzen Verfahren fort und erhalten so abgeschlossene Kugeln K, = E(xn, €p) mit
0<ep,< En—l und K, NA, =0 (Vn=1,2,...) sowie K,11 C K,

Satz (1.7-6)
-

Dae, — 0 Jy € N K, CG (da K(z,7) CG)

n=1

=y ¢ A, Yn=12,...4 (G=UA,) = Behauptung O
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Folgerung (1.7-17).
(a) Ein vollstindiger metrischer Raum ist eine Menge von 2. Kategorie in sich.

(b) In einem vollstdndigen metrischen Raum ist das Komplement einer Menge 1.
Kategorie stets von 2. Kategorie. Eine solche Menge nennt man Residual-
menge.

1.8 Der Fixpunktsatz von Banach

Urspriinglich wurde dieser Satz fiir kontrahierende Operatoren aufgestellt.

Definition (1.8-1). Sei (X, d) ein metrischer Raum und A : X — X eine Funktion,
genannt Operator.

(a) Der Punkt z* € X heift Fixpunkt des Operators A, wenn gilt:

Az* = 2*

(b) A heift kontrahierend, wenn eine Zahl o mit 0 < a < 1 existiert, sodass
gilt:
d(Az, Ay) < ad(z,y) V z,y € X

Satz (1.8-2) (Fixpunktsatz von Banach). Sei (X,d) ein vollstindiger metri-
scher Raum, a,, € R (n =1,2,...) und A: X — X ein Operator mit

d(A"z, Ay) < apd(z,y) ¥V z,y € X.

&)
Wenn die Reihe Y a, konvergiert, so besitzt A genau einen Fixpunkt z* in X.
n=1
Beweis. (Eindeutigkeit) Seien z*,y* € X Fixpunkte von A
= a0 =Az* = A%2* = ... = A"z* Vn>1und y* = A"y".
Da > a, < oo I ng:an, <1=d(z*,y*) =dA™a*, A"y*) < an,d(x*, y*)
=d(z*,y*) =0 = z* = y*.
(Existenz) Sei zop € X ein beliebiger “Startpunkt” und z,, = Az,,—1 Vn>1
= (per Induktion) z,, = A*z, ) = A" 'z; = A"zo und 2,1 = A"2;
= d(Tpi1, Tn) = d(A"21, A"20) < and(x1,20) = Cay,
—_———

=C
n+p—1 n+p—1 oo
= d(@pip,zn) < 30 dmjr,m;) <C 3 a; <C 3 aj (¥)
j=n j=n j=n

= d(zpip, ) —— 0 ¥V p>1= {x,} ist eine Fundamentalfolge in X

X vollstdndi X
e gﬂx*eX:mn—wv*
n—oo

= d(z*, Az*) < d(z*,x,) + d(Az*, Axp_1) < d(z*,2,) + ard(z*,zp_1) —— 0

= Az* =z* O
Folgerung (1.8-3).

(a) Der Beweis von Satz (1.8-2) ist konstruktiv, d. h. der Fixpunkt 2* kann durch
die im Beweis konstruierte Folge {x,,} angendhert werden, daher folgt aus (x)
fiir p — oo die Fehlerabschétzung

d(a,20) S CY a; (+%)

Jj=n
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(b) Fiir a, = a™(0 < a < 1) haben wir den Fall des kontrahierenden Operators.
Dabei geht (xx) tiber in

a’ﬂ
d
o (z1,20)

d(z*,x,) < d(x1,x0) Zaj =7
j=n

Beispiel (1.8-4). Lisbarkeitsbedingung fiir das Anfangswertsproblem
a'(t) = f(t,2(t)),#(0) = 20 (ER) (AWP)
Sei f:]0,a] x R — R stetig und erfiille die Bediungungen
(1) IM>0:|f(t,x)|] <M Vitx
(2) FL>0:[f(t,z2) — f(t,21)| < Llza — 21| Vit 22,31
Wir iiberfithren das AWP in eine dquivalente Integralgleichung:

z(t) = (Az)(t) (t € ]0,qa]), wobei

(Ax)(t) = g —|—/0 f(r,z(7))dr

ist. Offenbar ist A ein Operator von C[0, a] in sich und C[0, a] ist vollstédndig. Suchen
die Zahlen a,,!
¢

|(Aza) ()= (A1) ()] = | [ (f (7, 22) = f(7,21))dT

0

t
S Lf|$2(’7’)—$1(7’)‘d7' S Ltd((EQ,.’[l)
0

t2

t t
= |A%zy — A%x1| < L [|Axy — Azsldr < L [ L+ d(z1,22)dr = L? 5 d(x1,x2)
0 0
Lo)" La)™
= |An132 — AnI1| < ( n') d(xl,:cz) < ( 73) d(Il,Z‘Q)

La)”
n!

L n
= d(A"zq, A"x1) < ( al) d(z1,29) = a, = (
n!
L n
Nun gilt: Z ( a') <oo= Fz* € C[0,a] mit Az* =z*, d.h.
n!

x*(t) = xo + Jf(T, z*())dr Vtel0,a)

*

& (t) = f(t,z™(t)) Ytel0,d]

Aufgabe (1.8-5). Berechnen Sie die Losung der Gleichung 2* = 4z (x € R) (dort
wo es notwendig ist) iterativ mit der Anzeigegenauigkeit Thres Taschenrechners.

= 2*(0) = xo und z* ist differenzierbar =

1.9 Kompaktheit in metrischen Riaumen

Vorspann

Vor mehr als hundert Jahren bewies der tschechische Mathematiker Bernhard Bolza-
no (1781-1848) in seinem Buch “Paradoxien des Unendlichen”, dass jede beschrinkte
unendliche Teilmenge des R' mindestens einen Haufungspunkt besitzt.

In welcher Form l&sst sich dieser Sachverhalt auf Teilmengen eines beliebigen me-
trischen Raumes iibertragen? Ist die Beschranktheit das Wesentliche? Oder?

Beispiel (1.9-1). Sei (X,d) =l und A = {e,, }52, wobei e, = {0, }32 ;. Offenbar
ist A beschrinkt, da

d(en,0) = {Z |5jn|2} =1 Vn=12,...
j=1
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Auferdem gilt fiir n # m:

2

d(en,em) = {]il |0jn — ‘Sjm|2} =2 (*)

Annahme: A besitzt einen Haufungspunkt in /s = es exisitert in A eine konvergen-
te Teilfolge, die damit eine Fundamentalfolge sein muss. Dies ist wegen (x) nicht
moglich.

Sei (X, d) stets ein metrischer Raum.
Definition (1.9-2).

(a) Sei € > 0 beliebig. Die Menge N. C X heifst e-Netz fiir die Menge A C X,
wenn gilt:
Vae Adx e N, :d(a,z) <¢

(Achtung: Hier kann sich mit € auch die Menge N, dndern, im Gegensatz zur
Definition (1.4-3), wo M nicht von e abhingt!)

(b) Die Menge A C X heifit prakompakt (oder total beschréankt) in (X, d),
wenn zu jedem £ > 0 ein endliches e-Netz fiir A existiert.

Bemerkung (1.9-3).
(a) Jede endliche Menge ist prikompakt.

(b) A C X ist prakompakt <& Ve >0 3 prikompaktes e-Netz fiir A

Folgerung (1.9-4).

(a) N.ist e-Netzfir A= AC | K(z,e)
xEN.

(b) A C X ist genau dann prikompakt, wenn zu jedem e > 0 endlich viele Ele-
mente ag, ...,a,, € A existieren, sodass gilt:
A - U K(ai, E)
i=1

(c¢) Jede prakompakte Menge ist beschrankt.

Aufgabe (1.9-5). Zeigen Sie, dass fir A C X gilt:

A ist prikompakt < A ist prikompakt.

Folgerung (1.9-6). Jeder prikompakte Raum (X, d) ist separabel (siehe 1.6)
Beweis. Sei X prikompakt = ¥V n =1,2,... 3 ein endliches %—Netz N. fir X.
Setzen D = |J N1 = D abzihlbar und D = X.

n=1

1
(Seie > 0 und = € X beliebig = IneN:— <e Ni ist ein %—Netz fir X, d.h.
n n

1
Jy € N1 :d(z,y) < — <e. Nun ist aber y € D = Behauptung) O
m n
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Definition (1.9-7).

(a) Sei {G;},c; ein System offener Mengen G; C X. Das System {G;},.; heifit

offene Uberdeckung fiir die Menge A C X, wenn gilt: A C U G;
iel

(b) Die Menge A C X heiflt kompakt (in (X,d)), wenn in jeder offenen iiber-
deckung {G;},.; von A eine endliche Uberdeckung {G;,},_, fiir A existiert.

k=1

iel

(c) Die Menge A C X heifit relativ kompakt (in (X,d)), wenn A kompakt ist.

Folgerung (1.9-8). Jede relativ kompakte bzw. kompakte Menge A C X ist préa-
kompakt und damit beschrinkt.

Beweis. Sei ¢ > 0 beliebig = A C A C |J K(a,e) = {K(a,e)} o7 ist eine
acA
offene Uberdeckung fiir A. Da A kompakt ist, folgt, dass eine endliche Uberdeckung

{K(a;,e)}, fiir A existiert, d.h. A C A C |J K(ai,e) = A (A) ist prikompakt
i=1

= A (A) ist beschrinkt. O

Satz (1.9-9). Sei () C)K C X. K ist kompakt in (X,d) genau dann, wenn der
Teilraum (K, d) ein kompakter metrischer Raum ist (d. h. Kompaktheit hingt nicht
vom Oberraum ab!)

Beweis. 1) Sei K kompakt in (X,d) und U; C K offene Mengen in (X,d) (i € I)
mit K = U U;.
i€l
Aus (1.5-10) folgt: es existieren in (X, d) offene Mengen G; C X, sodass gilt U; =
i€l i€l
= {G;} ist in (X,d) eine offene Uberdeckung fiir K. Da K kompakt ist, folgt
I{G, . mt KC U G, = K= U, = (K,d) ist kompakt.
k=1 k=1

2) Umkehrung riickwirts analog. O

Satz (1.9-10). Jede kompakte Menge K C X ist in X abgeschlossen.

Beweis. Zeigen: X \ K ist offen in (X, d) (vergleiche Anhang T).
1
Sei z € X\ K beliebig fixiert. Vy € K setzen wir r, = gd(m,y) und V,, := K(z,1y),
sowie Wy, = K(y,ry) =V, NW, =0 Yye K (x)und K C |J Wy = {W,}yex
yeK
ist eine offene Uberdeckung fiir K. Da K kompakt ist, existieren Wy, (i = 1,...,n),
sodass gilt: K C | W,, =: W.
i=1

=
n

Offenbar ist W offen. Setzen V := (1 V,, (da endlich viele) = V offen. Aus (%)
i=1

folgt VNW =0=KNV=0undz eV =2V CX\K.DaV offen ist, folgt

IK(z,r")CV=K(z,”) CX\K=zecint(X\K)= X\ K ist offen
= K ist abgeschlossen. O

Satz (1.9-11). Sei (X,d) ein kompakter metrischer Raum und F' C X beliebige
Teilmenge. Dann gilt: F' ist kompakt < F ist in X abgeschlossen.
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Beweis. Seien G; (i € I) offene Mengen in X mit F C |J G;. Da F abgeschlossen

i€l
ist folgt, dass X \ F offen in X ist. Somit folgt X = |J G; U (X \ F). Da X kompakt
iel
ist existieren G;, (k=1,...,n): X = |J G;, U(X\F)=FC | G,
k=1 k=1
= F ist kompakt. O

Folgerung (1.9-12). Sei (X, d) beliebiger metrischer Raum, F' C X abgeschlossen
in X, K C X kompakt. Dann ist F N K kompakt.

Eine duale Formulierung der Kompaktheit

Definition (1.9-13). Sei ) # S C P(X). Das Mengensystem S heift zentriert,
wenn jeder Durchschnitt endlich vieler Mengen aus S nicht leer ist.

Satz (1.9-14). (X, d) beliebiger metrischer Raum. Dann sind &quivalent:
(a) (X,d) ist ein kompakter metrischer Raum
(b) Jedes System {F;};c; abgeschlossener Mengen F; C X mit () F; = () besitzt
iel

ein endliches Teilsystem {F}, }7_, mit () F, =0
k=1

(c) Jedes zentrierte System abgeschlossener Mengen von X besitzt einen nicht-
leeren Durchschnitt.

Beweis. Seien A; C X (i € I). Dann gilt offenbar: X = |J 4; & N(X\4;) =10
icl iel
(a) & (b), (b) & (c) H

Folgerung (1.9-15).

(a) Sei {K,}i=r ein zentriertes System kompakter Mengen K; C X. Dann ist
N K; #0.

iel
(b) (Satz von Cantor): Sei {K,}>2, eine fallende Folge kompakter nichtleerer
Mengen K,, C X. Dann ist (| K, # 0.
1

Beweis. (a) Sei {K;}iecr zentriert und K € {K;}iecs. Da die K, insbesondere abge-
schlossen sind, folgt G; := X \ K; (i € I) sind offene Mengen.
Annahme: K;=0= Vee K3i,el:2 ¢ K;,, =z €qG,,

i€l
= K C |J G, (offene Uberdeckung). Da K kompakt ist, existieren
rzeK

1 k=1
n
= KN N K, =04 (zuzentriert) = (| K; # 0
k=1

= i€l
(b) K1 D K9 C ... Seien Kil, .. ~7Ki, € {Kn} 0.B.d. A. sei iy = kr_nax i)

=1,...;

l o
= N K;, 2 K;, # 0 = {K,,}5°, ist zentriertes System = (| K,, # 0 O
k=1

n=1
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Definition (1.9-16).

(a) Die Menge A C X heifit folgen-kompakt (in (X,d)), wenn jede unendli-
che Folge {z,}52, mit x, € A (n = 1,2,...) eine konvergente Teilfolge mit
Grenzwert in A besitzt.

(b) Die Menge A C X heifit relativ folgen-kompakt, wenn A folgen-kompakt
ist.

Bemerkung (1.9-17). Es gilt A C X ist folgen-kompakt < jede unendliche Teil-
menge von A besitzt einen Hiaufungspunkt, der in A liegt. (siche Vorspann)

Satz (1.9-18). Jede kompakte Menge K C X ist folgen-kompakt.

Beweis. Nehmen an, dass K nicht folgen-kompakt ist. Daraus folgt es gibt eine
Folge {z,}5% 1, z, € K (n = 1,2,...), die keine konvergente Teilfolge besitzt.
Setzen K, = {zx : k > n} (n = 1,2,...). Wire K,, endlich, so beséfe {z,} eine
stationdre Teilfolge, die natiirlich konvergierts .

Nun sind alle K, abgeschlossen (sonst wiirde eine konvergente Teilfolge existieren)

und K, O K,4+1 V n > 1 Nach Satz von Cantor (1.9-15) (b) ist () # 0. Sei also
n=1
reNK,=z€Ky,dh In:2=2,y=u2, ¢ K,y14 = Behauptung. O

Folgerung (1.9-19). Ein folgen-kompakter bzw. kompakter metrischer Raum (X, d)
ist vollstandig.

Beweis. Sei {z,} eine Fundamentalfolge in X. Da X folgen-kompakt ist, existiert
eine konvergente Teilfolge {x,, } C {z,}, woraus folgt, dass {z,} konvergiert. Dar-
aus folgt die Behauptung. O

Folgerung (1.9-20). Jede relativ kompakte Menge ist auch relativ folgen-kompakt.

Satz (1.9-21). Jede relativ folgen-kompakte Menge A C X ist prikompakt.

Beweis. Annahme: A ist nicht prikompakt = 3 &g > 0, sodass sich A nicht durch
endlich viele Kugeln mit dem Radius ¢g iberdecken l&sst. Fiir z; € A folgt dann
A ¢_ K($1,€0) = day € A: d(lL‘Q,(El) > €9.

2
Weiter gilt: A ¢ | K(xi,60) = Jas € A:d(z,23) > eo;
i=1

1=

3
Weiter gilt: A ¢ |J K(z;,e0) = ... Fortsetzung dieses Verfahrens liefert eine Folge
i=1

{352, mit z,, € A V n und d(xn,zm) > g0 (n # m) = {x,} besitzt keine
konvergente Teilfolge § = Behauptung. O
Satz (1.9-22) (Satz von Hausdorff).

(a) Jede relativ kompakte Menge A C X ist prikompakt.

(b) Wenn (X,d) vollstandig ist, so ist jede prikompakte Menge A C X auch
relativ kompakt.
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Beweis. (a) folgt aus Folgerung (1.9-20) und Satz (1.9-21)

(b) Sei (X,d) vollstindig und A C X prikompakt = A ist prikompakt.
Annahme: A ist nicht relativ kompakt < A ist nicht kompakt = es existiert eine
offene Uberdeckung {G,} fiir A, sodass jedes endliche Teilsystem von {G,} die
Menge A nicht tiberdeckt. Sei F := {M C A : M lisst sich nicht durch endlich
viele Mengen aus {G,,} iiberdecken}. Da A prikompakt ist, existieren endlich viele

1 _
offene Kugeln V") = K <ak1, 2) mit @ € A (k=1,...,m1).
Te 1Tv® o717 v® AT T C VI
Ac U =A4A=U Vy'nd) = 3K K =V, nderF
k=1 P
Kugeln in A
1

2
Weiterhin, da A prikompakt ist, existieren offene Kugeln Vk(2) =K <ak2, (2> )

mit a2 € A, (k=1,...,my) und A = U2 (V,C(Q) N A)
k=1

= 3K Ky =V{PnAecF und Kyn Ky #0
(wire K; N (VA nA) =0 vivPnAeF=Kc U VP nA) =K ¢F4)
endl. N—~——
_ ¢F _
Verfahren fortsetzen, liefert: Kugeln K, im Teilraum A mit Mittelpunkt x,, € A

1
und Radius on (n=1,2,..)und K,,_1 N K, #0 (n>2).

Seia € K,-1NK,, = dxn-1,2,) < d(Tp-1,a) + d(z,,a)
Fiir n,p € N folgt

< + 1 < 1
on—1 on 2n—2'

n+p ntp 1 1 X1 1
Aoy € 3 docre) < 3 55 = g Ly < s
=

= d(Tp, Tpip) —— 0 ¥V p>1= {z,} ist eine Fundamentalfolge in A (C X).

Da X vollstidndigist 3x € X : z, .

Da {z,} C A und A abgeschlossen = x € A.
DaACUGy= T :2€Gy.
Da G, offen ist, existiert K = K(z,r) C Gy

1 T

Da z, — = = Eln/GN:d(xn/,x)<gundﬁ<§.

1 ..
Aus (1.5-3)(3) folgt K,y = K (xn/, 2n,> C K= K,y C Gy4 (da endliche Uber-
deckung zu K, € F) = A kompakt = A relativ kompakt. O

Folgerung (1.9-23). Jede relativ folgen-kompakte bzw. folgen-kompakte Menge
A C X ist entsprechend relativ kompakt bzw. kompakt.

Beweis. Sei A C X relativ folgen-kompakt = A ist folgen-kompakt. Mit Folgerung
(1.9-19) folgt dann, dass der Teilraum A vollstéindig ist. Wegen Satz (1.9-21) ist A
im Teilraum (A, d) prikompakt, daraus folgt mit Satz (1.9-22)(b), dass A in (4, d)
relativ kompakt ist. Damit ist A relativ kompakt in (X, d) O
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Zusammenfassung

Satz (1.9-24). Fiir einen beliebigen metrischen Raum (X, d) sind folgende Bedin-
gungen dquivalent:

(a) (X,d) ist kompakt.
(b) (X,d) ist folgen-kompakt.

(¢) (X,d) ist vollstdndig und prékompakt.

Satz (1.9-25). In einem vollstéindigen metrischen Raum (X, d) sind &quivalent:
(a) A C X ist relativ folgen-kompakt.
(b) A C X ist relativ kompakt.

(¢) A C X ist prakompakt.
Bemerkung (1.9-26). Ohne die Vollstandigkeit gilt: (a) < (b) = (c).

1.9.1 Einige Anwendungen der Kompaktheit
Sei (X, d) ein metrischer Raum.

Satz (1.9.1-1). Sei f : (X,d) — (Y, p) eine Funktion, K C X. Wenn f auf K stetig
und K C X kompakt ist, so gilt:

(a) f(K) ist kompakt.
(b) f ist gleichméhig stetig auf K
Beweis. (a) Sei {G;} eine offene Uberdeckung von f(K), d.h. f(K) C |JG;

(Gioffenin Y) = K C f~I1(f(K)) C f! (U G,») =Uf Gy
Da f stetig, sind die f~!(G;) offen in X und damit {f~'(G;)} eine offene Uber-
deckung fir K = 3 f~4G;,) (k=1,...,n) mit K C |J f~4Gs,)

k=1

S fE)C f (u f-1<Gik>) =076 € (G, = Behauptung

(b) (erster Beweis)

K kompakt = K folgen-kompakt.

Annahme: f auf K nicht gleichméfig stetig = 3 ¢¢, sodass V 6 >0 3 af,25 € K
mit d(zf, zf) < 6 und p(f(xf), f(z§)) > o= VYn=12,... Fa,,2, € K mit

n’ n

1
d(z),z") < - und p(f(x),), f(z!1)) > eo. Da K folgen-kompakt ist, besitzt die Folge

{x,} eine konvergente Teilfolge {7, }, d.h. 3 2’ € K : 2], — 2'. Analog besitzt
die Teilfolge {7, } eine konvergente Teilfolge {x;{kl },d.h. 32" € K :c/ékl — "
=dad(x),z!) — 0= d(xilkl,:ﬁgkl) —0=d(2,2") =2 =2" = 2.
Da f stetig in « ist, folgt f(x;kl), f(:vxkl) — f(x)
n—oo
= p(f(:c;kl), f(x;;kl )) — 04 = Behauptung.
(zweiter Beweis)
Sei € > 0 beliebig. Da f stetig auf K ist, gilt:

Vee K36, >0: f(K(z,6,)) CK (f(w)é)
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Fiir o/, 2" € K(x,¢,) folgt
€

A (), 1) < d(F (), F(2)) +d(f "), f@) < S+ 5 =

O ..
Nungilt: K C |J K (x, 2> ist offene Uberdeckung
reK

n d...
= Jz1,...,2, € Kmit K C |J K(xj,0;), wobei §; := %
j=1
Setzen § = mind;. Sei nun 2/, 2" € K mit d(2’,2"”) < § und j' € {1,...,n} mit
j
Oz,

2
0.,
Wegen § < TJ = d(a", xy) <d(a',zp +d(2',2") < 6y, = d(y,y") <e
= Behauptung O

d(z',x}) <

k
Satz (1.9.1-2). Seien (X;,d;) (i = 1,...,k) metrische Rdume und X = [] X,
i=1
d(x,y) = maxd;(&,n;). Dann gilt:

(X,d) kompakt < (X;,d;) Vi=1,...,k kompakt.

Beweis. 1) Sei (X, d) kompakt. Da die j-te Projektion p; : (X, d) — (X}, d;) stetig
und p;(X) = Xj ist, ist (X, d;) kompakt.
2) Seien die (X}, d;) kompakt. Damit sind die (X, d;) vollstindig und prakompakt
fiir alle j = (X, d) ist vollstédndig. Zeigen: (X, d) ist prikompakt.
Vj=1,....,kVe>03 endliches e-Netz N’ fiir X;.
k .

Setzen N, = [] Na(J) C X = N, ist endlich

j=1
Zeigen: N, ist ein e-Netz fiir X.
Sei z = {&,...,&} € X beliebig.

Da N9 e-Netz fiir X; 375 € N 1 d;(¢5,75) <e (G =1,...,k)
Setzen y = {7;}F_, € N. = d(z,y) = maxd;(&;,7;) < € = Behauptung O

Satz (1.9.1-3). Sei (X,d,), (1 <p < oo wiein (1.1-4)(3). Dann gilt:
(a) A C X ist relativ kompakt < A ist beschrinkt

(b) A C X ist kompakt < A ist abgeschlossen und beschrénkt

Beweis. Zeigen (a) fiir den Fall (X,d) =R. Sei A C R beschrinkt, d.h. 3a,b € R
1

mit @ < b und A C [a,d]. Fiir € > 0 beliebig sei n € N mit — < ¢ gewéhlt. Setzen
n

n

k
N, = {xk cxp=a+ —(b—a) = N. ist ein endliches e-Netz fiir [a,b] und
n k=0
damit fiir A. Da [a,b] vollsténdiger Teilraum von R = [a, b] kompakt = A C [a, b]
relativ kompakt = Behauptung O
Folgerung (1.9.1-4). Sei (X,d) ein metrischer Raum und f : (X,d) — R stetig.
Fiir jede kompakte Menge K C X gilt:
(1) f ist auf K beschrinkt

(2) Fx1,20 € K: f(x1) = sup f(x), f(z2) = inf f(x)
zeK rzecK
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Beweis. f(K) ist in R kompakt = f(K) beschrankt, abgeschlossen
= f beschrankt und sup f(K),inf f(K) € f(K) O

Bemerkung (1.9.1-5) (zum Banachschen Fixpunktsatz). Wie in (1.8-3)
festgestellt, gilt der Fixpunktsatz fiir jeden kontrahierenden Operator A : X — X.
Was passiert, wenn die Bedingung aus (1.8-1)(b) durch folgende ersetzt wird:

d(Az, Ay) < d(z,y) Ve #ye X

Beispiel (1.9.1-6). X = [0,00), ¢ : X — X gegeben durch

7r
o(z) =z + 5 arctan .

Offenbar besitzt ¢ keinen Fixpunkt in X. Es gilt aber nach dem ersten Mittelwert-

b
satz der Differentialrechnung mit ¢'(§) = 1 f_ e <1 V¢ e X, so dass fiir

0<y<z3IEE(y): o) — oWl =1 E)lz—yl <|z—yl

Satz (1.9.1-7). Sei (X,d) ein beliebiger metrischer Raum (nicht unbedingt voll-
standig) und A : X — X mit d(Ax, Ay) < d(z,y) Vz #y € X (x). Wenn das
Bild A(X) in einer kompakten Menge K C X liegt, so besitzt A in K genau einen
Fixpunkt z*.

Beweis. Eindeutigkeit: Sei y* ein weiterer Fixpunkt. Aus (x) folgt:
d(z*,y*) = d(Az*, Ay*) < d(z*,y*) = =* = y*.
Existenz: Wir betrachten die Funktion f: X — R gegeben durch f(x) = d(x, Az).
Wegen (x) ist A stetig und damit auch f. Nach (1.9.1-4) nimmt f auf K ihr Minimum
an, d.h. 3 z* € K :d(z*, Az*) = f(a*) = nélgf(x)
Wegen A(X) C K =y:=Az* € K
= dly, Ay) = d(Ar", A(Ar")) < d(a*, Aa*) = min [(2)
x
= d(z*, Az*) = 0 = z* = Az* O

Kompaktheit in C[0, 1]

Folgerung (1.9.1-8). Sei Z = {Z, ..., Z,} eine beliebige fixierte Zerlegung des In-
tervalls [0,1],als0 0 =ty < t; < ... <tp, 1 <t, =1lundz = {&,&,...,&} € R" L
Wir ordnen z den Polygonzug zz € C[0, 1] zu, wobei

mg(t):{ gt . t:ti(izo,....,n)

linear : t€ [t;,ti1] (i =0,...,n)

Die Menge dieser Polygonziige sei P(Z) C CJ0, 1]. Dann gilt:
Eine Teilmenge A C P(Z) ist in C[0, 1] genau dann relativ kompakt, wenn A be-
schrinkt ist (insbesondere ist dann A, A prikompakt).

Beweis. Obige Zuordnung f : R"™' — P(Z) mit f(z) = zz st bijektiv mit
do(2,0) = d(z2,0) = d(f(x),0) (da max |z, ()| = max |§|)= f, f~! stetig.

A C P(2) beschrinkt = f~'(A) € R™" beschriinkt = B := f~!(A) kompakt in
R™"'. Da f stetig = f(B) kompakt in C[0,1]. Wegen A = f(f~1(A)) C f(B) ist
A relativ kompakt. O
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Satz (1.9.1-9) (Satz von Arzela-Ascoli). Die Menge A C C[0,1] ist genau
dann relativ kompakt, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

(1) Die Funktionen von A sind gleichméfig beschrénkt, d. h.
3C>0:|z(t)|<C Vte[0,1] Vze A
(2) Die Funktionen von A sind gleichmifig stetig, d.h.
Ve>036>0:|z(t) —z(t) <e Vi, €[0,1]]mit [t —t'| < VaeA
Beweis. 1) (Notwendigkeit) Sei A relativ kompakt
99 A beschrinkt, d.h. 3 C > 0: d(x,0) = max|a(t)| < C
=lz(t)| <CVtVae= (1)
Wieder nach (1.9-8) ist A prakompakt. Sei nun ¢ > 0 beliebig
= 3 endliches g—Netz Ne ={z1,..., 2} C C[0,1]
Da x; stetig auf [0, 1] ist z; auf [0, 1] gleichmakig stetig, d.h.
36, >0: |$i(t1) — xi(t2)| < % Vit,ty € [071] mit ‘t1 — t2| <4é
Setzen § = min §;. Fiir ¢,¢' € [0,1] mit |t — /| < § und = € A folgt:

o) =) < [olt) = w0 + bes) ot + () — )
< max |z (t) — zi(t)] + 5 T max |z () — z(t")]

E

= g + 2d(x, x;)

« €
Wihlen z; € N so, dass d(z,z;) < 5= lz(t) —z(t')] <e = (2)
2) (Hinlénglichkeit) Sei e > 0 beliebig und § > 0 aus Bedingung (2). Wahlen n € N
1 .
so, dass — < ¢ und ¢; :% (t=0,...,n)und Z ={tg,...,tn}.

n
Fiir z € A sei & := z(t;) und & = {&,...,&,} € R™™. Wie in (1.9.1-8) ordnen wir
Z den Polygonzug Zz zu (Zz ist ein der Kurve einbeschriebener Polygonzug)

Sei A= {iz:x € A}. Zeigen: A, ist ein e-Netz fiir A

a) Sei ,T(tl) < x(ti+1) = .’L'(ti) < fz(t) < l’(ti+1) Vite [ti,ti+1} =1

= .L“(t) — Jf'(ti-i-l) < J?(t) — i‘g(t) < Z‘(t) — x(ti) Vte [tiati+1]

Da |t — ti|, |t — ti+1| < % <d Vte [ti,tiJrl]

= —e<z(t) —x(tipr) <zt) —Tz(t) <z(t) —z(t;) <e Yte[t,t; +1]

= |z(t) —zz(t)|<e Vtel (%)

b) Ist x(t;) > x(tiy1), so liefert eine analoge Uberlegung auch fiir dieses i die
Ungleichung () = |z(t)—Zz(t)| <e Yt € [0,1],d. h. d(x,Fz) < ¢ = A, ist e-Netz
fiir A.

Aus Bedingung (1) folgt nun:

1Zz(t)] < |7z(t) —x(t)] + |z(t)] <e+C=Cy Vte[0,1] = A beschriinkt

(12;5) A, ist relativ kompaktes e-Netz

= A. ist prikompakt, d.h. V& >0 3 endliches ¢’-Netz N. : fiir A,

= Ve > 03 endliches e-Netz fiir A.

Da C[0, 1] vollstandig = A relativ kompakt. O

Beispiel (1.9.1-10).

(1) A= {sinnt}>2, C C[0, 7]
A ist beschrankt, aber fiir ¢, = % ist sinnt,, = 1 = nicht gleichgradig stetig
= nicht relativ kompakt.

(2) x € C[0,1] heiftt Holder-stetig auf [0, 1], wenn J ¢, >0, a, mit 0 < o, <1
und |z(t) — z(t')| < cp|t —t'|* V t, ¢’ € [0,1]. (z.B. existiert die Ableitung
' mit |2'(t)] < ¢y V¢ €0,1]). Jede beschrankte Menge A C C[0, 1] Holder-
stetiger Funktionen ist relativ kompakt.
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Satz (1.9.1-11). Eine Menge A C [, (1 < p < o0) ist genau dann relativ kompakt,
wenn gilt:

(1) A ist beschrankt, d.h. 3 ¢ > 0 mit

MGl <e Va={&) e A

i=1

o0

(2) Ye>03ng: > |&GP<eP Yn>ng Vzed
1=n+1

Beispiel (1.9.1-12). Hauptparallelepiped
1 .
U:{x612|fl|<3Vj}

ist relativ kompakt

1
1 1)2
Sei z € U = p(x,0) = {3 |¢]?}2 < {Z — ¢ = const = U ist beschrénkt.
J
1 x 1
Da), - <oogilt: Ve>03n: ) ,—2<52
J j=n+1.]

o0
= Z I€&|? <e® ¥n>mng V€U = Behauptung.
Jj=n+1



Kapitel 2

Banach- und Hilbertraume

2.1 Der Banachraum

Bezeichnung (2.1-1). Sei X ein linearer Raum iiber dem Kérper K (K-Vektorraum).
X heifst reeller bzw. komplexer linearer Raum, wenn K =R bzw. K = C gilt.

Definition (2.1-2). Ein linearer Raum X iiber K = R bzw. K = C heifst reel-
ler bzw. komplexer normierter Raum (oder kurz: normierter Raum), wenn
eine Funktion || - || : X — [0, 00), genannt Norm, existiert, sodass die folgenden
Normaxiome erfiillt sind.

(N1) |z]|=0<2=0

(N2) |[Az|l = [M||z]] ¥ z € X, ¥ A € K (Homogenitt)

(N3) |lz+yll <zl +y|l V 2,y € X (Dreiecksungleichung)

Beispiel (2.1-3). Mit ||z]|, := dp(z,0) sind (X,dp), I, (1 <p < o0), Cla,b], ¢, co

alles normierte Raume.

Zul, (1 <p<oo):

x={&},y={m} €lp. Setzen x4+ y := {&§ + i}, \x := {A\} X € K.

Zeigen: x +y € [,.

(Nebenrechnung: a,b € K, 0. B.d. A. sei |a| > |b] = |a + b|] < |a| + |b] < 2|a|

= Ja-+ b7 < 27Jal? < Plaly + 2P > DI+ ml? < 2 S feid? +27 5 i)
1

lell = { 1P} lel =0 6 =02 =0

Azl = [Alll=ll, lle +yll < llz]l + [lyll (Minkowski-Ungleichung)

Folgerung (2.1-4). Sei (X, || - ||) ein normierter Raum. Dann ist d : X x X — R
gegeben durch d(z,y) = ||z — y|| (z,y € X) eine Metrik auf X, d.h. (X,d) ist ein
metrischer Raum.

d(z,y) =z —yll = llz = 2+ 2 —yll < [z = 2] + [|z — yll = d(=, 2) + d(2,9))

Frage (2.1-5). Welche zusitzlichen Eigenschaften muss eine Metrik d auf einem
linearen Raum X besitzen, damit durch ||z|| := d(x,0) eine Norm auf X definiert
wird?

Folgerung (2.1-6). Sei (X, || - ||) ein normierter Raum und x,y € X. Dann gilt

[zl = 1lylll < ll= =y

39
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Beweis. = = (z —y) +y = [z <[z —yl + Iyl = ll=ll =yl <[z -]
Vertauschen der Rollen von z und y liefert:
Iyl = llzll < lly — 2 = (=)= =y)l| = | = Lz =yl = [z —y] O

Definition (2.1-7). Sei (X, | - ||) normierter Raum, z,, € X (n = 1,2,...). Die
Folge {x,} heift Norm-konvergent oder konvergent (in X), wenn

JreX:Ve>03ng: ||lzn—2z|| <eVn>ng
(Symbol lim z, =z, z, Lx, Tp — T)
n—oo n—oo

Bemerkung (2.1-8). Es gilt:

Ty — TS ||, — x| LN
n—oo

Folgerung (2.1-9). Die algebraischen Operationen in (X, || -||) und die Norm sind
stetige Funktionen, d.h. es gilt

(a) Aus 2, ~ z folgt ||zn|| = ||z||.

(b) Aus z, X, T, Yn X, Y, An LN\ folgt z,, + yYn X, z+Yy, A\pTn X

Beweis. [|(zn+yn) = (@+y)| = (@0 —2)+(yn—y)ll < |20 — zl|+|lyn —y[ =0 O
—_—— ——
—0 —0
Definition (2.1-10). Der normierte Raum (X, || - ||) heift Banachraum, wenn

(X, || - | beziiglich der Normkonvergenz vollstdndig ist, d.h. aus {z,} ist Funda-

mentalfolge in X folgt, dass {z,} in X konvergiert (||, — 2| ——— 0
n,m—00

= JrxeX:|z,—z| ——0).

n—oo
Bemerkung (2.1-11). Der Satz (1.4-5) {iber die Vervollstindigung metrischer
Réiume lésst sich auch auf unvollsténdige normierte Raume iibertragen.
Achtung! Es miissen auch die algebraischen Operationen und die Norm {ibertragen
werden.

Definition (2.1-12). Sei (X, || - ||) normierter Raum und z, € X (n =1,2,...).
Wir setzen

xr (n=1,2,...).

Sp =

-
-
3

Dann heift das Paar ({z,},{sn}) =t >_ =, unendliche Reihe in X und s, die
n=1

n-te Partialsumme dieser Reihe.

(a) Die Reihe Z x, heift in X konvergent, wenn die Folge {s,,} der Partial-

summen in X konvergiert, d.h. wenn

JseX:|sp—s| ——0
n—oo
o0

s heifst dann die Summe dieser Reihe (und man schreibt auch s = Y z,,).
n=1

(b) Die Reihe Y z,, heifit absolut konvergent, wenn die Reihe > ||z, | (in R)

. n=1 n=1
konvergiert.
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Folgerung (2.1-13). Wenn die Reihe ) x,, konvergiert, dann gilt:

n=1

Zn 250, d b . 2 0.

Satz (2.1-14). Sei (X, | - ||) normierter Raum.

(a) Wenn X ein Banachraum ist, so folgt aus der absoluten Konvergenz der Reihe

> x, in X die Konvergenz dieser Reihe in X. Dabei gilt

n=1
e} oo
Z T || < Z |lzn|| (verallgemeinerte Dreiecksungleichung)
n=1 n=1

(b) Umgekehrt: Wenn in (X, || - ||) jede absolut konvergente Reihe dort auch kon-
vergiert, so ist X ein Banachraum.

Beweis. (a) Sei Y ||zn|| < co. Zeigen: {s,} ist eine Fundamentalfolge in X.
n=1

n n
> ozl < X el ———

Fiir n > m sei ||sp, — s =

k=m-+1 k=m-+1 n,m—00
= {s,} ist eine Fundamentalfolge. Da X vollstindig ist, folgt: 3s€ X : s, —— s
n—oo
= Behauptung.
Weiter gilt: || > z|| < > |Jzk]]. Fir n — oo folgt || > x|l < X [|an]-
k=1 k=1 n=1 n=1
(b) Sei {xy, }n=100 eine Fundamentalfolge in X, d.h.
Ve>03aN(e):||zp—zml <e Vn,m>N(e).
k
Setzen nacheinander ¢ = 3 (k=0,1,2,...)
(Ziel: Konstruieren konvergente Teilfolge).
1\0
k=0 dng: xnxn0||<<2> Vn>ng
A\
k=1 3ny>ng: xna:nl||<<2) Vn>n
142
k=2 3Jng>ny: xn—xn2||<<2> V'n>ng
1\ E
ng >ngp_1: ||2n — T, < <2) Y n>nyg
1 k+1
g >ne s [|en — o, || < (2 V> ngi

1 0 1 1 1 k
:|xn1_$no”<(2> ,||$n2—$n1”< (2> 7"'7||$nk+1_$nk”<<2> PR

Setzen Yo = Ty, Y1 = Tny — Tngs Y2 = Tng — Tnys -+ Yk = Ty — Tng_qs - - -
k 00 [es] 1 k—1

= 3 gy = wnd 3l <l 4 5 (5) <00
j=0 k=0 k=1

o0 . o0
= Reihe > y; ist absolut konvergent Bedingung 3 ¢ X . yp==x
k=1 k=0

k
= > y; =Ty, — ¢ = {z,} konvergiert in X. U
§=0
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Definition (2.1-15).

(a) Seien X;, Xy zwei K-Vektorrdume (K = R, C). Die Funktion ¢ : X; — Xo
heifst linear (K-linear), wenn gilt

oAz + py) = dp(@) + pe(y) Vo,y € X1, VA peK.

X heifst linear isomorph zu X,, wenn eine lineare Bijektion ¢ : X7 — X5
existiert. o heifst dann Isomorphismus von X; auf Xs.

(b) Seien (X, | - ;) (¢ = 1,2) normierte Rdume iiber K. (X1,] - ||1) heift linear
hom6omorph zu (X, | - ||2), wenn ein Isomorphismus ¢ : X3 — X5 und
Konstanten c1,co > 0 existieren, sodass gilt

el < le(@)lz < ealley Ve € X1 (%)

Gilt in (%) 1 = co = 1, d.h. [Jz|l1 = [l¢(x)]|2, so heift X; isometrisch
isomorph zu X, (vgl. (1.4-1))

Folgerung (2.1-16). Sei ¢ : (X1, - |l1) — (X2, - |l2) ein Isomorphismus, der (x)
erfiillt. Dann sind ¢, ¢~ stetig.

Satz (2.1-17).

(a) Linear homdomorph ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge der normierten
Raume iiber K.

(b) Bei linear homdomorphen Riumen entsprechen sich einander eineindeutig fol-
gende Mengen: offene, abgeschlossene, kompakte, beschrankte.

(c) Zwei linear hom6omorphe Riume sind gleichzeitig vollstandig oder nicht.

Beweis. (¢) ¢ : X1 — Xo mit (*) erfiillt und (X, || - ||2) sei vollstandig.

Sei &y, Ty € X7 mit ||z, — 2|1 ——— 0.
m— 00

Wegen [|o(z)|]2 < coflz||i folgt mit y,, = p(2y,):
0 < |lyn — ymll2 = le(@n) — ©(@m)ll2 = [lo(Tn — zm) |2

<ecllxn — Tm|i ——
n,m— oo

= {yn} ist Fundamentalfolge in X»
= Jye Xo: ||y —ylla —— 0. Setzen x = ¢~ 1(y)

(*)(linke Seite):

cillzn =2zl < lle(@n —2)ll2 = llp(zn) = o(@)ll2 = [lyn = yllz ——0
=, X, x = X ist vollstandig. O

Satz (2.1-18) (Satz von Riesz). Jeder endlichdimensionale Raum (X, ||-]|) iiber
K mit dim X = n ist linear homdomorph zum Raum K" (euklidische Norm).

Beweis. Sei {e1,...,e,} eine Basis von X. Fiir a = {a1,...,a,} € K" setzen wir
n
p(a) = > aper, € X. Offenbar ist dadurch ein Isomorphismus ¢ : K" — X gege-
k=1
ben.

Zeigen:  erfiillt ().

le(@)llx =

1 1
n Schwarzsche Ugl. 9 2 9 2
< > lollexll < ) ol > " llexl]
k=1 k k

lallgn c2>0

n
> agey
k=1

= coflallkn (%)
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Zeigen: Jc¢1 >0:¢1 < le ”( ||)| Vae K"\ {0}.

20)] e

e et = o] = [ ()
in . ela)]] = = |lo|+—
a0 |a]| " Tlal fall® [lal

Setzen ¢; = inf und

=1 folgt 1 = lellf lp(a)]]- Wegen (k) ist ¢ : K™ — X stetig
= f K" — R gegeben durch f(a) = ||p(a)|| ist stetig.

Setzen S = {a € K" : |ja]] = 1} € K". S ist abgeschlossen und beschrénkt in
K™ = S ist in K" kompakt. Nach (1.9.1-4) nimmt f auf S ihr Infimum an, d.h.
JaeS: f(a) =c1. Wére ¢; = 0 wiirde folgen ||p(a)|| = 0 = ¢(a) = 0. Da ¢ ein

Isomorphismus ist folgt @ =04 zu ||| =1. =1 >0=¢1 < le( ”)” Va#0

= cllallk < ||¢(a)|lx = (%) erfiillt. O

Folgerung (2.1-19). Sei X ein K-Vektorraum mit dim X =n und || - ||; und || - ||2
zwei Normen auf X. Dann existieren Konstanten ¢y, co > 0, sodass gilt:

allzli < ||zll2 < ezllz|li ¥V 2 € X (die Normen sind zueinander dquivalent).

Insbesondere gilt diese Abschétzung fiir X = K" mit den Normen (vgl. (1.2-12))

n ) = .
lelly = (,?1'5’“') PSP e ek

maxlé] : p=oo

Folgerung (2.1-20).

(a) Jeder endlichdimensionale Teilraum eines normierten Raumes ist abgeschlos-
sen.

(b) Sei (X, | -||) normierter Raum mit dim X = n. Dann gilt

1’) A C X ist kompakt < A ist abgeschlossen und beschrinkt.

2’) X ist ein Banachraum.

3’) Sei {e1,...,e,} €ine Basis in X und z,, = ) a](cm)ek (m=1,2,...),
k=1
T =Y. age (a,(cm),ozk € K). Dann gilt:

k=1
(m)

|ty —2|| —— 0 |oy, " —ag] —— 0 VEk=1,...,n
m—00 m—00

(koordinatenweise Konvergenz)

Satz (2.1-21) (Satz iiber die beste Approximation durch Linearkombina-
tionen). Sei (Xo,| - ||) ein endlichdimensionaler Teilraum des normierten Raumes
(X, |- 1) Dann gilt

VaeeX Jag € Xo: ||z — x| = dist(z, Xo) = d(z, Xo) := 1€n)£ |z — z||
z€Xo

Beweis. Aus der Definition des Infimum folgt:

1
Vn=12,... HanXO:Hm—an<d(x7x0)+; (m))
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=zl = (20 —2) + ] < lon — 2l + [l

< d(z,Xo)+1+|z]| = constVn=1,2,...
= ||z, || beschrénkt. Da z, € X, und dim Xy < o0 folgendkompaktog oxistiert eine
konvergente Teilfolge {zy,}, d.h. 3% € X : z,, —— &. Da X, abgeschlossen

N —00
1
ist, folgt & € Xy. Aus (O) folgt: ||z — 2y, || < d(z, Xo) + —

Fiir n — oo: ||z — 2| < d(z, Xyp). Da & € X = d(z, Xo) > ||a: — Il
= ||z — xo|| = d(z, Xo) fiir T = xo. O

Folgerung (2.1-22). Sei (X, || - ||) ein normierter Raum und 1, ...,z, € X linear
unabhingige Elemente. Dann gilt:

'n

VeeX3IN, ...\ cK: o

Tr — i )\gl'k Z )\kxk
k=1

Die \) sind eindeutig bestimmt, wenn X streng normiert ist (d.h. aus z,y # 0 und
lz+yll =zl + 1yl = Fa>0:y=oaz).

Lemma (2.1-23) (Lemma von der Fast-Senkrechten). Sei X ein abgeschlos-
sener Teilraum des normierten Raumes (X, || - ||) und Xy # X. Dann gilt

Ve>0dz. € X mit d(ze, Xo) >1—cund ||z]| =1

Beweis. Da Xg# X = 37 X\ Xg=>d= d(f Xo) > 0 (siehe (1.5-15)).
Def. Inf. ed d

Seinun 0<e<1 Jz' € Xp: ||x—:1c =1
Setzen . = AT — 2’) mit A = :>||1'€H=1:>1< d
[z —a'|] ’|| A l-e

= 1—¢ < Ad. Sei nun g € X, beliebig. Dann folgt

1 _
|ze — 2ol = |\ = A’ — 20| = A ||T — (x' + )\.1‘0> H > M
= d(z.,X0) = inf |jzc —x0|| >Ad>1—¢ O

z9€Xo

Satz (2.1-24) (Riesz). Ein normierter Raum (X, || -||) ist genau dann endlichdi-
mensional, wenn jede in X abgeschlossene und beschrinkte Menge kompakt ist.

Beweis. 1) Sei dim X < co. Aus (2.1-20) (b) 1’ folgt dann die Behauptung.
2) Sei die Bedingung erfiillt. Annahme: dim X = oo. Sei x; € X und |jz1| = 1.
Setzen X; = span{z;} = dimX; = 1 = X; # X. Aus Lemma (2.1-23) folgt

FJzo € X : d(x2,X7) > % = x9 ¢ X;. Setzen X5 = span{z1,z2} = dim Xy = 2,
X5 abgeschlossen = X5 # X.

Aus Lemma (2.1-22) folgt weiter 3 z3 € X, ||z3]| =1, d(z3,X2) > 17
X5 =span{xy,z2, 23} = dim X3 =3,...

\]

1
Verfahren fortsetzen liefert: x, € X mit ||z,| =1, d(@ny1, Xn) > 3 wobei
X, =span{xy,...,z}, n=1,2,...
Fiirn > m = ||z, — 2m]| > 5= {zn} besitzt keine konvergente Teilfolge. Da {x,}

beschrénkt (||z,| = 1)= {,} relativ kompakt=- {z,, } relativ folgen-kompakt, d. h.
es existiert eine konvergente Teilfolge 4 = dim X < oo O
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Bemerkung (2.1-25). Aus dem Beweis von Satz (2.1-24) erkennt man, dass gilt

dimX < oo S={zreX:|z| =1} kompakt

2.2 Der Hilbertraum

Definition (2.2-1). Ein linearer Raum iiber K = R, C heifft Raum mit Ska-
larprodukt, wenn eine Funktion (-,-) : X x X — K, genannt Skalarprodukt,
existiert, sodass V z,y,z € X, «, 0 € K gilt:

1) (z,9) = (y.x)

2) (ax + By, 2) = alz, 2) + B(y, 2)
3) (z,z) >0VaxeX

) (

4) (z,2)=02=0

Beispiel (2.2-2).
1) X =K" (n>1). Fiir v = {§},,y = {m}i=, € K"
(z,y) = ;fini

2) X =lyw={&G}z2 (& € K)mit 3, [6i]* < o0,y = {mi}2s €l

3) X = C[0,1]. Setzen fiir z,y € X: (z,y) := flx(t)mdt
0

Folgerung (2.2-3). Sei X ein Raum mit Skalarprodukt (-,-). Dann gilt:
a) (v,ay+ Bz) =a(z,y) + B(z,2)Vr,y,2€ X Va,3 €K
b) (z,0)=(0,2) =0VzeX

o) |(z,9)* < (z,2)(y,y) V z,y € X (Schwarzsche Ungleichung)

d) Re(z,y) < |Re(z,y)| < [(z,y)] < (2, 2)(y,y)

¢’,d’) Mit der Beziehung von Definition (2.2-6) oder Folgerung (2.2-5) kann man
schreiben

)
)
)
)

Re(z,y) < [Re(z,y)| <|[(z,y)] < [[=[l[lyll

Beweis. zu c): Fiir y = 0 folgt die Behauptung. Sei y # 0 und A € K beliebig.
0< (4 Ay, x4+ Ay) = (z,2) + Ay, 2) + A(z,y) + Ay, y)

Setzen \ = (2,y)
(v, 9) ,
(z,y)(z,y) (z,9)(x,y) |(x,y)]
B P N e B S e

= |(z,y)]? < (z,2)(y,v) 0
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Bemerkung (2.2-4). In der Schwarzschen Ungleichung steht Gleichheit genau
dann, wenn 3\ € K:y = Az oder z = \y

Folgerung (2.2-5). Sei X ein Raum mit Skalarprodukt. Dann ist durch
|z]| := v/ (z,z) eine Norm auf X erklért.

Beweis. Offenbar gilt: ||z|| > 0.
|z =0 < (z,2) =0 <z =0
[Az]|? = (Az, Az) = [A](z, z) = [A[?]|z]]*;

lz+yll> = (@+y,z+y) = |l + (z,9) + (y,2) + |lylI?
—_———
) ) 2§e(r,y) H
< A=l®+202llyll + lyll* =l + [yl

Definition (2.2-6).

(a) Ein normierter Raum (X, || - ||) heift unitér, wenn auf X ein Skalarprodukt
(+,-) existiert, sodass gilt
1
2]l = (z,2)2

(b) Ein unitdrer Raum (X, (-,-)) heift Hilbertraum, wenn er im Sinne der durch
das Skalarprodukt induzierten Norm vollsténdig ist.

Beispiel (2.2-7).

(1) (K, (-,*)) (|||l euklidische Norm) ist unitér und Hilbertraum mit Skalarprodukt
aus Beispiel (2.2-2)(1))

(2) Iy mit ||z)|?> = Y |&/* und Skalarprodukt wie in (2.2-2)(2) ist unitéir und
i=1
Hilbertraum

(3) C[0,1] mit ||z| = m[gu)l(] |z(t)| ist mit dem Skalarprodukt
te

(2,y) = / R OMOLL
0

1
kein unitéirer Raum. (z(t) = ¢, ||z|c = 1, [|z(t)|*dt # 1)
0

Aufgabe (2.2-8). Zeigen Sie: Der Raum (X, (-,-)) aus Beispiel (2.2-2)(3) ist mit
1

der Norm ||z||3 := [ |=(t)|?dt kein vollstéindiger Raum.
0

Folgerung (2.2-9). (X, (-,-)) Raum mit Skalarprodukt

R

X

(a) Es gilt
lz +yl* + llz = yl* = 2([l=l* + IylI*) ()

(b) Seien z,,y,,z,y € X (n=1,2,...) mit ||z, — z|]| — 0, |lyn — y|| — 0.
Dann gilt

(s Yn) LN (z,y) (Stetigkeit des Skalarprodukts)

n—oo
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Beweis.
‘(mn’yn) - (x,y)| = |(x7’wyn) - (l‘nay) + (xn’y) - (x’y)l
[(@n, o= <)+ (@ =2, 9)| < (@0, g0 — )| + (20 — 2,9)]
[z l[lyn =yl + [|2n — [[[ly] — 0
—_— Y

IN

—0 —0

O

Bemerkung (2.2-10). Sei (X, || -||) ein normierter Raum. Wenn die Norm || - || die
Beziehung (x) aus Folgerung (2.2-9) V z,y € X erfiillt, dann existiert auf X ein
Skalarprodukt (-, -), sodass X ein unitidrer Raum ist.

. . 1
(Hinweis: fy({z,y}) = 3 ([z + Ml* = [z = M)
Fir A = 1 soll f; Realteil und fiir A = i soll f; Imaginérteil des Skalarproduktes
(2,y) = fi + 1f; sein)
Definition (2.2-11). Sei (X, (-,-)) Raum mit Skalarprodukt

(a) Die Elemente z,y heifen orthogonal zueinander, wenn gilt (z,y) =0
(Symbol: z L y).

b) 2e X,ECX:2 LlEELL (2,9)=0VyecE

() BEL,LEsCX By LB &L (2,y)=0VaeFy, Vye B,

(d) Sei ) # E C X. Die Menge E+ := {x € X : z | E} heift orthogonales
Komplement zu F.

Folgerung (2.2-12). Sei (X, (+,)) Raum mit Skalarprodukt und § # E C X,
z,y,yn € X (n=1,2,...), o, € K. Dann gilt

)z Lly (i=1,2) =2 L (ay + By2)

2) Yo = yyn Lz=yla

3) L E=x1span(E)

)
)
4") E+ ist abgeschlossener Teilraum von X
5) 0 £A£FCE= FE+CFt

6) Ly = [lz+yl* =z +ly|* (Pythagoras)

Satz (2.2-13). Sei (H, (-, -)) ein Hilbertraum, H; C H ein abgeschlossener Teilraum
und Hy := Hll Dann gilt:

VeeH3I 2 e H,2' €eHy: 2 =2"+2".
Dabei gilt

"N = ||z —2'|| = d(z, H,) := inf ||z —
[z"[| = [|x — 2'|| = d(x, H1) yeH1|| Y|

Beweis. Eindeutigkeit: Seien 2’,y' € Hy, 2",y € Hy: 2’ + 2" =«
=2~y =2"—y' €ceHy=2' —y cH NH, = (2 —y,2' —y) =
:x/:y/:m//:y//

Existenz: Fall 1: x € Hy : z = z + 0 (d.h. wahlen 2’ =z, 2" = 0)

y/ + yI/
0
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Nach Definition des Infimums haben wir 1
Vn=12,... 3z, € Hy: ||z —x,]? <d®+ = ()
n
Zeigen: {x,} ist Fundamentalfolge: Aus (2.2-9)(a) folgt
2(||= — anz + [lz + $m||2) = |22 -z, — xm||2 + (|77 — meQ
Ty, — T, H

|lTn — zm||* + 4 ||z — 5

v

20 — 2m|? + 4d?

(%) 9 0 1 9 1 o 1 1 .

=S o — | <2({dF+—+d°+— ) —4d® = —4+ — ——— 0 = {x,} ist
n m n m n,m—oo

Fundamentalfolge = 3 Grenzwert 2’ € H (d.h. z,, — z)Hgg' 7 € Hy.

Lassen wir in (x) n — oo gehen, folgt ||z — 2'||> < d* = ||z — 2> = d?

Setzen 2" = x — 2’. Zeigen 2 € Hy = H{-

& = Ja- @+ = 2" -Nl? = (@ —Ayz" Ny
= 2"II” = A@@",y) — Ay, ") + I/\\QII%II2
2 1"
Setzen )= (:L' 7y) :>d2 S HIJIHQ _ |(:L' 7y)|

ylI? lyl?
Dal|z"||=d=0<—|(z",y)>= (2",y) =0=2" L H = 2" € Hy = Hi". O
Bemerkung (2.2-14).

(a) Aufgrund dieser Darstellung von x schreibt man auch H = Hy; @& Hy (ortho-
gonale Summe)

(b) ',z heifen orthogonale Projektion von x auf H; bzw. Ho.

(c) Die Abbildungen P : H — Hy,Q : H — Hy mit Pz = 2/, Qz = 2’ heiflen
orthogonale Projektoren auf H; bzw. H,. Es gilt

e Pr 1l QeVaxeH

e P+Q=1

e P2=PQ*=Q
e PQ=QP=0
o H =Hy

Aufgabe (2.2-15). Sei H Hilbertraum und () # F C H. Man zeige:

(EH)t = span(E)

Definition (2.2-16). Sei (X, || - ||) normierter Raum. Das System {z4}aea C X
heifit vollstindig (in X), wenn span{z,} = X.

Satz (2.2-17). Sei (H,(-,-)) Hilbertraum. Das System {x,} C H ist genau dann
vollstandig, wenn aus = L x, V « stets folgt © = 0. (o)

Beweis. 1) Sei H = span{z,},seiz € H, x LayVa=z L H= (z,2)=0
=z =0.

2) Umgekehrt sei (o) erfiillt.

Annahme: {x,} ist nicht vollstdndig, d. h. span{z,} =: Hy # H

:>H2::Hll;é{O}.WéihlenmEHQ\{O}ixanVa(:ngzw O
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Definition (2.2-18). Sei (H, (-,-)) Hilbertraum.
(a) Das System {z,} C H heifit orthogonal, wenn gilt z, L z, ¥V a # o/

(b) Das orthogonale System {z,} heifit orthonormiert oder Orthonormalsy-
stem, falls gilt [|z,]| =1V a.

Beispiel (2.2-19). H = [3(X). en = {din};cN- {€n},eN ist vollstindiges Ortho-
normalsystem.

Beweis. ONS: mit [[{&i}ll2 = v/ [&i* und ({€n}, {nn}) := ZN&% klar
1S

N
vollstandig: Sei z = {¢;} € H. Betrachten _ &e; = (£1,&2,...,&n,0,...) € span{e, }
i=1
2

o0 S
= 3 |&> —— 0= x € span{e,} O
9 =N N—oo

N
r— ) &
i=1

Folgerung (2.2-20). Sei {z,} ein Orthonormalsystem. Dann gilt
(1’) {zq} ist linear unabhéngig.
(2) llza 2wl =V2VY a# o

Beweis. 17: Sei > AjZa; =0
i=1

= Vi=1,...,n:0=(0,2,,) = <Z>\j$a,~7gjal> =2 Aj(Ta,,Ta) = N
J J ~—
=0 fiir j#£1
= alle \; = 0 = {z,} linear unabhingig.
) 2 2
2: |za—2a|? = (Ta—Zar, Ta—Tar) = [[Tal” = (Tar, Ta) = (Tas Tar) +|za | =2 O
S~~~ N~

=1 =0 =0 =1

Satz (2.2-21).

(a) In einem separablen Hilbertraum ist jedes Orthonormalsystem hdchstens ab-
zahlbar.

(b) In einem unendlichdimensionalen separablen Hilbertraum existiert ein abzahl-
bares vollstindiges Orthonormalsystem.

Beweis. (a) folgt aus (1.6-9) und Folgerung (2.2-20).

(b) Da H separabel ist, existiert D = {z,,}5°; C H mit D = H. Da D C span D
= span{D} = H = D ist vollstindig. Durch Anwendung des Schmidtschen Ortho-
gonalisierungsverfahrens erhélt man ein Orthonormalsystem. O

Beispiel (2.2-22). (nicht separabler Hilbertraum)
Sei z : [0,1] — C eine Funktion und E, := {t € [0,1] : z(¢) # 0}
X ={z:1[0,1] — C : E, hochstens abzdhlbar}
H={zxeX: Y |z(t)]? <}
tEE,
= H ist lineare Menge und wird mit

(@y)= > alt)y(D)

teE,NE,
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zu einem Hilbertraum. (Beweis: Aufgabe)
Fiir 7 € [0,1] beliebig sei

xT(t)::{l =T e (0,1]) = By, = {7}

0 ,t#T
(l‘ T ): 1 yT1 = T2
LT 0 , sonst

= {2 }r¢j0,1) bilden iiberabzéhlbares Orthonormalsystem!
= H nicht separabel!

Aufgabe (2.2-23).
(a) Zeigen Sie, dass das Orthonormalsystem aus Beispiel (2.2-22) vollstandig ist.

(b) Sei z € H (aus (2.2-22)). Dann gilt:

Jec, €C (7€ E;) mit z = Z CrTr
TEE,

2.2.1 Fourier-Reihen im Hilbertraum

Hilfssatz (2.2.1-1). Sei H ein Hilbertraum und z,, € H (n = 1,2,...) paarweise

orthogonale Elemente. Dann gilt: Die Reihe > 1z, konvergiert genau dann, wenn
n=1

die Reihe Y |z,,]|? konvergiert. Dabei gilt:
n=1

2
= Z |zn||* (verallgemeinerter Satz des Pythagoras)

|32

Beweis. Fiir n > m gilt

n n

2
n n J_ n n
Lol =(Lota)= L @t £ @)= L ol
k=m k=m l=m k,l=m k=m k=m
= mit der Vollstindigkeit von H und R folgt die Behauptung. O

Hilfssatz (2.2.1-2). Sei {e,, }22; ein Orthonormalsystem im Hilbertraum H, xz € H
beliebig, ¢, = (z,ex) (kK = 1,2,...) (genannt der k-te Fourier-Koeffizient von z
beziiglich {e,}) und H,, = span{ej}7_,. Dann ist

n
Sp i — E CLEL
k=1

die beste Approximation von x durch Linearkombinationen der Elemente e, ..., e,.
(vgl. (2.1-21)) Dabei gilt:
r—s, L H,

Beweis. Zeigen: d(z, H,) := hle%fr |z — Al = ||z — sul

Sei h = > ayer € H,, beliebig
k=1
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=|z-hl? = (x—hx—nh)

= |zl = (2,h) = (h,z) + (h, k)

= |z|]® - (m Zaz€z> - (Z ake;wm) + (Z akek,Zalel>

= |lzl* - Zalcl Zakck +Zakal(€k,€l) l

= |zl - Zakck—zaka-FZakak-i-ECka—Z|Ck|

= |z - Z|Ck|2+2(ak_ck)(ak_0k)

= ol — S el + 5 ok — el

= ||z — h|| wird minimal & o, =¢;, YEk=1,...,n,d.h. fiir h = s,.
zux — Sy, L Hy:
(hyx —sp) = (h,z) = (hyS$p) = > T — Y =0 O

Folgerung (2.2.1-3). Mit den Bezeichnungen von Hilfssatz (2.2.1-2) gilt:
(1) llz = snll* = l|l2]1* - kZI\Cklz

(2) X lel* < fzPVn=12,...
k=1

(3) Die Reihe Y |cx|? konvergiert, wobei die sogenannte Bessel’sche Ungleichung
k=1

oo
> lel® < Jlz)?
k=1

erfiillt ist.

&)
(4) Die Reihe > cpe, konvergiert in H. Fiir deren Summe s € H ist

n=1
x—s 1 Hy:=span{e,}>2,

und

lz = sll* = [lel* = lIsl|* = [l«]* - ZI%I2

(3" cnen heiftt Fourierreihe von z beziiglich des Orthonormalsystems {e,, })

Beweis. (1), (2), (3) sind trivial.

zu (4) Wegen (creg, cre) = { ‘62‘2 g i z folgt aus Hilfssatz (2.2.1-1):

n

3 lim > crep=:s€H

TL—>OOk 1

Sei nun y € Hy, d.h. y = lim Zak e

m—>DO
Zunachst gilt: x — s,, L Zak er Vn,m
Firm —oco:xz—s, Ly
Fir n — oo: # — s L y = Behauptung O
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Satz (2.2.1-4). Mit den Beziehungen von Folgerung (2.2.1-3) ergibt sich:
(a) x =s& |z)|?> = > |ck|? (Parseval’sche Gleichung)
k=1

(b) Das Orthonormalsystem ||e,|| ist genau dann vollstindig, wenn fiir jedes
x € H die Parseval’sche Gleichung erfiillt ist.

Satz (2.2.1-5) (Riesz-Fischer). Sei {e,} ein Orthonormalsystem in H.
Vo' ={&I, €l NweH &= (v,e) VhE=1,2,...

Fiir dieses z gilt die Parseval’sche Gleichung.

Beweis. Wegen (ep, &er) = { |§O|2 I]z f 5 und 2’ € l5 konvergiert die Reihe
kl© o k=

> rer =1 = o = (v, e1) = (3 Eer, 1) = &

k=1

Aus Satz (2.2.1-4) folgt die Behauptung. O

Satz (2.2.1-6). Jeder unendlichdimensionale separable Hilbertraum ist dem ls iso-
metrisch isomorph.

Beweis. Nach Satz (2.2-21) (b) besitzt H ein vollstédndiges Orthonormalsystem

{en} Zuordnung: I > 2’ = {&k} inear ) = S éper € H
Wegen Satz (2.2.1-4) und Satz (2.2.1-5) gilt: [|2/[|2 = 3" |€|? = ||=||* = Behauptung
(Es gilt genauer: (z/,y"), = (z,9)n) O



Kapitel 3

Lineare Operatoren in
normierten Raumen

3.1 Stetigkeit und Beschrianktheit

Definition (3.1-1). Seien X, Y lineare Raume iiber K und ) # M C X eine lineare
Teilmenge. Eine Funktion A : M — Y heift linearer Operator aus M in Y, wenn
gilt:

(1) A(z1 +z2) = Azy + Ay V 21, 22 € M (additiv)
(2) A(A\x) =AAzV 2z € M, V X € K (homogen)
Dabei heiftt M Definitionsgebiet von A (Symbol: M = D(A))
imA:={Az:zeM}={yeY: 3ze€D(A):y=Ax}
heifst Bild von A. A heiflt Funktional, wenn im A C K

Bemerkung (3.1-2). Da M selbst ein linearer Raum ist, kénnen wir 0.B.d.A.
M := X setzen (was wir, bis auf notwendige Ausnahmen auch tun).

Aufgabe (3.1-3). Sei A: X — Y ein additiver Operator (nicht zwingend homo-
gen). Zeigen Sie:

(a) A(xy —x9) = Axy — Az V 21,20 € X
(b) A(0)=0

(c) A(
(d) A(rz) =rAzVreQ, Vee X

—x)=—-AzVareX

Satz (3.1-4). Seien X, Y normierte Rdume und A : X — Y ein additiver Operator.
Dann gilt

A ist stetig (auf X) < A ist in einem Punkt z¢ € X stetig

Beweis. Sei A in zyp € X stetig und z € X beliebig, sowie z, € X (n =1,2,...)

. X X
mit ||z, —z||lx —— 0, d. h. 2, — =2, —x+ 290 —— 29
n—oo n—oo n—oo

:>A(x"—a:+x0)LAxoéAxn—Ax—FAa:oLAJJO:>A£”L>A$ O

53
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Aufgabe (3.1-5).

e Seien X,Y reelle normierte Rdume. Zeigen Sie: A : X — Y ist genau dann
linear, wenn A additiv und in einem Punkt xy € X stetig ist.

e Was muss man fiir komplexe Raume noch fordern, damit die Aussage giiltig
bleibt?

Definition (3.1-6). Seien X, Y normierte Rdume. Der lineare Operator A : X — Y
heifit beschrinkt, wenn er jede beschrinkte Menge E C X wieder in eine be-
schrinkte Menge A(E) = {A(z) : © € E} tberfiihrt.

Satz (3.1-7). Seien X,Y normierte Rdume und A : X — Y ein linearer Operator.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) A ist beschrankt
(b) Fe>0:||Az| <cljz||Vze X

(¢) Al := sup [|Az|| < oo
Iz <1

(d) A ist stetig
(e) A ist gleichmifig stetig auf X

Beweis. (a)=-(c). Sei K := K(0,1) = {x € X : ||z|| < 1} die Einheitskugel. Da K
beschrinkt ist, folgt A(K) ist beschrinkt, woraus folgt sup ||Az| < +oo.
zeK

(€)= (b). Fir a' € K folgt [ A2']| < ||| und wemn z #0 = 2’ = = € K
(c)=(b). T

1
~A (”x) < 1Al = 42| < | Alllall ¥ & € X.
(b)=-(a). Sei F C X beschrinkt, d.h. ||z|| < constVz € F

&) ||[Az|| < C - const V x € E = A(F) beschrinkt = (a).
MSBI Tn €eX (n: ]-727) mit L —0

o < || Az, || < C||lxn|| —— 0= Az, — 0 = A stetig in g =0

Sate B 4 stetig auf X.

(d)=(c). Sei A stetig. Annahme: |A|| = +o0o = Vn =1,2,... 3z, € X mit
|zn] = 1 und || Az, || > n.

Setzen z, = 1, = |z, =1 - 0= Az, — 04 zu |Az,| = 2| Az,|| > L -n=1
(b)=(e). Sei € > 0 beliebig und § = % Fiir z1,22 € X mit |21 — z2| < 0 folgt
HAl'l — A.’EQH = ||A(£C1 - ZL’Q)H < C”ZL’l - ZL’QH <C-f=c=e.

(e)=>(d). trivial. O

Bemerkung (3.1-8). Es gilt:

Ax
(a) Al = sup [[Ae] = sup 1221
llz]|=1 lelzo |l

(b) [|A]l = inf{c: |Az|| < cllz]| V 2 € X}
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Beispiel (3.1-9).

(1)

(3)

X =Y =CJ[0,1] und K(s,t) sei stetig auf [0, 1] x [0,1]. Fiir « € C[0, 1] sei

1
_ / K(s,z(t)dt (s € 0,1))
0

K : X — Y ist offenbar ein linearer Operator.

1 1
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|(Kz)(s)] < IOIK(&t)m(t)dtl < fIK(S )l |(t)|dt
< OfIK(S t)ldttgl[g>§] lz(t)] < gggvg]/lK s,1) Idttren[g>§] |2(t)]
= cfa B

= |Kz| < ¢||lz|]| V€ C[0,1] = K ist beschrankt.
(klar ist ||K|| < ¢, man kann zeigen ||K|| = ¢)

Sei X =Y = H ein Hilbertraum und {0} # H; ein abgeschlossener Teilraum
und P : H — H,,Q : H — Hi* die Orthoprojektoren auf H; bzw. Hj

(vergleiche (2.2-14)).
P, @ sind offenbar linear. Beide sind beschriankt, denn wegen
x = Pz + Qz und (Pz,Qz) = 0 nach Satz des Pythagoras

[z]* = | Pz|? + Qx| = || Pz| < [lz],[|Qz[| < [[z]l, d.-h. [|P|| < 1,[|Q[ < 1.
Sei o € Hy mit ||2/|| = 1 = P/ =’ = |P|| > |P/|| > |/ =1 = |P| = 1

(analog fiir Q)
X =Y =CJ[0,1],¢ € [0,1] fixiert, « € C \ {0}. Setzen
f(z) = ax(ty) fir x € C[0,1]
= offenbar ist f : C[0,1] — C ein lineares Funktional. Weiter gilt

[f(@)] = [az(to)| < \altren[gﬁ [z(t)] = lalllzl = [If] < laf = f ist stetig.

Zeigen noch || f| = |al. Sei zo € C[0, 1] mit 2¢(t) = ﬁ vi

[e7e%
= flaoll = 1= 1] > |f(x0)| = \m ~ o

X ={z:[0,1] — K : z stetig} mit der Norm ||z|; := f |z(¢)|dt und

A: X — X gegeben durch: (Az)(t) :=tz(t) V¢ € |0, 1]
Offenbar ist A linear und

Az, = f [ (t)]dt < f [z(®)]dt = [lzf, = [[A]l <1
Annahme 3 xo €X, mlt ||:v0||1 =1, sodass ||Azo|; = 1. Dann wére

1= ||Azollr = fﬂxo )|dt = f |zo(t)|dt = [|zol[1 = 1
0

= f(t — D]zo(t)|dt =0 4 (t —1) <0 auf [0,1] und < 0 auf [0,1)
0
Setzen xn(t) = (n+ 1t (t€[0,1]) = z, € X und |z,]|1 = 1, sowie

n+1
Az, = fl (n+ 1)t +2|dt = ——

—— 1= |4 =1
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4) X =Y =C[0,1], M := {z € X : x stetig differenzierbar}. Fiir x € M sei
d
Az)(t) == —x(t
(Az)(t) = Lal)

= A: M — Y ist linearer Operator. A ist unbeschrinkt, denn fiir =, € M
mit x,,(¢) := t" gilt

nll=1 = t
o lleall =1 (o] = max lo(o)]
o Az, (t) =nt"1 = ||Az,||=n —— o0

(5) X = C!0,1] linearer Raum der stetig differenzierbaren Funktionen auf [0, 1]

mit
[zllor = llzllc + 2"l d
Y =C[0,1],A: X =Y sei (Az)(t) :== —=x(t)

dt
d
lzllc = ll2’llc < llzllor = Al <1, d-h. - : € — C st stetig.

(6) X,Y normierte Riume, A: X — Y linear. Setzen
]l := llzl x + [[Az[ly
= (X, || - ||) ist normierter Raum und
lAz|ly < |lz||= A : (X,|| 1) = (Y, ]| - ||lv) ist beschrénkt.

(7) X,Y normierte Riume mit dim X = n < oco. Dann ist jeder lineare Operator
stetig.

(8) H sei Hilbertraum, y € H fixiert und f : H — K definiert durch
f(z) == (z,y) (v € H) = f ist lineares Funktional. Mit Hilfe der Schwarz-
schen Ungleichung folgt fiir beliebige x € H

[f (@)l = [(z, )| <ll=[l[lyll, also [[f[| <[yl
Wiahlen z = |L (wenn y # 0) und erhalten |f(z)| = |(z,y)| = |ly||, also

yll
£ = llyll.

Satz (3.1-10) (Riesz). Sei H Hilbertraum. Fiir jedes lineare, stetige Funktional
f gibt es ein eindeutig bestimmtes y € H, sodass

f(z)=(z,y) V2 € H.

Beweis. Eindeutigkeit: Seien y,y’ € H mit f(z) = (z,y) = (z,y) Va € H

= (z,y—y)=0VeeH=y-y,y—y)=0=y —y’:O,d.h.y:y’.
Existenz: Sei f # 0. Die Menge H; := ker(f) := {z € H : f(x) = 0} ist linearer
abgeschlossener Teilraum von H und H; # H. Sei H2 = Hi,d.h. H=H, ® H,.

Wegen Hy # H ist dim Hy > 1.
Zeigen dim Hy = 1. Sei 29, 29 € Ha. Setzen z := f(z1)20 — f(22)21 = z € Ho
Andererseits gilt f(z) = f(z1)f(22) — f(22)f(21) = 0=z € H;.
Da H = Hy @ Hy = z = 0 = 21, 23 sind linear abhéngig, damit folgt die Behaup-
tung.
Je € Hy mit |le]| =1, sodass V z € Hy 3 X € K mit z = \e. Da H = H; & H» gilt
Vee H3I o' e H, M€K, sodass . =z’ + Xe
= (z,e) = (2' + de,e) = (2',e) + Ae,e) = A

——

=0 =1

f(x) = f(a" +Ae) = f(2') + Af(e) = 0+ (z,€) f(e) = (x,y), wobei y := f(e)e. [
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Folgerung (3.1-11). Fiir einen Hilbertraum H sind H und H* (Raum der linearen,
stetigen Funktionale auf H, (3.2-5)) isometrisch zueinander

H3y = feH | flu = ol

Achtung: diese Zuordnung R ist zwar additiv, aber im Fall K = € nicht homogen,
da (z, A\y) = M(«,y) (sesquilinear).

3.2 Der Raum der linearen, stetigen Operatoren

Bezeichnung (3.2-1). Seien X,Y normierte Rdume iiber K. £(X,Y") bezeichne
die Menge der linearen, stetigen Operatoren A : X — Y von X nach Y.
(Falls Y = X, schreibt man £(X), statt £(X, X))

Hilfssatz (3.2-2). Seien A, B € £(X,Y) und X € K. Durch die Operationen
o (A+ B)(x):=Ax+Bx Yz eX
e MN)(z) =Xz VzeXVIeK

wird £(X,Y) zu einem K-linearen Raum.

Beweis. Bekanntlich sind A + B, AA wieder lineare Operatoren von X nach Y.
Zeigen, dass diese stetig beziehungsweise beschriankt sind:

(x)  — A+ Bzl = |Az+ Bzl < [lAz| + || Bz|
< Al + 1Bzl < (LAl + 1B}
= (A + B) stetig
(o) — QA = Az < Al Az|
< AlAf
= AA stetig
O
Satz (3.2-3). Sei A € £(X,Y). Der Ausdruck
[All == sup [|Az]|
[l <1
ist eine Norm auf £(X,Y"), genannt Operatornorm.
Beweis. Klarist [[A] >0 VA€ L(X,Y)
0=||A| & ||Az|]| =0 Vz:|z[| <1< ||Az||=0 Ve X
(:E/lf”u (x#O)) SAr=0VreXoA=0
() 52 A < AL ¥ 4 ¥ A Fiir A 20 gite 4] = | 50| <[5 ha
= [AAI < [AA]F = IAA] = [A[[[A]
(3.1-8)
() = 4+ B] < 4] +|B] O

Satz (3.2-4). Der normierte Raum (£(X,Y),||-||) ist genau dann ein Banachraum
(d.h. er ist vollstindig in der Operatornorm), wenn Y ein Banachraum ist.
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Beweis. 1) Sei £(X,Y) vollstindig = Y vollstindig (siehe Satz (3.7-20))

2) Sei Y vollsténdig und A, € L(X,Y) (n=1,2,...), sodass {4, },>1 eine Funda-
mentalfolge ist (in der Operatornorm) = Ve > 03 ng : |Apn—Anl <& Vn,m > ng
Fiir z € X fixiert folgt ||Apz — Apz|| < [|An — Anllllz]| < ellz|| ¥V n,m > ng (+)
= {A,z},>1 ist eine Fundamentalfolge in Y.

Da Y vollstindig dy €Y : A,z r, Y

n—oo

Da y durch z € X eindeutig bestimmt ist, erhalten wir eine Abbildung A: X — Y
mit Ax =y
= A()\1$1 + )\21‘2) = lim An(/\lacl =+ )\QLUQ)
Agn. )\1 lim An-rl —|—)\2 lim Anl‘g
n—oo n—oo
= MAx] + A Axs

Wegen ||| An] — [|Anll < |An — Al = {l|An]|}n>1 ist Fundamentalfolge in R
= {||An]|}n>1 ist beschrankt, d.h. 3¢>0:||4,||<C Vn=12,...
= Az Y2 lim |Anz] < Cllz]| Vo e X = A€ L(X,Y)
Zeigen: ||A, — A|| —— 0:
Lassen in (+) m — oo : [[Apz — Az|| < ellz|| Yz € X Vn>ng

= ||A, —A||<e Vn>nyg= A, LAY 4o Behauptung O

n—oo

Folgerung (3.2-5). Fir Y = K (K =R oder C) ist der Raum £(X,K) der linea-
ren, stetigen Funktionale f : X — K ein vollstandiger, normierter Raum.
L(X,K) heift der zu X duale Raum. Bezeichnung: X*.

Bemerkung (3.2-6). Man kann in £(X,Y) folgende drei Konvergenzbegriffe er-
klaren:
Sei 4, € L(X,Y) (n=1,2,...). Die Folge {A,,} heifit gegen A € L(X,Y)

e normkonvergent, wenn gilt:

[An = Al ——0

e stark konvergent, wenn gilt:

|Anx — Az|| —— 0V 2 € X (punktweise konvergent)

e schwach konvergent, wenn gilt:

|f(Anz) = f(Az)| —— 0V fEY", VoeX

Bemerkung (3.2-7). Wegen
|f(Anz) — f(Az)| < [|fIlI| Az — Az|| < [ fI[I|An — Allll]|

folgt aus der Normkonvergenz die starke Konvergenz und aus dieser die schwache
Konvergenz von {A4,}.
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3.3 Das Prinzip der gleichméiftigen Beschrinktheit

Lemma (3.3-1). Seien X,Y normierte Rdume und () # F C £(X,Y) eine Familie
linearer, stetiger Operatoren, die auf X punktweise beschrankt ist, d.h.

sup ||Az|| <oV z € X.
AcF

Existiert eine abgeschlossenen Kugel
K:=K(*r)={zeX:|z—a <r}
sodass die Menge
M(z*,r) :={||Az|: Ae F,z € K} (CR)

beschrankt ist, so gilt:
sup || 4| < oo.
AeF

Beweis. Nach Voraussetzung existiert ein ¢ > 0: [|[Az[| <¢c VAe FVz e K.
Sei z € X mit |z||=1=Z:=rc+2* € K
= ¢ > [|[Az]| = [|A(re + 27| = [[rAz + Az™[| = r||Az]| - [| A"
= ||Az|| < =(c+ |[|[Az"||) = const ¥V x € X mit [jz]| =1
r
= ||A]| < const YVAeF = sup ||A|| <o O
AeF

Hilfssatz (3.3-2). Sei A € L(X,Y),K = K(x¢,70) (abgeschlossene Kugel) und
r1 € K(x0,70) und [|[Azy|| > n (n € N), sowie § > 0 beliebig. Dann existiert ein 7
mit 0 <7 <§:K;q:=K(x1,r1) CKund ||Az|| >nV 2z € K;.

Beweis. Bekanntlich 374 >0: K(z1,7]) C K.
Azl —
Wihlen nun 0 < r{ < ”Tﬁﬂ”n und z € X : ||z — x| <7l
= [[[Az|| = [[Az ||| < [|Az — Azq || < [[Allllz — 24| < [JAlIrY < [[Az1]| = n
= —([[Az1]| — n) <[ Az — [[Az:[| = n < || Az|
Setzen ry = min(ry,r7,d) o o
=n < ||Az|| ¥z € K(x1,71) und weiterhin gilt K(z1,7) C K O

Theorem (3.3-3) (Prinzip der gleichméftigen Beschrinktheit). Seien X
ein Banachraum und Y ein normierter Raum. Ist eine Familie 7 C £(X,Y) auf X
punktweise beschrinkt, so ist F gleichmafig beschrinkt, d.h.

sup ||A]l < o0
AeF

Beweis. Annahme: sup ||A]| = oo. Sei xp € X, 79 > 0 beliebig
AeF

= Die Menge M (z¢,70) aus Lemma (3.3-1) ist unbeschréinkt

= duz € thK(ZL'o,To) JA e F: ||A1.’E1|| >1

(Nebenrechung: Wiére lz1 — 2ol =70, @), = Mezo+ (1= Ap)z1 0 < A <1, Ay — 0
= x}, € int K(xg,70) und ||z}, — z1]| = 0.

Da ||Aiz1|| > 1 und ||Aizp|| — A1zl = Iz, |4zl > 1)

1 -
Aus Hilfssatz (3.3-2) folgt 30 < r; < 3 K(x1,m) C K(zg,r0) und
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|Aiz|| >1 Vo€ K(z,rm). _
Da wieder die Menge M (x1,71) unbeschrénkt ist, 3 xo € int K (x1,71),
dA, € F: ||A2172|| > 2

1
Aus Hilfssatz (3.3-2) folgt wieder 30 < rg < min <7"17 22) :

K(x2,72) C K(21,71)
und ||A2£L'H >2 Ve F(Z‘Q,Tg) o
Fortsetzung des Verfahrens liefert abgeschlossene Kugeln K (z,,,r;,) mit
1 — _
0<r, < on und K(zp41,7n+1) € K(2p,r,) und Operatoren A, mit
|Anz|| >n V2 € K(zn,mm) o
Nach Satz (1.7-3) (Intervallschachtelung) 3 z* € K(x,,1,) Vn=1,2,...
= ||Apz*]| >n Yn=1,2,...= F ist auf «* unbeschrinkt / = Behauptung O

Folgerung (3.3-4). Seien X,Y wie in Satz (3.3-3) gewéhlt und A,, € L(X,Y)
(n=1,2...). Wenn fiir jedes z € X der Grenzwert

Az := lim A,x

n—oo

existiert (starke Konvergenz von {4, } gegen A), soist A € £L(X,Y) und

[|A|l < liminf[|A,| < +oc.

Beweis. Offenbar ist A linear.

Aus ||Az|| = lim [|A,z| folgt sup ||A,z|| < oo V z € X. Aus Satz (3.3-3) folgt
dann 3¢ >0: |4, <c (<o) Vn=12,...

Aus [[Anz|| < [[Ap|l]lz]| folgt [[Az] = lim [[Anz] < liminf |[A,[[z] < ¢flz| und
damit ||A|] < liminf||A4,] < oo O

Satz (3.3-5) (Satz von Banach und Steinhaus). Seien X,Y Banachrdume,
D C X dichte Teilmenge in X und A4, € £(X,Y) (n=1,2,...). Damit gilt:
Die Folge {A,} konvergiert genau dann stark gegen A € £(X,Y), wenn erfiillt ist:

(1) sup||An] < o0

(2) {A,2'}°2, ist Fundamentalfolge V 2’ € D.

Beweis. Sei (1) und (2) erfiillt. Da D= X gilt Vo2 € X Ve >0
Ja'eD:|z—2| < %, wobei ¢ = 2sup || 4,]|-

Da {A,, 2’} eine Fundamentalfolge ist, existiert ein ng, sodass
|[Ana' — Apa|] < % YV n,m > ng

Zeigen: {A,x} ist Fundamentalfolge in Y.
|Anx — Ap x| |Anz — Apa’ + Apa’ — A’ + Ay’ — Ap|

< Anllllz = 2'|| + [Anz” — Ana"[| + | A l]|2" — 2]
< clz=2|+ =
2
e €
< —4+=-=¢e Vnm>ng

Da Y vollstandig ist, existiert ein Az € Y, sodass gilt Az = lim A,z V x € X.

n—oo

Mit Folgerung (3.3-4) folgt die Behauptung. O
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Anwendung (3.3-6) (Konvergenz von Quadraturformeln). Zur niherungs-
weisen Berechnung bestimmter Integrale benutzt man sogenannte Quadraturfor-

meln: , .
/x(t)dmZAg%(t;”)), (1)
a k=0

wobei a =t < 1" < . <t <t = b ist.

Beispiel: Rechteckformel.

£ :a+il(b—a) (h=0,....n)

b _

/ Z (™), d.h. A(")—b_a (k=0,....,n—1) A™M =0

n

Behauptung (Szego) Die Quadraturformel (1) konvergiert genau dann gegen

f (t)dt V x € Cla,b], wenn gilt:

(1) sup 3 |4 < o0
n k=0

(2’) Die Formel konvergiert fiir jedes Polynom.
Beweis. Wir betrachten auf X = Cla, b] die Funktionale
falz) = z At f(a) = fbx(t)dt. Man kann zeigen: || f|| = 33 ]A|. (1) ist
also die Voraussetzung (1) von §atz (3.3-5) und (2’) entsprechend dort (2)

= fulz) —— f(z) YzeX.
(siehe auch Fichtenholz, Band II) O

Aufgabe (3.3-7). Sei X = C¢|0, 1] (komplex-wertig) und
0=ty <t; <...<tp1 <t, =1 fixierte Punkte, sowie o, € C (k = 0,...,n).
Betrachten f: X — C gegeben durch f(x) = Z ax(tr). Zeigen Sie:

k=0

(1) f ist ein lineares, stetiges Funktional.

@) 1l = 3 lol
k=0

3.4 Invertierbarkeit von Operatoren

Definition (3.4-1). Seien X,Y,Z normierte Rdume, A : X - Y, B:Y — Z
Operatoren. Der Operator BA : X — Z gegeben durch

(BA)(z) =B(Az) VzeX
heifit das Produkt von B und A (Operatormultiplikation).
Aufgabe (3.4-2). Zeigen Sie:
(a) Das Produkt ist assoziativ

(b) Sind A€ L(X,Y) und B € L(Y,Z), soist BA € L(X,Z) und
IBA[l < [IBII[IA]

(c) Die Abbildung P : L(Y,Z) x L(X,Y) — L(X, Z) gegeben durch
P(B,A) = BA ist linear und stetig.
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Definition (3.4-3). Seien X, Y normierte Radume. Der Operator V : Y — X heifit
der zum Operator A : X — Y inverse Operator und A invertierbar (beidseitig),
wenn gilt:

VA=1Ix bzw. AV =1y (Ix, Iy identische Operatoren auf X bzw. Y)
Bezeichnung: V = A~}
Aufgabe (3.4-4). Zeigen Sie:
(a) A7!1:Y — X existiert genau dann, wenn A : X — Y bijektiv ist.
(b) A~!ist eindeutig bestimmt
() Mit A: X — Y ist auch A=!:Y — X linear
(d) Sei A: X — Y linear. Dann ist der Kern von A, d.h. die Menge
ker A :={z € X : Az =0},
linear in X
() A: X — Y linear. Dann gilt:

ker A = {0} < A injektiv

Definition (3.4-5). Seien X, Y normierte Rdume. Der lineare Operator A : X — Y
heifit stetig invertierbar, wenn A=! : Y — X existiert und stetig ist. GL(X,Y)
ist die Menge der Operatoren A € £(X,Y), die stetig invertierbar sind, d. h. fiir die
A7t e L(Y, X) ist.

Aufgabe (3.4-6). Zeigen Sie:
(a) (L(X),+,) ist ein Ring mit Einselement

(b) (GL(X),-) ist eine Gruppe.

Lemma (3.4-7). Seien X,Y normierte Rdume. Der lineare Operator A : X — Y
ist genau dann stetig invertierbar, wenn gilt:

(a) Y =im A (A ist surjektiv)
(b) Im>0:[Az| >ml|z]|Vze X

Beweis. 1) Sei A stetig invertierbar, d.h. A1 € £(Y, X). Damit ist A bijektiv und
somit surjektiv.

A~ stetig = A7y < [|[A7Y[ly]l Yy e Y.

Sei # € X beliebig, y = Az = [|lz[| = A~ y[| < [A7[lyll = A7 [ Az|

= ||[Az]| > ——]|z|| Ve e X
Il 2 el

2) Seien (a) und (b) erfiillt. Sei « € ker A, d.h. Az = 0. Aus (b) folgt

0= ||Az|| > m|jz|| > 0= ||z|]| = 0= 2 = 0 = A injektiv.

Mit (a) folgt dann A ist bijektiv = 3 A~1: Y — X, linear.

Sei z = A~y (y € Y). Mit (b) ergibt sich m/|z| = m|A~ty| < ||Az| = ||y

1
= Ay < =yl YyeY = A! stetig. O
m
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Satz (3.4-8). Sei X ein Banachraum und A € £(X). Wenn ||A|| < 1, so ist der
Operator (I — A) € L(X) stetig invertierbar und

(o)
(I-A)~'= Z A" (konvergent in Operator-Norm, Neumann’sche Reihe).

n=0

Auflerdem ist )

I =AM < 57
1—[|A]
Beweis. Da X ein Banachraum ist, folgt, dass £(X) ein Banachraum ist. Da

o) o)
A" < |JA|I™ < 1 folgt > ||A™|| konvergiert = > A™ ist absolut konvergent
n=0 n=0

in £(X) = > A" konvergiert in Operatornorm, d.h. 35 € L(X): S = > A",
=0 n=0

d.h. kioAk - SH —— 0= |4 — 0.

Zeigen: S = (I — A)~%.

Setzen S, = 32 AR = (I — A)Sy, = S(I — A) = [ — An+
Fiir n — oc: ]E?(L A)S = S(I — A) = I = Behauptung

ISl < X llAM < X llAlF
k=0 k=0

ln—o ln—o0
1
S -
151l 1 T4l
= |I-A)7 < —rn O
=47 < 1=

3.5 Das Theorem vom abgeschlossenen Graphen

Definition (3.5-1). Seien X, Y normierte Rdume, D(A) C X eine lineare Teilmen-
ge. Der lineare Operator A : D(A) — Y heifst abgeschlossener Operator, wenn

aus x,, € D(A) mit z, X,z € X und Az, Y, y €Y stets folgt:
1) z € D(A)
2) Az =y.

Folgerung (3.5-2). Der lineare Operator A : D(A) — Y (D(A) C X) ist genau
dann ein abgeschlossener Operator, wenn der Graph von A, d.h. die Menge

Graph(A) := {(z, Az) : x € D(A)},
in X x Y abgeschlossen ist.

Beweis. Sei A abgeschlossener Operator und (z,,, Ax,) € Graph(A) (n=1,2,...)
mit (2, Az,) XY, (x,y) €e X xY

n—oo
= 1, z, Az, X, y (koordinatenweise Konvergenz), da A abgeschlossen ist,
folgt 1) z € D(A), 2) Az =y = (z,y) € Graph(A) = Graph(A) ist abgeschlossene
Menge in X x Y.
Sei Graph(A) abgeschlossen und z,, R (xn, € D(A)), Az, Xy
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= (zp, Azp) ¥, (z,y) = (x,y) € Graph(A4), d.h. x € D(A4), y = Az
———
€Graph(A)

= A ist abgeschlossener Operator. O

Folgerung (3.5-3). Jeder lineare, stetige Operator A : X — Y (hier D(A) = X)
ist ein abgeschlossener Operator.

Beispiel (3.5-4). X =Y = C[0,1], ||| = m{g)ﬁ |z ()]
telo,

D(A) = {zr € X : x stetig differenzierbar}
d

D(A) C X lineare Teilmenge und A = FTiing A : D(A) — Y ist ein linearer

Operator.
Behauptung: A ist ein abgeschlossener Operator.

Beweis. Sei z,, € D(A) mit z, Xre X, yp = Az, Y, yey
t

= 2, (t) = [ yn(7)d7 4+ 2(0). Da y,(t) = y(t) auf [0,1] (gleichmékig)
0

= zyn(T)dT = Jy(T)dT auf [0, 1] = z,(t) = z(t) auf [0,1] und

2, (t) = 2(0) + Ofyn(T)dT = Ofty(T)dT + 2(0) auf [0, 1]

= x(t) =

o &

y(t)dr + x(0) = z € D(A) und Az =y. O

Folgerung (3.5-5). Ist A : D(A) — Y (D(A) C X) injektiv und ein abge-
schlossener Operator, so ist A=! : im A — X ein abgeschlossener Operator (hier
D(A™Y) =im A)

Beweis. Seiy, € D(A7!Y) (n=1,2,...) mit y, Yoyey Ay, Srex

= da y, € im A existieren x,, € D(A) so, dass y, = Az, (n=1,2,...)

= Az, 5 yund z,, = A~ (Az,) = A Yy, R

Da A ein abgeschlossener Operator ist, folgt 1) z € D(A), 2) Az =y
=ycimA=DA ) und A ly=A"1(Az) ==

= A~ ist abgeschlossener Operator. O

Theorem (3.5-6) (Satz von Banach iiber den abgeschlossenen Graphen).
Seien X, Y Banachrdume und A : D(A) - Y (D(A) C X) ein linearer, abgeschlos-
sener Operator. Wenn D(A) = X, so ist der Operator A : X — Y ein stetiger
Operator, d.h. A € L(X,Y).

Beweis. Zeigen: Aus x, — 0 = Ax, — 0 < Das Funktional f: X — R gegeben
durch f(x) = ||Az|| ist in zy = O stetig.
Priifen, ob (a), (b) aus Satz (3.5-11) erfiillt ist.
m () Jim f(Ax) = lim || AQ\)| = lim [A[[[Az]| = 0 ¥ 2 € X
zu (b) Sei x, € X (n=1,2,...), S = D Tk, Sn X reX.
k=1 n=eo
Wenn > f(z,) = oo folgt (b)

n=1

Sei > f(zn) = Y ||Azy]| < 00 = > Az, ist absolut konvergent in Y.
n=1 n=1 n=1

Da Y ein Banachraum ist, folgt >  Ax, konvergiert in Y.

n=1
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o0 n
Sei y = > Asp, = Az, = Y Axy, R y. Da A ein abgeschlossener Operator ist,
n=1 k=1

folgt (z € D(A) = X), Az =y
I (E e (E - -

k=1 n=1
= (b) erfiillt.
Aus Satz (3.5-11) folgt, dass f in 2o = 0 stetig ist und damit ist auch A : X — Y
stetig. [

> Az,
n=1

< 5 Azl = £ (o)

Bemerkung (3.5-7).

1) In (3.5-6) muss Y nicht unbedingt ein Banachraum sein, denn man kénnte das
Problem in der Vervollstdndigung Y von Y betrachten, d.h. A: D(A) — Y.

2) Statt X = D(A) kann man auch nur D(A) abgeschlossen in X voraussetzen.

Definition (3.5-8). Sei X ein normierter Raum. Das Funktional f : X — R heifit
halbadditiv, wenn gilt:

flx1+22) < f(z1) + f12) VX100 €X
Ist f(x) >0V x € X, so heifit f nichtnegativ.

Beispiel (3.5-9). A: X — Y linear. Dann ist f : X — R gegeben durch
f(z) = [|Az|| (z € X)

nichtnegativ und halbadditiv.
Hilfssatz (3.5-10). Sei f : X — R halbadditiv und nichtnegativ. Dann gilt:

(@) [f(z1) — f(x2)] < max{f(21 —@2), fx2 —21)} V712 € X

(b) Ist zusétzlich f(0) = 0, so ist f auf X genau dann stetig, wenn f in o = 0
stetig ist.

Beweis. zu (a): f(z1) = f((z1 — 22) + x2) < f(x1 — T2) + f(72)

= f(z1) — f(z2) < f(z1 — x2). Zyklisches Vertauschen von z und y liefert:

f(z2) = f(z1) < f(z2 — 1) = Behauptung

zu (b): Sei f in g = 0 stetig und z, € X (n=1,2,... ) mit x,, —z € X

=z, —2—0= f(z, —2)—0

= [f(zn) = f(2)] < max(f(zn —z), f(z —2n)) —— 0 O

n—oo

Satz (3.5-11). Sei X ein Banachraum und f : X — R ein nichtnegatives Funktional
mit folgenden Eigenschaften:

(a) )l\ii%f()\x):OVxeX()\E]K)

(b) Fiir jede in X konvergente Reihe Y z, gelte:

F(Z @) < 3 flea)

M8

1

Dann ist f ein halbadditives, stetiges Funktional.
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Beweis. Offenbar folgt aus (b), dass f halbadditiv ist. Aus (a) folgt

F(0) = lim f(A0) =0.

Zeigen nun, dass f in 0 stetig ist.

Sei r > 0 beliebig und A(r) :={z € X : f(x) + f(—z) <r} = 0 € A(r) und aus
x € A(r) folgt —z € A(r), d.h. A(r) ist zu 0 symmetrisch. Fiir ¢ > 0 und z € X
beliebig folgt aus (a):

3n:f<71lx> ,f(—x><2
ﬁ%xeA(a), d.h.f( )—i—f(—m) <e= 2z €nlAle), dax:n(ix) ist

= X = {J (nA(g)). Da X als Banachraum eine Menge 2. Kategorie ist, kdnnen

n=1
nicht alle Mengen (nA(e)) nirgends dicht sein, d.h 3 m € N : mA(e) ist nicht
nirgends dicht, d.h. int (mA(e)) # 0. Nun ist int (mA(e)) = mint (A(e)) (Nach-
rechnen!) = int (A(e)) # 0
Nachrechnung: Sei ) # A C X (X normierter Raum) und fiir a € K setzen wir
aA :={aa:a € A} = aus A C B folgt aA C aB, (aA) A (a#0)

Dann gilt:

1) aAd =aA
2) int(aA) = aint(A)
3) int(aA) = aint(A)

. Da A(e) dicht in A(e) liegt,
( ) und r(e) < e ist.

= Jxp € Ae), m(e) > 0: K(xp,r'(e)) C
Iz € A(e), r(e) > 0, sodass K (zg,r(e)) C
Zeigen: K := K(0,7(g)) C A(2¢).
Seix € K = z+xg € K(xo,r(¢)) C A(e) = in jeder Umgebung von x + x( existiert
ein Punkt 2’ 4+ 29 € A(e)
= f(@) + f(=2)

= f(2'+x0—x0) + f(—2" — 20 + 20)

< F@ +x0) + f(—z0) + F(—a’ — x0) + [(o)

< 2e=a' € A(2)

=1z A(2) = K C A(2)

Zeigen nun: V x € K gilt: f(z) < 4e.

Sei A(e) := K N A(2¢). Wegen K offen und K C A(2¢) folgt A(e) D K (d.h. A(e)

liegt dicht in K, siehe (1.5-22)(c))

= VeeK3Iz €eAle):z—nm K (O,r (E)), wobei (5) entsteht wie oben
2 2

r(e), d.h. auch r (g) < %) = daxyc A (f) mit x —x1 — 29 € K (O,r (%)) usw.

= Vn=12,.. Hxn€A< _)undm—kaeK@r(;))mit

5
r(5n) < o x_zxk
Fiirn — oo ¢ = an

n=1
Aus (b) folgt

fla) = f(an> > flan) > (f@n) + f(—zn))
< Z% = 25%27}1 = 4¢

= f in O stetig = Behauptung. - O

_2n

IN
IN
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Satz (3.5-12) (Satz von Banach iiber den inversen Operator). Sei X ein
normierter Raum und sei Y ein Banachraum, sowie A : X — Y ein linearer, stetiger
Operator (d.h. A € L(X,Y)). Wenn A : X — Y bijektiv ist, soist A=} : Y — X
linear und stetig, d.h. A=! € £(Y, X).

Beweis. Folgerung (3.5-3) liefert, dass A ein abgeschlossener Operator ist. Mit
Folgerung (3.5-5) folgt A~! ist abgeschlossener Operator. Da Y =im A = D(A™!)
folgt mit Theorem (3.5-6), dass A~ stetig ist. O

Folgerung (3.5-13). Seien (X, || - ||;) (¢ = 1,2) Banachraume. Folgt aus
|xn — x|t —— O stets ||z, — x||2 —— 0, so sind die Normen || - ||; und || - ||2

zueinander dquivalent ((1.2-10), (2.1-15), (2.1-19)).

Beweis. Sei [ =idyx : X — X, Iz = z. Betrachten I : (X, |- |l1) — (X,] - ||2)- Aus
Voraussetzung folgt: I ist stetig, d.h. e > 0: ||z|2 < eafjz|y V2 € X.
Da I bijektiv ist folgt mit Satz (3.5-12): I = I—1: (X, | -[]2) — (X, - |l1) ist stetig,

dh. Fe>0:|z|h < C—||:vH2 = cflz) < |zl L eollzly YVzeX O
1

Aufgabe (3.5-14). Seien X,Y Banachrdume und A : X — Y ein linearer Opera-
tor, sowie Y; C Y* eine Menge linearer, stetiger Funktionale f : ¥ — K, die die
Punkte von Y trennt (d.h. Vy; #y2 3 f € Y5 : f(y1) # f(y2))- Man zeige:

Sind die Abbildungen g : X — K gegeben durch g(z) = f(Ax) stetig V f € Y, so
ist A stetig.

Bemerkung (3.5-15). Mit Hilfe des Satzes (3.5-11) kann man auch das Prinzip
der gleichméaftigen Beschranktheit fiir {A,} beweisen: Sei also X Banachraum, Y
normierter Raum, A, € £(X,Y) mit sup ||[4,z|| < +oo ¥V z € X. Dann folgt:
sup [l 4| < oo.

Beweis. Setzen f(z) =sup ||A,z| (x € X) = f(x) > 0.
Zeigen: f erfiillt (a), (b) aus Satz (3.5-11).
zu (a): [|[An(A2)]| = [l Anz]] < [Asup |Anz] = 0 < f(A2) < [Alf(2) -— 0

zu (b): Sei > xj konvergent
k=1
@ () = [ Ao
k k

= 7 (S ) < S o). ) geeist
k k
= fstetigauf X = flire=13§>0:0< f(x) <1 VzeX mit |z <o
= [|Apz|| <1 Vo e X mit [z <d Vn=1,2,...
Fiir beliebige 2’ € X mit ||2’|| = 1 folgt [|A,(d2")]| <1 Vn

=>|\Anx’||§*<ooz>HAn||<g vV n O

< Y l[Anzil < 2osup [|Anzi|
k kK n
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3.6 Faktorrdume und das Open-Mapping-Theorem

Bemerkung (3.6-1). Sei X ein linearer Raum, M C X ein linearer Teilraum (iiber
K =R, C). Durch
X y - yeM
wird bekanntlich auf X eine Aquivalenzrelation erklirt. Die zugehdrigen Aquiva-
lenzklassen sind von der Gestalt
[ i=x4+ M :={zx+2:2€ M}

Da die algebraischen Operationen von X mit dieser Aquivalenzrelation vertriiglich
sind, kann man diese auf die Faktormenge

X/M :={[z]:z € M}
tibertragen. Fiir o, 8 € K, [z], [y] € X/M sei:

alz] + Bly] = ez + Byl.
Damit wird X/M zu einem K-Vektorraum.

Folgerung (3.6-2). Die Faktorabbildung (kanonische Abbildung) ¢ : X — X/M

mit p(x) = [z] (z € M) ist linear.

Folgerung (3.6-3). Sei (X, | -||) ein normierter Raum, M C X ein linearer Teil-

raum. Der Ausdruck [|[z]||x/ar := 1éll\f/1 |z + 2| ist genau dann eine Norm (Faktor-
z

norm genannt) auf X/M, wenn M in X abgeschlossen ist. (X/M, || - ||x/ar) heifit
Faktorraum.

Beweis. Sei x € X. Offenbar ist ||[z]||x/y = dist(z, M) := inf [z — (=2)]|

neM
(Abstand = von M) (siehe (2.1-21), (1.5-12), (1.5-15))
Offensichtlich ist ||[z]|| >0 V [z] € X/M
reM&dist(z, M) =0« ||[z]| =0« [r] =0 x € M = M ist abgeschlossen
weitere Eigenschaften: [z], [y] € X/M, z € M

le+y+z] = (z+;z)+(y+;z>H < aer%z +Hy+;z
| inf

e+l

el + Wl < Nl + Il
Sei [z] €e X/M, ze M, Ne K= Xze M
Il = Al < A 1 Azl = [N + 2|
= 1Ale])| < NIl Y o] € X/ Y A € K
Sei A £ 0:
el = 370 = |32l <5 1
= [\l < 1Al = 1) = 6] 0

Folgerung (8.6-4). Sei X normierter Raum, M C X abgeschlossener Teilraum.
Dann ist die kanonische Abbildung ¢ : X — X /M eine lineare, stetige und offene
Abbildung. (letzteres heifst: Aus U C X offen = ¢(U) ist in X/M offen)

Beweis. Stetigkeit: ||po(x)| = ||[[z]]] < ||z|| = ¢ stetig.
Sei U C X offen und [z¢] € ¢(U) = [x0] = ¢(x0) € o(U) = Fug € U : [x] = [uo].
Da U offen und ug € U 3 K := K(ug,r) : K CU
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Zeigen: [K] = K ([uo],r) C (U
Sei [z] € [K], d.h. ||[z] — [u0]||X/M<r:> JzeM: |z —ug+z|<r
= r+zeK=r]=[r+2 € p(K)Col)=[K] C )

= [xo] = [uo] ist innerer Punkt von ¢(U) = ¢(U) offen = Behauptung. O

® stet1g

Bemerkung (3.6-5). G C X/M offen
¢ HG) C X offen © suriellfy, offen C X/M offen.

~1(G) C X offen und

Beweis. Sei G € X/M mit ¢~ !(G) offen in X. Da ¢ eine offene Abbildung ist,
folgt (¢~ (G)) ist offen in X/M.
—_———

surj.

G
O

Satz (3.6-6). Sei X ein normierter Raum, M C X abgeschlossener Teilraum. Wenn
X ein Banrachraum ist, so ist X/M auch ein Banachraum.

Beweis. Sei Z [z,] in X/M absolut konvergent, d.h. Z lzn]]] < oo
n=1

1
Eigenschaft des Infimums: Vn=1,2,... 3z, € M : ||z, + 2| < ||[zn]l] + on

:»Z||xn+zn\|<2||xn ||+Z—<oo

%/—’H/—/

<oo <oo

oo
Z Zp + 2p) ist in X absolut konvergent.

Da X ein Banachraum ist, folgt 3s€ X :s= > (z, + 2)

n=1

(i (an ) = 5 plan 1) = 5 fou] 5% (s) = [ € X/01

k=1 k=1
= Z [xn] konvergiert in X/M.
Aus Satz (2.1-14)(b) folgt dann, dass X/M vollsténdig ist. O

Satz (3.6-7) (Open-Mapping-Theorem). Seien X,Y Banachriume, A € L(X,Y).
Wenn A surjektiv ist, d.h. im A = Y, so ist A eine offene Abbildung.
(aus U C X offen = A(U) C Y offen)

Beweis. Sei ker A := {z € X : Az = 0}. Da A stetig ist, ist ker A ein linearer,
abgeschlossener Teilraum von X. Daraus folgt, dass X/ker A ein Banachraum ist.
Sei A: X/ker A — Y gegeben durch A([z]) = Az (z € [z])

(wohldefiniert: 2 € [z], [z] = [2'] = A([z]) = Az’

Ist Az = Azt Az —2') =0z — 2’ €ker A & [z] = [2'])

Offenbar ist A linear und imA =im A =Y.

A ist stetig. Sei x € X, z € ker A = || Az|| = [[A(z + 2)|| < [[Al[|z + 2]

= || Afz]|| = [Az|| < [|Aflllz + 2| V 2 € ker A = [[Afz][| < [|All[|[]]

= [|A| < ||A]| < oo = A ist stetig.

Zeigen: A : X/ker A — Y ist injektiv

Betrachten ker A. Zeigen: ker A = {0}

Sei [z JckerA, d.h. Alz] = Az =0=>a2cker A= [2] =0

= A injektiv = A : X/ker A — Y ist bijektiv.

Aus Satz (3.5-11) folgt, dass A~' : Y — X/ ker A stetig ist
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~ A—1
= A ist offene Abbildung (G C X/ ker A offen “=2% (A~1)~1(G) offen in Y).

—_—
=A(G)

Nun ist A= Aoy : X — Y. Da ¢ offene Abbildung und A offene Abbildung

= A offene Abbildung. O

Folgerung (3.6-8). Sei X Banachraum, Y ein normierter Raum, A € £L(X,Y).
Wenn im A C Y ein vollstédndiger Teilraum ist, so ist A : X — im A eine offene
Abbildung und die Rdume X /ker A und im A sind linear homéomorph zueinander,
d.h.

X/ker A ~im A

Bemerkung (3.6-9). Seien X,Y Banachrdume und A € £(X,Y) bijektiv. Dann
sind die Sétze (3.5-12) (Satz von Banach iiber den inversen Operator) und (3.6-7)
(Open-Mapping-Theorem) gleichwertig.

Beweis. Sei A : X — Y offene Abbildung. Betrachten das vollsténdige Urbild
des inversen Operators auf der Menge G (A~1)71(G) = A(G). Da A eine offene
Abbildung ist, folgt, dass A(G) offen in Y ist. Damit ist A~! ein linearer, stetiger
Operator. O

Aufgabe (3.6-10). Seien (X,d), (Y, p) metrische Rdume und f : X — Y eine
Bijektion. Zeigen Sie: Wenn f : X — Y stetig ist und X kompakt, so ist
f~1:Y — X stetig. (Hinweis: Man zeige, dass f eine offene Abbildung ist.)

3.7 Die Fortsetzung linearer, stetiger Funktionale

Definition (3.7-1). Seien X, Y normierte Rdume, M7, My C X lineare Teilrdume.
Der Operator A : My — Y heifit eine Fortsetzung des Operators B : M} — Y,
wenn gilt:

1) My C M,
2) Ax=Bx VvV x € M
Umgekehrt heifst B = A|y, die Einschriankung von A auf M.

Satz (3.7-2) (Satz iiber die stetige Fortsetzung). Sei X ein normierter Raum,
Y ein Banachraum, sowie Ag : D(Ag) — Y (D(Ap) C X) ein linearer, stetiger Ope-
rator. Dann existiert ein linearer, stetiger Operator A : D(Ap) — Y als eindeutige
Fortsetzung von Ay auf D(Ap) mit [|A]| = || Aol-

Beweis. Sei z € D(Ap) = Fz, € D(4p) (n=1,2,...) mit x,, —— =
n—oo

= | Aozn — Aoznl| = [[Ao(@n — zm) || < [[Aoll[|zn — 2m | m

= || Aoz, ist Fundamentalfolge in Y.

Da Y vollstindigist 3y €Y : | Aoz, —y|| —— 0.

n—oo
Zeigen: y ist eindeutig durch x bestimmt,.

Sei z), € D(Ap) (n=1,2,...) mit 2}, » = Aoz, — v’
Betrachten || Aoz, — Aozl || < ||Aoll||zn — 2] —— 0=y =1 .
n—oo

Haben dadurch Operator A : D(Ap) — Y mit Az = y erhalten. Offenbar ist A
linear (nachrechnen!) und fir z € D(A) gilt mit z,, =2 Vn=1,2,...
= Az = lim Agx, = lim Agx = Agz = A ist Fortsetzung von Ay auf D(Ap).

n—oo

nl
n
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Zeigen: A: D(Ap) — Y ist stetig mit ||Al| = || 4o]|-

Aus [[Aozn |l < || Aolll|zn]l (zn € D(Ap)) und x, — = € D(Ap)

= | Az] < |ollllz]l ¥z € DIA) = A ist stetig mit ||A]l < || Aol
Andererseits gilt:

[ Aoll = sup [Aoz|| = sup [Az] < sup [ Az = [|A]
z€D(Ao), |lz]|<1 z€D(Ao), ||lz]|<1 z€D(A), ||lz||<1
= Behauptung O

Bemerkung (3.7-3). Konnen also stets annehmen, dass das Definitionsgebiet
D(A) C X eines linearen, stetigen Operators A : D(A) — Y in X abgeschlossen
ist.

Bemerkung (3.7-4). Sei X ein linearer Raum iiber € und F : X — C eine
Funktion. F' ist genau dann ein C-lineares Funktional auf X, wenn ein R-lineares
Funktional f: X — R existiert mit

F(z) = f(x) —if(ix) Vo e X. (%)

Beweis. 1) Sei (x) erfiillt. Offenbar ist F' additiv. Fiir z € X und o, € R be-
trachten wir
F((a+if)zr) = F(az)+ F(ifz)
—  flax) —if(iaw) + f(iBz) — if (—Bz)
of(x) —iaf(ix) + Bf(iz) +iBf(z)
— (@ +iB)[f(x) - if(ic)
= (a+if)F(x)
= F': X — C ist ein C-lineares Funktional.
2) Sei F' nun C-linear. Setzen f = ReF, f = ImF = F = f + ig. Offenbar sind
f,g : X — R R-lineare Funktionale auf X. Nun folgt aus F'(iz) = iF(z) sofort:
f(z) +ig(iz) = i(f(z) +ig(z)) = if(2) — g(2)
= f(ix) = —g(z) = F(x) = f(z) —if(iz) = Behauptung. O

Definition (3.7-5). Sei X ein linearer Raum (iiber K = R, C). Die Funktion
p: X — R heifst sublineares Funktional, wenn gilt:

(1) pz+y) <pl@)+ply) VayeX (vgl (3.58))

(2) plazr) =ap(z) Ve e X Va>0
(vgl. Beispiel (3.5-9): p(x) = ||Az||)

Hilfssatz (3.7-6). Sei X ein R-linearer Raum, p : X — R ein sublineares Funk-
tional auf X, My C X ein linearer Teilraum und zo € X \ My. Ist fo : My — R
ein R-lineares Funktional mit fo(x) < p(z) V & € My, so existiert ein R-lineares
Funktional f : M — R, wobei M = My + Rz ist, mit

f(@) = folz) VzeM
und
fle)<plx) VeeM (%)
(d.h. f ist eine Fortsetzung von fy auf M)

Beweis. Sei also M = {m + tzg : m € My, t € R}. Offenbar ist M 2 M, ein
linearer Teilraum, wobei gilt: Vz € M ' m e My, t e R : x =m + txg
(Annahme: x = my + t1xg = ma + taxg.

1
Fiir t; = t, = Behauptung. Sei nun t; # ty = 1o = ﬁ(ml —mgy) € My4 )
2 — 1
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Sei nun ¢ € R beliebig und fiir z = m + tzg € R setzen wir f(z) = fo(m) + te.
Offenbar ist f: M — R ein R-lineares Funktional mit f|, = fo.

Wollen nun ¢ so wéhlen, dass (x) von f erfiillt wird! Also muss gelten:

fm+txo) = fo(m) +tc < p(m +txg) = tc < p(m +txg) — fo(m) (xx)
Firt>0=c<p (% + :co) — fo (?) = wir miissen c also so wahlen, dass

¢ < 1€n](f/[ (p(m + xo) — fo(m)) =:b
meMo
Sei nun ¢ < 0: Multiplizieren (##) mit (—1) durch
= —tc > fo(m)—p(m+ txg) |: (=t)>0
m m
= c = fo ) P\ %o

Wir miissen also ¢ so wihlen, dass

¢z sup (fo(m) —p(m =) = a
meMo
Kann man beide Bedingungen gleichzeitig erfiillen? Ja, da aus

Jo(my +mg2) = fo(m1) + fo(mz) < p(my +ma) < p(my — xo) + p(ma + xo) folgt:
folm1 —p(m1 — x,) < p(ma + ) — f(ma) Vmis € My=a<b.
Wihlen also a < ¢ < b = Behauptung O

Bemerkung (3.7-7). Ist a < b, so kann man unendlich viele Fortsetzungen von fy
auf M konstruieren.

Satz (3.7-8) (Hahn-Banach, reeller Fall). Seien X,p, My und fy wie in Hilfs-
satz (3.7-6). Dann existiert ein R-lineares Funktional F' : X — R mit

F(z) = fo(z) V€ M,

und
Fz)<px)VaxeX

(d.h. F ist eine Fortsetzung von fjy auf ganz X)

Beweis. (mit Zornschem Lemma (A-8))

Sei 2 die Menge aller R-linaren Funktionale g : D(g) — R (D(g) C X), die Fortset-
zungen von fy sind und die Bedingung g(x) < p(z) V z € D(g) erfiillen. Offenbar
gilt fo € 2.

Fiir g,h € 2 setzen wir

g=h 2L h st Fortsetzung von g (dies ist eine Halbordnung auf )

= (2, X) ist halbgeordnete Menge.
Zeigen, dass (2, X) die Bedingungen des Zornschen Lemmas erfiillt:
Sei 2y C A eine beliebige Kette (oder ,linear geordnet®), d.h. fiir hy, ho € Ay gilt
0.B.d.A. by = hg = D(h1) C D(hg) und hy(x) = hao(z) YV x € D(hy).
Setzen D:= |J Dh)= Yz eDIheA:zeDh)
heAo

= Wir setzen: ho(x) = h(z).
Zeigen: ho(x) ist so wohldefiniert.
Sei ' € 2y mit x € D(h'). Da Ay eine Kette ist, gilt 0.B.d. A. h < A/, d.h.
D(h) CD(R') und h(x) = h'(x) = ho(x) = ho : D — R wohldefiniert.
Zeigen: D ist lineare Menge und hy : D — R ein lineares Funktional.
Seien z1,20 € D= F h1,ha €Ap:x; € D(h1) (1 =1,2)
0.B.d. A. sei hy = hy = D(h1) € D(h2) = 212 € D(hz). Da D(hy) lineare Menge
ist, folgt 1 + x2 € D(hy) C D

= hg((El + {EQ) = hg(ﬁl) + hg(xg)

= = hg ist additiv.
ho(v1 +x2) = ho(w1) + ho(zz)
Analog zeigt man: Aus x € D, X € R folgt Az € D und ho(Az) = Aho(x).
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Sei x € D, h € Ay mit x € D(h) = ho(z) = h(x) < p(x)

Auferdem ist My C D (da alle Funktionale aus 2( Fortsetzung von fy sind).

Fiir g € My gllt ho(xo) = h(l‘o) = fo(l‘o) = ho € 2.

Offenbar gilt: h < hg V h € 2 = hg ist obere Schranke fiir 2.

Nach dem Zornschen Lemma besitzt also 2 ein maximales Element F' € 2. Annah-
me: D(F) # X = Fxo € X\D(F). Aus Hilfssatz (3.7-6) folgt, es existiert eine Fort-
setzung F von F auf D(F) := D(F) + Rz mit F(z) <p(z) Ve e D(F)=> Fe
und F £ F4 = Behauptung. O

Satz (3.7-9) (Hahn-Banach, komplexer Fall). Sei X ein normierter Raum
(iber K =R,C), M C X ein linearer Teilraum von X und f: M — K ein lineares
Funktional mit

[f@)| <zl VzeM.

Dann existiert ein lineares Funktional F' : X — K mit
F(z)=f(z) VaeM

und
|F(2)] < |lz|| VzelX.

Beweis. Sei zunédchst K = R. Offenbar ist p : X — R gegeben durch p(x) = ||z|
ein sublineares Funktional (f(z) < p(z) V z € M).

Nach Satz (3.7-8) existiert ein lineares Funktional F' : X — R als Fortsetzung von
fauf ganz X mit F(z) < |jz|| Ve € X

5 —F(z) = F(—o) < || —al| = |2l Yo eX

= |F(2)| <||z|]] Ve X.

Seinun K=Cund f = fr+igr (fr=Ref, gp =Im f)

Mit Bemerkung (3.7-4) gilt: gr(z) = —fr(iz) Yz e M

= |fn(@)] < 1f@)] < o]l VzeM

Wie schon gezeigt existiert ein F : X — R, linear mit Fr(z) = fr(z) Ve € M
und |Fr(z)| <|z|| Vze X.

Idee der Bemerkung (3.7-4): Fiir z € X sei F(x) = Fr(z) —iFr(iz) = F: X - C
ist ein C-lineares Funktional.

Fiir z € M gilt auch iz € M = F(z) = fr(z)—ifr(iz) = f(x) = F ist Fortsetzung
von f.

Sei x € X und ¢ = arg F(x) (F(z) #0)

SR 3 |P(x)| = e P F(z) = Fle %) = Fn() — iFr(")

——
=0

= |F(2)| = Fr(e™%2) < |le | = [e7||lz]| = |l2]| = Behauptung 0

Folgerung (3.7-10) (Fortsetzung unter Erhalt der Norm). Sei X ein nor-
mierter Raum, X ein linearer Teilraum von X. Ist fy € X{, so existiert ein f € X*
mit

folx) = f(z) VaeXp
und

[ follxz = IIfllx=-

Beweis. Wenn | fo|x; =0 (d.h. fo =0) = f =0 = Behauptung
Sei nun | fo| x; =:a > 0.
Fiir z € X sei |z] := ||z|. Offenbar ist ]-] eine Norm auf X.
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= [fo(@)] < [[follxzllzll = |2] V2 € Xo
Satz (3.7-8) liefert, es existiert ein lineares Funktional f : X — K mit
f(x) = fo(z) Yo e Xound |f(z)] < Jz] VeeX
= |f(z)] <allzl| Yo e X = fe X und |flx- < alfollx;-
Weiter gilt:

1 fllxc sup{|f(z)|: xz € X mit ||z|| <1}
sup{|f(z)| : € Xo, [lz]| < 1}
sup{|fo(2)[ : x € Xo, [|z]| < 1}

[1follx;

vl

O

Aufgabe (3.7-11). Sei H ein Hilbertraum, {0} # Hy C H ein abgeschlossener
Teilraum und fy : Hy — K ein lineares, stetiges Funktional. Zeigen Sie (ohne
Benutzung von Folgerung (3.7-10)), dass sich fy unter Erhalt der Norm eindeutig
durch ein f € H* auf ganz H fortsetzen lisst.

Aufgabe (3.7-12). Sei

X = {ZL': {51,52} : 51 cR (’L = 1,2)}
mit
[zl = & + [&]

und
Xo={reX:&=0}

sowie fp: Xo — R gegeben durch
fo({€1,0}) = &1

Offenbar ist fp linear und stetig.
(1) Berechnen Sie || fol|-

(2) Zeigen Sie, dass unendlich viele Fortsetzungen von fp unter Erhalt der Norm
auf ganz X existieren.

Satz (3.7-13). Sei X ein normierter Raum, £ C X ein linearer Teilraum und
2o € X mit d := dist(zg, F) > 0. Dann existiert ein f € X* mit

(1) f(&)=0VzeErE

2) [IFl =1

(3) flzo) =d

Beweis. Sei Xy := F+ Kz (K =R oder C)

VeeXoIa' e E, e K:x =21+ \zxp (eindeutig, da zg ¢ E)

Setzen fo(r) = M z = 2’ + A\xg = fo : Xo — K ist ein lineares Funktional mit
fo(xo) = d und fo(l'/) =0 Va S

Zeigen: || fol = 1.

Fiir X # 0 folgt ||z|| = ||2" + Axo|| = || ‘

= || foll £ 1.

/
%—i—xo > [Ald = |folz)] ¥z € Xo
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1
Ausd= infE||;v0—x’|| = Vn=12,... 3a, € E: |z — x| <d+ —.
z'€ n
Daraus folgt
d = folzo) = folzn) = folzo—zn) < |follllzo — zull
=0
1
< Ml (a+3) s d< ol

= [lfoll = 1.
Zusammenfassend folgt fo : Xg — K ist lineares Funktional mit

1) fo(z) =0 Va e E,2) |foll =1, 3) folxe) =d
Aus Folgerung (3.7-10) folgt dann 3 f € X* mit f(z) = fo(z) V z € Xy und
£l = Il foll = 1 = Behauptung. O

Folgerung (3.7-14) (Satz iiber die ausreichende Anzahl von Funktiona-
len). Sei X normierter Raum. Dann gilt:

Vage X\{0} 3 feX: (1) [fll=1, (2) flzo) = [lzoll

Insbesondere trennen die Funktionale f € X* die Punkte von X.

(dh. YV, #xe 3 f€X: far) # f(22))

Beweis. Setzen in Satz (3.7-13) E = {0} = d = dist(zg, E) = ||zo] = 1), 2).
Seien x1 # x5 (inX). Setzen g = 21 — x2 # 0.

= f(wo) = f(w1 —22) = |lz1 — 22| > 0 = f(21) # f(22) 0
Folgerung (3.7-15). Sei X normierter Raum. Dann gilt

(a) fl(x)=0V feX*=2=0
(b) ( ) (xQ)VfGX*éxl—xQ

(©) [flzo)l <CV fe X mit [|[f| =1= [z <C

() Fiir @ € X gilt: |leoll = sup{|f(w0)] : f € X* mit |f]] < 1}

Beweis. s d): Sei £ € X* mit 1] < 1= |f(wo)] < |10l < ]
= sup |f(z0)] < ||21]] (xo = O trivial).

fex=,|IflI<1
Sei xg #0= 3 f € X" mit [|[f| =1, f(zo) = |lzoll
= ||zo]| = f(zo) < fsu};() | f(z0)| = Behauptung. O
X+

Folgerung (3.7-16). Sei ) # M C X (X normierter Raum). Dann gilt

zo € span(M) & f(xo) =0V f € X* mit f(M) = {0}.

Satz (3.7-17) (Existenz eines biorthogonalen Systems). Sei X ein normierter
Raum. Zu jedem System {z1,...,z,} C X linear unabhingiger Elemente existiert
ein System {f1,..., fn} C X* linear unabhingiger Funktionale mit

fi(xj)=5ij={ (1) 2;;

({f:}7; heifit das zum System {x;}? , biorthogonale System)
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Beweis. Sei X; =span{z1,...,Ti—1,%it1,...,Zn}t C X (i fixiert)
= X, ist linarer, abgeschlossener Teilraum mit z; ¢ X; (da linear unabhéngig)

= d; = dist(z;, X;) > 0 Sat G195 fie X fi) =0 Vo eX;, filzi)=di

1 -
= fi = al—fZ erfiillt obige Bedingung (i = 1,2, ...

, ).
{f:} linear unabhéngig: >~ \;f; =0=0=0(z) = > \;ifi(z) Vz e X.
i=1 i=1

Fiir jE {1, e ,’fl} fixiert fOlgt 0= Z Aifl(l‘j) = Ajfj(SCj) = )\j V] =1,2,...,n
i=1

= System ist linear unabhéngig. O

Satz (3.7-18). Sei X ein normierter Raum und §) # S C X eine beliebige Teilmen-
ge. Das System S ist genau dann biorthogonalisierbar, wenn S minimal ist (d.h.
V' e S gilt: &' ¢ span(S\ {z'}))

Bemerkung (3.7-19). Es gilt:

(a) S minimal < S biorthogonal < S linear unabhingig

(b) S endlich: (S minimal < S linear unabhéngig)

Satz (3.7-20) (Umkehrung zu Satz (3.2-4)). Seien X,Y normierter Raume.
Ist der Raum £(X,Y") in der Operatornorm vollstdndig (d. h. ein Banachraum), so
ist Y auch ein Banachraum.

Beweis. Seiy, €Y (n=1,2,...), sodass {y,}>2, eine Fundamentalfolge ist, und
o € X mit ||z = 1.

Aus Folgerung (3.7-14) ergibt sich 3 f € X*: ||f|| =1, f(xo) = ||xo]| =1
Betrachten A, : X — Y gegeben durch A,z = f(z)y, (n=1,2,...)

= Ay linear und [[Anz(| = [f(2)][lynll < ([ yn D]l

= A, € L(X,Y)

= (A = Azl = [f(@)yn — f(@)ymll
= |f(@)lyn — ymll
< ||fHHyn_y7n||Hx” VeeX

= 4 = Al I3 = inll = O (d {3} Fundamentalfolge)

= {A,} ist Fundamentalfolge in £(X,Y)
Da L(X,Y) vollstandig ist folgt, 3 A € L(X,Y) :||4, — A|| —— 0

= ||Anzo — Axo|| = ||lyn, — Azo|| —— 0, d.h. y, —— Azo = Behauptung. O
Aufgabe (3.7-21). Sei X ein normierter Raum, Y ein Banachraum, X, C X ein
linearer Teilraum von X und f,, € X§,y, €Y (n=1,2,...)mit > [[fulll|yn]l < co.
n=1
Zeigen Sie:
(a) Y. fu(x)y, konvergiert in Y V z € X

n=1

(b) Der Operator Ag : Xo — Y mit Aoz = > fu(x)yn (z € Xp) ist ein linearer,
n=1
stetiger Operator.

(c) Es existiert eine lineare, stetige Fortsetzung A : X — Y von Ag auf ganz X.
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3.8 Der biduale Raum und der adjungierte Opera-
tor

Bemerkung (3.8-1). Sei X normierter Raum. Aus Abschnitt (3.2) folgt, dass
X* = L(X,K) mit der Norm

Ifll = sup [f(2)|

llzll<1

ein Banachraum ist. Mithin kann man den Raum (X*)* =: X** der linearen, ste-
tigen Funktionale F' : X* — K auf X* betrachten. X** heifft der zu X biduale
Raum. Fiir F' € X** ist

IFll =~ sup [F(f)].
rex, [If1<1

Welche Beziehung besteht zwischen X und X**7

Bemerkung (3.8-2). Sei X normierter Raum, x € X fixiertes Element. Dann ist
F, : X* — K gegeben durch

Fo(f) = f() ¥ feX"

ein lineares, stetiges Funktional aus X**.

Beweis. F,(Aifi+Xaf2) = (Afi+Aafe)(x) = Mfi(@) + A2 fa(2)
— M (fi) + AoFu(f2) = Linearitit
Stetigkeit: |Fi(f)| = [f(z)| < [[f[lllz]] V f € X* = [|[Fa|| < |[[z]| = stetig. O

Bemerkung (3.8-3). Sei
X;r={FeX"”™: Jz€ X mit F=F,}

(es ist moglich, dass X** # X(*). Dann gilt:
Der Raum X ist linear isometrisch zu X§*
(d.h. X und X{* kann man identifizieren).

Beweis. Sei J : X — X** mit J(z) = F,
= J(zr+ Xex2)(f) = Fhagaas (f) F(Aiz1 + Aaza)
= Mf(z1) + Aef(x2) = MFy (f) + A2Fo,(f)
= J()\lxl + )\21’2) = )\1:](1’1) + )\QJ(iL'g)
= J ist linearer Operator mit im J = X*.
Aus Folgerung (3.7-15) ergibt sich weiter:
[J@) =llFell = sup  |F(f)] =sup{[f(z)]: f € X* mit [|f[| <1} = [z
fex=, |fli<1
= Behauptung. O

Bemerkung (3.8-4). Im Sinne dieser linearen Isometrie J konnen wir die Réume
X und X§* identifizieren und X als Teilraum von X** interpretieren.

Definition (3.8-5). Der normierte Raum X heifit reflexiv, wenn X§* = X** oder
im Sinne obiger linearen Isometrie X = X™** ist.

Satz (3.8-6) (Plessner). Entweder ist der normierte Raum X reflexiv, d.h.
X = X** oder alle Rdume X, X*, X** X*** ... sind nicht gleich.
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Bemerkung (3.8-7).
(a) Ein reflexiver Raum ist notwendig ein Banachraum.

(b) Jeder abgeschlossene Teilraum eines reflexiven Raumes ist selbst reflexiv.

Definition (3.8-8). Seien X,Y normierte Riume, A € £(X,Y) beliebiger Opera-
tor. Der Operator A* : Y* — X* gegeben durch

A*g:=gA (d.h. (A%g)(z) = g(Ax) VYV =z e X)
heifst der zu A adjungierte Operator.
Folgerung (3.8-9). Es gilt: A* € £L(Y™*, X*) und ||A*|| = || 4.

Beweis. Sei g € Y*, A € L(X,Y) = gA € X* (da Komposition von linearen
Abbildungen wieder linear ist).
A* :Y* — X*. Offenbar ist A* linear.
[Agll < llglll[All Vg €Y~ (3.4-2) = [[A*[| < [|A]
Setzen in (3.7-15) g = Az (x € X). Seinun g € Y* mit |g|| <lund z € X
= |g(Ax)| = [(A"g)x| < [[A"glll=] < [[A*[llglll=[l < | A*[}l=]]-
Dann folgt aus der letzten Abschétzung:
[Az|| = sup{lg(Az)[ : g € Y™, [lgl] <1} < [[A*[[]]]]
= [|A]l < [|A7]] 0
Aufgabe (3.8-10). Man zeige, dass gilt:
(a) (tkA+BB)* =aA*+8B*Va,f€K;A,Be L(X,Y)
(b) (AB)* =B*A*V Ac L(Y,Z),B e L(X,Y)

(c) Ae GL(X,)Y) & A* e GL(Y*, X™)
Dabei gilt: (A*)~! = (A~ 1)*

Was passiert, wenn man zum Operator A* € L(Y*, X*) den Operator
A = (A*)* € L(X**, V™) bildet?

Bemerkung (3.8-11). Seien A € £(X,Y) und X reflexiv. Dann gilt:
A** — A

(Ist X mnicht reflexiv folgt A = A*™*|x;+)

3.9 Eine Beschreibung der Riume [; (1 < p < o)
und ¢

Bemerkung (3.9-1). Sei X ein normierter Folgenraum, der die Elemente
en ={0rntre; (n=1,2,...)

enthilt, sodass fiir jedes x = {§;}52, € X gilt:

n o0
r = lim E Sker = E ek
n—oo
k1 k=1
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(obige Réume erfiillen dies)
Dann gilt: V f € X* 3 eine Folge y = {nr} (mx € K), sodass

2) =Y &M (+)
k=1

ist.

Beweis. Sei f € X* und n, = f(ex) (k=1,2,...)

= f(x) = f (o rer) = 208k f(ex) = 22 &kl
= Behauptung. O

Welche Bedingung muss die Folge y = {n;} erfiillen, damit (%) ein lineares,
stetiges Funktional auf X ist?
Satz (3.9-2). Die Beziehung (*) definiert genau dann ein lineares, stetiges Funk-
tional im Raum [y, wenn die Folge y = {n;} € I ist. Dabei gilt: || f|| = ||y|loo

Beweis.
1) Sei f: X — K gegeben durch (x) ein lineares, stetiges Funktional in [;.

= [kl = 1f(ex)| = [f(er)] < [ fIlllexll = [/l

= sup Inel < I £l

=y €l und ||yl < |IfII-
2) Sei nun y = {Uk} €l

= \ > sknk] PN ES A

Da z €, folgt fur n — 00
[f(@)] < llyllscllzlly = f € X* mit [|f]| < [lylloc = Behauptung. O

Satz (3.9-3). (x) definiert genau dann ein lineares, stetiges Funktional im Raum

1 1
l, (1 <p<o0),wenny = {ng} €, ist (p + P 1)- Dabei ist || f|| = [[yll

Beweis. Notwendigkeit: Sei f : X — K gegeben durch () ein lineares, stetiges
Funktional und 7y, = |nx|e!?* (wobei o), = argny).

L () k|97 eler sk <n
Setzena:n—{ }k: mit &, 0 : kon

= flan) = Z & = Z |7k |
Weiterhin gllt

fapl = { 3= |£k">|p}; —{ £ o 1>} (S oy

k=1

(Z |77k|q> <|Ifll Vn=1,2,.

Damit folgt fiir n — oo:

{Zlnqu} < [I£1

=y €lg und [jylly < [|f]
Hinldnglichkeit: Sei y € l. Aus der Holderungleichung folgt fiir « € [,

ki_lsknk AT Tk’

= (*) definiert auf [, ein Funktional f € X* mit |f(z)| < |lyllyllz|l,
= [Ifl < llylly = Behauptung O
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Satz (3.9-4). (x) ist genau dann die allgemeine Gestalt eines linearen, stetigen
Funktionals f in ¢g, wenn y = {n;} € {1. Dabei gilt: ||f|| = |ly|l1

Beweis. 1) Se1 fec gegeben durch (x) und z,, wie in Satz (3.9-3) mit ¢ =1
= f(an) = Z k| = Z il = 1f (@n)| < [ F I l2nlloo

Wegen ||;En||OO = sup ‘e“pk| =1 folgt fiir n — oo:

kZ el < Il =y €l und lylly <[]
=1

2) Sei nun y € hy = [f(2)| = 22 & | < [l2lollyllx
= f e cyund ||f| < |lyllco = Behauptung O

Zusammenfassung (3.9-5). Aufgrund der Isometrien von X* mit in den S&tzen
aufgezeigten Rdumen konnen wir diese mit X* identifizieren, d.h. es gilt also:

Folgerung (3.9-6). Es gilt:
(a) Fiir 1 <p < ooist [;* =1, also ist [, reflexiv.
(b) ¢i* = loo, d. h. ¢ ist nicht reflexiv, da ¢y # I

(Achtung: Man sollte zum Nachweis dieser Folgerung genau nachsehen, ob im Sinne
der in Definition (3.8-5) genannten linearen Isometrie [;* =1, ist!)



Kapitel 4

Operatortheorie 1m
Hilbertraum

4.1 Die Riesz- oder Hilbertadjungierte
Sei (H, (-,-)) stets ein Hilbertraum und £(H) der Raum der linearen, stetigen Ope-
ratoren A: H — H.

Bemerkung (4.1-1). Sei A € L(H) und y € H fixiert. Dann ist f : H — K
gegeben durch

f(z) = (Az,y)
ein lineares, stetiges Funktional mit
1< 1[Iyl

Folgerung (4.1-2). Sei f wie in (4.1-1) erklért. Dann gilt:
Ny e H: f(z) = (Az,y) = (z,y*) Yo € H (vgl. (3.1-10))
(dabei gilt: [ f]| = [ly*[])-
Bemerkung (4.1-3). Sei A € L(H). Offenbar wird iiber die Beziehung
(Az,y) = (x,y*) VeeH

jedem Element y € H eindeutig ein Element y* € H zugeordnet.
Setzen A*Hy = y* und nennen A*f die Riesz- oder Hilbertadjungierte von A.
Offensichtlich gilt:

(Az,y) = (z,A*y) Va,yc H.

In welcher Beziehung steht diese Rieszadjungierte von A zum in (3.8-8) definier-
ten adjungierten Operator A* von A?

Bemerkung (4.1-4). Sei A € L(H),f € H*,f :== A*g € H*, sowie R: H* - H
der Operator aus (3.1-11) (Rg = yg4, wobei g(z) = (z,y,) V © € H). Dann gilt:
RA* = A*H R d.h. folgendes Diagramm ist kommutativ

H*>g A, feH*
R Il R

A*H
H>y, — ys€eH

81
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Beweis. (m,A*HRg) = (Az,Rg) = (Az,y,) = g(Az)
= f(2) = (z,yr) = (x,Rf)
= (z,RA*g) Vx€eH, Yge H*
= (A" R)g = (RA*)g Vge* H O

Vereinbarung. Da wir nun im Hilbertraum arbeiten, bezeichnen wir die Rieszad-
jungierte kurz mit A*, d.h. es gilt:

(Az,y) = (z,A"y) Va,yeH.

Satz (4.1-5). Sei A € £(H). Dann gilt:
(a) A* € L(H) mit [|A*]| = [|A]|
(b) 3 (A*)* = A**. Dabei ist A*™ = A.

Beweis. Additivitdt von A* ist klar. Sei A € K, A € L(H)
(z, A*(\y)) = (Az, \y) = MAx,y) = ANz, A"y) = (z, \A"y) Vao,ye H
= A*(\y) =MA*y YVye H
A y[l = [ly*[| = [IF]l < [Alllyll = |A*]| < [|All = A* € L(H)
= 3 A*™ € L(H). A** ist definiert durch
(A*z,y) = (x,A*y) Yo,y H
(x, A*y) = (A*z,y) = (z, Ay) = (v, A"y — Ay) =0 Vz,ye H
Setzen: x = A**y — Ay = ||[A**y — Ay||? = (A**y — Ay, A"y — Ay) =0
= A"y =Ay Vye H= A" = A.
Ersetzen in ||A*|| < ||A|| A durch A*
= [|[A*]| = [|A]| < [|A*]| = [|A] = | A~ O
Aufgabe (4.1-6). Seien A, B € L(H), A € K. Zeigen Sie, dass gilt:
(a) (A+B)* = A*+ B*
(b) (AA)* = XA~
(c) (AB)* = B*A”
)

(d) 3A e L(H)& 3 (A*)7! € L(H). Dabei gilt: (A*)~1 = (A~1H)*

Beispiel (4.1-7). Sei

H=l={z={4}2,:&cC(k=12,.), > |&* <oc}
k=1
y={m} €l (v,y):= Z&mk
V: lg—>l2m1th—z Wobelgk—§k+1(k—12 .2)

(Vr,y) = Z CeTlk = Z STk = Z EkTe—1

0 : k:l

= (Va,y) = Y. &7k = (x, Wy), andererseits (Vz,y) = (x,V*y) = V* =W
k=1

Da in Iy ein O}thonormalsystem existiert und dieses System vollsténdig ist, kann
jeder Operator Iy — [5 als Matrix dargestellt werden.
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4.2 Schwache Konvergenz im Hilbertraum

Definition (4.2-1). Sei z,, € H (n =1,2,...). Die Folge {z,}2; heift schwach
konvergent (in H), wenn ein Element xq € H existiert mit

(n,y) —— (w0.y) VyeH

xo heift schwacher Grenzwert von {z,} (Symbol: z, — =)

Beispiel (4.2-2). Sei {e,}22; ein Orthonormalsystem (d.h. (e, €m) = dnm);
x € H und setzen ¢, = (z,e,) (n =1,2,...) (n-te Fourier-Koeffizienten von x).

Es gilt: > |cn|? < 00 = ¢, —— 0, d.h. (2,e,) —— 0= e, — 0 aber e, = 0,

n=1
da |le,| = 1.

Folgerung (4.2-3). Sei z,, € H (n = 1,2,...), x9 € Hy. Aus z, EiR xg, d.h.
|z — o] — O folgt stets x,, — xg.

Beweis. |(2,,,y) — (%0,¥)| = [(zn — 0,¥)| < |20 — 2o0l|[|y]| oo 0 =

Satz (4.2-4). Sei z,,,z0 € H (n =1,2,...). Dann gilt:

R
Ty — xo, d. h. ||z — 20| = 0 < (a) 2, — x0, (D) ||zn|| = |20l

Beweis. 1) Aus ||z, — 29| — 0= (a), (b)
2) Seien (a), (b) erfiillt. Betrachten

|2n — 0l = (zn — x0,2n — x0)
= |lzal® = (@n,m0) — (zo;mn) + ol
! ! ! !
[zoll> = (wo,@0) — (wo,x0) + [woll?
= ||zn, — xo|| — 0 = Behauptung. O

Folgerung (4.2-5). Der schwache Grenzwert ist eindeutig bestimmt.

Satz (4.2-6). Eine schwach konvergente Folge ist stets beschrinkt.

Beweis. Sei x,,z9 € H (n=1,2,...) mit z,, = x¢
= faly) = (2n,y) —— (20,y) = foly) Yy e H.
= Die Folge {f,} linearer, stetiger Funktionale konvergiert punktweise auf H gegen

Jo-
Der Satz von Banach-Steinhaus (3.3-5) liefert sup || f,|| < oo.

n
Dallfull =llznll= T e>0:||an] <e¢, n=1,2,... O

Folgerung (4.2-7). Aus @, — o, yn — Yo folgt (., 4n) — (20, 90)

Beweis.

(@0, Yn) — (z0,Y0)] (%0, Yn) — (%0, Y0)

= + (xnvy()) - (l’o,yo)|

< @nyn) = (@nwo)l + (@0, y0) — (20, 30)]

= |($n;yn_y0)| + |($n—9€0,y0)\

< lznllllyn — voll + (@ — T0,Y0)|

< cllyn = woll +  |(zn —20,50)] -0 O
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Satz (4.2-8). Der Hilbertraum H ist schwach vollsténdig.

Beweis. Seix, € H (n=1,2,...) und {x,} eine schwache Fundamentalfolge, d. h.
(@0, y) = (Em, y)| ———0 Yy e H

= V y € H ist die Zahlenfolge {(x,,y)} eine Fundamentalfolge in K. Da K voll-
sténdig ist, folgt 3 lim (z,,y) = f(y) Yye H

Mit Folgerung (3.3-4) ergibt sich f € H* = 3l zo € H : f(y) = (zo,y)

= (Tn,y) = (z0,y) Vy e H = zn = 3o O

Definition (4.2-9). Die Menge M C H heifst schwach relativ kompakt, wenn
jede unendliche Folge aus M eine schwach konvergente Teilfolge besitzt.

Satz (4.2-10). Jede beschrinkte Menge M C H ist schwach relativ kompakt.

Beweis. Sei M C H beschrankt, d.h. I ¢ > 0: |z|| < ¢ V2 € M und
xn € M (n=1,2,...). Setzen Hy = span{z,}. Aus Satz (2.2-13) folgt, dass ein
linearer, abgeschlossener Teilraum H; C H existiert, sodass gilt:

H=Hy® H, (H, = Hy)

Betrachten {(z,, 1)}, C C

= [z, 21)| < ||lzn|||21]] < cre=c2 Yn=1,2,...

= {(zn, 1)} beschrankt in ¢ = 3 konvergente Teilfolge {(x,, 1,21)}, d.h. der
Grenzwert nh_)rrgo (@1, 1) existiert.

Betrachten {(zn1,22)} = 3 {zn2} C {xn 1}, sodass lim (2,2, x2) existiert. Wie-
n—oo

derholung dieses Verfahrens liefert unendlich viele Folgen, wobei jede dieser Folgen
Teilfolge der vorangegangenen ist:

i1 o, T21 5, 31
12 5, T22 5, X372
x1,3 , X2.3 y, 3.3

Die Diagonalfolge {xy, ,} besitzt folgende Eigenschaft:
Fir r € N gilt: 3 lim (@pn,2r) = 3 lm (@nn,%) V yo € Ho
Sei nun y € H beliebig = Jyo € Hy (wegen Hy = span{z,}),y1 € H1 : y =yo+u1
= (xn,na y) = ('Tn,nyy()) + (xn,nayl) = (xn,nvy(])

—_———

=0

= 3 lim (xpn,y) Yye H
Weiter wie im Beweis von (4.2-8) = J x¢ € H : z,,, — 2o = Behauptung O

Satz (4.2-11). Jeder stetige Operator A € L(H) ist schwach stetig.

Beweis. Zeigen: x,, — rg = Az, — Axg

Sei y € H beliebig = (Az,,y) = (zn, A*y) — (z0, A*y)

= (20, A"y) = (Azo,y) Vye H

= Az, — Azxg O

Folgerung (4.2-12). Seien A € L(H), x, — Zg, Yn — Yo. Dann gilt:
(a‘) (Ax'rmyn) - (Ax07y0)

(b) (w5, Ayn) — (20, Ayo)
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4.3 Kompakte oder vollstetige Operatoren in Hil-
bertraumen

Definition (4.3-1). Sei A: H — H ein linearer Operator. Der Operator A heifit
kompakter oder vollstetiger Operator, wenn er jede beschriankte Menge aus H
in eine relativ kompakte Menge in H iiberfiihrt.

Beispiel (4.3-2). Sei K : H — H ein linearer Operator mit dimim K < oo.
(K heift endlichdimensionaler Operator)

= Fy1,...,yn € im K linear unabhingig (dimim K = n) als Basis von im K.
= Vxe H3I Al,,AnG]K (]K:[R,, @)KI’: ZAzyl
i=1
= jedem x € H wird eindeutig jeweils ein \; zugeordnet (j = 1,...,n) = damit
wird auf H ein lineares, stetiges Funktional erklért V j=1,...,n.

=Vji=1,....nANz; e H: ;= (z,2;) = Kz =) (x,2;)y;
i=1
Sei M C H beschriankt, d.h. ||z|| <cV2ze M

n n
= Kz = z<x>y’ < 3l @llul
1= 1=
n
< aninnm)nxn < comst-e=¢ VaeM
=1

const

K(M) C im K ist beschrankt. Da dimim K < oo folgt K (M) ist relativ kompakt
= K ist vollstetig.

Folgerung (4.3-3). Der identische Operator I : H — H (Ix = z) ist genau dann
vollstetig, wenn gilt: dim H < oo.

Folgerung (4.3-4). Der lineare Operator A : H — H ist genau dann vollstetig,
wenn fiir K = K(0, 1) (abgeschlossene Einheitskugel) gilt A(K) ist relativ kompakt.

Satz (4.3-5). Jeder vollstetige Operator A : H — H ist stetig.

Beweis. Sei K = K(0,1) = A(K) ist relativ kompakt in H.

= A(K) ist beschriinkt (1.9-8).

= J¢>0:||Az||<c VzeK

= ||Az|| < c|lz|]| Vx e H O

Satz (4.3-6). Ein vollstetiger Operator A : H — H iberfiihrt eine schwach kon-
vergente Folge in eine normkonvergente Folge.

Beweis. Sei 2, — xg. Annahme: ||Az, — Azg|| - 0.

= Jep>0: Vk=1,2,... Ja,, : [|Az,, — Axo|| > €0 (%)

(4.2-6)= {x,,} ist beschrinkt = {z,, } beschrinkt.

Da A vollstetig 3 {xp, } C{xn,}: Ay, 2 yeH

= Axnki — y = da A schwach stetig: Azg =y

= [|[Azp,, — Azo| — 0 § zu (¥) O

Satz (4.3-7). Seien Ty, T € L(H) vollstetig und A € L(H). Dann sind
(a) >\1T1 + )\QTQ ()\1/2 S ]K) und
(b) TA, AT

vollstetig.
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Beweis. (b) T'A ist trivial
AT: Sei K = {zr € H : |z]| < 1} = T(K) relativ kompakt. Da A stetig ist, folgt

)
A(T(K)) ist relativ kompakt, d.h. (AT)(K) relativ kompakt = AT vollstetig. [J

Satz (4.3-8). Seien A,, € L(H) vollstetig und A € L(H). Wenn ||A4,, — A|| — 0, so
ist auch A vollstetig.

Beweis. K = {r € H : ||z|| < 1}. Zeigen: A(K) ist relativ kompakt. Konstruieren

zu jedem ¢ > 0 fiir A(K) ein relativ kompaktes e-Netz. Setzen ¢ > 0 beliebig. Da

A, — Al = 0= I n,: |4, — 4| <e. Da A,, vollstetig ist, folgt A, (K)=: N,

ist relativ kompakt. Nun gilt: ||A,,z — Az| = ||(An, — A)z|| < [[An, — All||lz]] <€
<1

= N ist relativ kompaktes e-Netz fiir A(K)
= A(K) ist relativ kompakt. O

Notiz (4.3-9). L(H) ist abgeschlossenes (4.3-8), zweiseitiges Ideal (4.3-7).

Bemerkung (4.3-10). Ist A, € £(H) vollstetig und A, x — Az V = € H, so folgt
i.a. nicht, dass A vollstetig ist.
Beispiel: Sei {e,, }22; vollstindiges Orthonormalsystem in H. Setzen P, : H — H

mit P,z = Y cpex, wobei ¢ = (, ep).

k=1

(2.2.1) P,o —— x = Ix. Wenn dim H = oo = T ist nicht vollstetig, aber die P,
n—oo

sind vollstetig, weil sie endlich-dimensional sind.

Aufgabe (4.3-11). Sei H ein Hilbertraum, {e, }7%, ein Orthonormalsystem in H
und {a, 152, C € mit o, —— 0. Zeigen Sie:

(a) o:= 3 an(z,e,)e, konvergiert in HY z € H

(b) T: H— H mit T'(x) = o ist ein linearer, stetiger Operator in H

(c) T ist vollstetig.

Satz (4.3-12). Sei A € L(H). Dann sind dquivalent
(a) A ist vollstetig

(b) T, — Zo, Yn — Yo = (AT, yn) —— (Azo,90) (vergleiche dazu (4.2-12)(a)).

Norm
(¢) xp — 29 = Ax,, —— Auxyp.
n—oo

Beweis. (b)=(c) Sei z,, — x9, yn = Az, — Axo. Da A auch schwach stetig
=y, —0

Betrachten ||y, ||? = (Az,, — Azo,yn) = (Axp,y) — (Az0,yn) — (A20,0) —0 =10
=Y, — 0

(c)=(b) T, — x0, Yn — Yo = Az, — Azxg = (ATp,yn) — (Axo,yo)

(a)=(c) Satz (4.3-6)

(c)=(a) K ={x € H : ||z|| < 1}. Aus Satz (4.3-10) folgt:

K ist schwach relativ kompakt.

Zeigen: A(K) relativ kompakt. Sei {y,} C A(K)

= 32, €K :y, = Az,. Da K schwach relativ kompakt

= 3 Teilfolge {zn, } C {zn}: Tn, = zo

= Az, = Az, d.h. y,, — Azg = A(K) relativ kompakt = A vollstetig. [
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Satz (4.3-13). Sei A € £(H). Dann gilt: Wenn A*A vollstetig ist, so ist auch A

vollstetig.
Beweis. Sei z, — zg = A*Ax, —— A*Axg
= [z, — Azol? = (Ava— Azo, Alwn — 20))
= (A*Ax, — A*Axg, x, — 20) % 0

= Ax, — Azy = A ist vollstetig

O

Folgerung (4.3-14). Sei A € L(H). Dann gilt: Mit A ist auch A* vollstetig. (d.h.

A vollstetig < A* vollstetig (A** = A))

Beweis. Sei A vollstetig = AA* vollstetig. Betrachten (A*)*A* = A**A* = AA*

B = A* = B*B ist vollstetig = A* vollstetig

4.4 Normal auflosbare Operatoren

Definition (4.4-1). Sei A € L(H). A heift normal auflésbar, wenn gilt:
Die Gleichung Az =y (z,y € H) ist genau dann lésbar, wenn

(y,2) =0 Vze (imA)© .
(im A)* heift Defektraum von A.
Hilfssatz (4.4-2). Sei A € L(H). Dann gilt:

(im A)* = ker A*.

Beweis.

z€(imA)t & (2,y)=0 VyecimA
< (2,Az)=0 Vo e H
& (A*z,2)=0 VzeH
& Afz=
&z € ker A*

Hilfssatz (4.4-3). Sei A € L(H). Dann gilt:
(a) H=1im A @ ker A*
(b) H =1im A* ® ker A

Beweis. (a) Aufgabe (2.2-15): (E1)t =span(FE); EC H
= (ker A*)* = ((im A)+)* = span(im A) = im A (da im A lineare Menge)
= Behauptung

Folgerung (4.4-4). A € L(H) ist genau dann normal auflésbar, wenn
imA=imA

(d.h. im A ist abgeschlossen).

Beweis. 1) Sei im A =im A = H =im A @ ker A*

= Gleichung Az = y lésbar & y € im A

& (y,2) =0 V z € ker A* = (im A)* = A normal auflésbar

2) Sei A normal aufldsbar, d.h. y € im A < (y,2) =0V z € (im A)* = ker A*
sye(kerd)t o yeimA=imA=imA

O

O
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Satz (4.4-5). Mit A € £(H) ist auch A* normal auflosbar.

Beweis. Sei A € £(H) normal auflosbar, d.h. im A = im A =: H; und
Yn €M A* (n=1,2,...) mit y, —— % € H =y =y (+)
Yp € IMA* = Jz, € H:y, =A"x,. Setzen f,(Az) = (Az,z,) (n=1,2,...)
= fn € H*, wobei gilt:
fn(Az) = (Az,x,) = (x, A*xy,) = (2,9n) — (x,y0) V2 € H
= fuly) — fly) Yye i
Da f, € Hf = f € H{. Da H; abgeschlossen, folgt H; ist vollstindig
= H, ist Hilbertraum
= dzeH : fly)=(y,2) Yye Hy
Sei x € H beliebig. Betrachten
(x, A%z, — A*2) = (x,A*(z, —2))
= (Az,z, — 2)
= (Az,z,) — (Az,2)
= fu(Az) — f(Azx) — 0 VeeH
=y, = A*x,, = A*2z. Aus (4) und eindeutigem schwachen Grenzwert folgt:
A*z=yp = yo € im A*
= im A* = im A* = A* normal auflésbar. O

4.5 Noether’sche Operatoren

Bezeichnung (4.5-1). Sie A € L(H). Der Faktorraum
H/im A =: coker A
heiftt der Kokern von A und die Dimensionen
a(A) := dimker A

bzw.

B(A) := dim coker A
heilen Nullzahl bzw. Defektzahl von A.
(B(A) <oco=imA=imA — Teil B)

Lemma (4.5-2). Sei A € L(H). Dann sind coker A und ker A* linear hom&omorph
zueinander.

Beweis. Es gilt: H = im A @ ker A*. Sei P : H — H der Orthoprojektor von H
auf ker A* = im P = ker A* und ker P = im A.

P ist offensichtlich linear und stetig, d.h. P € L(H).

Wie im Beweis vom Open-Mapping-Theorem sei

P : coker A — ker A* mit p([m}) = Pz

= P ist bijektiv und stetig.

Da ker A* abgeschlossen und damit ein Banachraum ist, folgt P~1 ist linear und
stetig = Behauptung O

Folgerung (4.5-3). Es gilt: 5(A4) = a(A").
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Definition (4.5-4). Sei A € L(H) normal auflosbar.

(a) A heikt Noether’scher Operator oder ®-Operator, wenn gilt:

a(A) < oound B(A) < oo

(b) A heifst ®,-Operator, wenn gilt:

a(A) < oo

(b”) A heifst ®_-Operator, wenn gilt:

B(A) < oo

&, (H) bzw. ®(H) bezeichne die entsprechenden Mengen von Operatoren.
(@4 (H) N ®_(H) = B(H))

(c) Sei A € ®,(H) bzw. A € ®(H). Die Zahl
ind A := a(A) — 5(A)

heifst der Index von A.

Satz (4.5-5). Sei A € L(H). Dann gilt:

Ac®(H) = A" € & (H).

Beweis. A sei normal auflosbar
= A* normal auflésbar und §(A*) = a(A**) = a(A) = Behauptung O

Folgerung (4.5-6). Sei A € L(H). Mit A ist auch A* ein ®-Operator und es gilt:

ind A* = —ind A.

Satz (4.5-7). Sei A € L(H). A ist genau dann ein ®,-Operator, wenn eine Kon-
stante C' > 0 und vollstetige Operatoren T; € L(H) (i = 1,...,k) existieren, sodass
gilt:
k
lAz|| + ) | Tl = Cllal| V& € H ()

i=1

Beweis. 1) Sei A€ &, (H), H; := (ker A)t = im A*

= H =ker A® H;. Setzen A; = A|y, : H; — im A

= Ay € L(H;,im A) und bijektiv

Da im A, H; abgeschlossene Teilrdume von H sind, folgt im A, H; sind Banachriu-
me.

Nach Satz (3.5-12) folgt A7 € L(im A, Hy)

= J¢1 >0: ||Azy|| > c1fjz1]] VY x1 € Hy. Sei P : H — H der Orthoprojektor auf
ker A = im P = ker A, ker P = H;

= a(A) = dimker A = dimim P < 0o (da A € ®,(H))

= P endlich-dimensional = P vollstetig Sei x = x1 + x2, 1 € Hy, x2 € ker A.
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Betrachten | Az| + || Px||

||Ax1 + AI‘QH + ||Pl‘1 + P.TQH
Az || + || P2

> cllz]l + [zl
> minfey, (|21 + [|2[])
——
=cC
> ||

= Da P vollstetig = () gilt fiir T1 P.
2) Sei (x) erfiillt. Fiir z € ker A = Z | Tix|| > C|lx|| ()

Zeigen: Jede beschrinkte Menge M C ker A ist relativ kompakt.
Sei {z,} € M C ker A. Da T vollstetig ist, existiert eine konvergente Teilfol-
ge {Tlac%)} C {Thz,}. Da Ty vollstetig ist existiert eine konvergente Teilfolge
{Tgmn )} C {T, zl )}, usw. Da T}, vollstetig ist, existiert eine konvergente Teilfol-
ge {Tkxn } C{T% aF 1)}
= {Tim%k)} (¢ =1,...,k) sind Fundamentalfolgen.
6 01 < LN a0
() = ot =Pl < 2 3 [ Tiall) Tl ——0
= {x(k)} Fundamentalfolge
Da ker A abgeschlossen und H vollsténdig, folgt, dass {xﬁl’“)} in ker A konvergiert
= M C ker A ist relativ kompakt
Wegen Satz von Riesz (2.1-24) = a(A) = dimker A < oo
Zeigen: im A = im A. Sei wieder H; = (ker A)*, Ay = A|y,,im A; = im A.
Sei nun y, € mA mit y, -y € H
= dz, € H :y, = A1z,
Zeigen: {x,} ist beschriankt. Annahme: {z,| nicht beschrinkt.
O.B.d. A. sei ||z, — Setzen

n - él\fﬂ%\—l
0]
und [[ Az, || = ” [Arzn || —— 0 (da [Arzn|l = [lynll = llyl)

Da {z,} beschrankt I {x),} C {xn} {Tix),, } konvergiert (i = 1,...,k).

27, — 20, < (IIA( — ) H+ZIIT Ty, = Tn)|| ==

k,l—

= {x, } ist Fundamentalfolge in H, 1. Da H, vollsténdig
= JwveH iz, —a
And(/ererseits: )
At = AT 4 05 s ckera
Az, — 0
Daz' e H =2 =04
= {z,} ist beschrankt.
Mit denselben Uberlegungen erhilt man eine Teilfolge {z,,} C {z,} mit z,, —
reH
= Az, — Az, y,, —y=Ax =y
=y € im A = im A abgeschlossen = Behauptung O

Folgerung (4.5-8). Seien A, T € L(H). Ist A € ®L(H) bzw. A € ®(H) und T
vollstetig, so ist A + T entsprechend ein ®,- bzw. ®-Operator.

Beweis. Sei A € ®,(H) = es gilt (x) aus Satz (4.5-7)
Wegen ||Az|| = || Az + Tx — Tx|| < ||(A+ T)x| + || Tz||
= [[(A+ Tzl + | Tl + 2| Tox|l = [|[Ax]| + 32| Tox]| = Cll|
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= A+Ted, (H)
Fir A € ®_(H) geht man zu A* + T* {iber = Behauptung O

Bemerkung (4.5-9). Aus A € ®(H), T € L(H) vollstetig folgt

ind(A+T) =ind A.

Satz (4.5-10). Sei B € L(H). Dann gilt:
Ist A€ L(H) ein ®o- bzw. ®-Operator, so existiert ein p > 0, sodass fiir || B|| < p
A + B entsprechend ein & — bzw. ®-Operator ist.

Beweis. Sei A € &, (H) = es gilt (x) aus Satz (4.5-7).
Wegen [|Az| < [|(A+ B)z| J;HB:EH < [[(A+ B)z| +[|Blll|=|

= [(A+ Bzl + |[Blllzll + X2 [ Tszll = [|Az]| + 2 1 Tsz]l = Cll]]

=1
= (A + B)a| + 3. [Tix]| = Cllall — | Bl [l
Wihlen p = 3 und B € L(H) mit |B]| < 3

c
= l(A+B)z| + > |Tiz] > Slall Vo eH=A+Beo ().
Fir A € ®_(H) geht man zu A* € &, (H) iiber = Behauptung O

Folgerung (4.5-11). &, (H),®(H) sind offene Mengen in £(H) (im Sinne der
Operatornorm).

Bemerkung (4.5-12). Fiir A € ®(H) kann man p > 0 so “klein” wihlen, dass aus
| B|| < p folgt:
ind(A+ B) = ind A.

Satz (4.5-13). Wenn T € L(H) vollstetig ist, so ist A := I + T ein ®-Operator
mit ind A = 0.

Beweis. Da offenbar der identische Operator I : H — H ein ®-Operator ist, ist
A nach Folgerung (4.5-8) ein ®-Operator. Wiirden wir noch die Bemerkung (4.5-9)
heranziehen, so folgt aus ind I = 0 sofort ind(/ +T') = 0.

Wir wollen dieses spezielle Resultat beweisen:

a) Wir zeigen: im A = H < ker A = {0} (d.h. I + T surjektiv < I + T injektiv)
Voraussetzung: Sei im A = H. Annahme: ker A # {0}.

Wir setzen Ny := {zx € H : A*x =0} = ker A¥ (k=1,2,...)
={0}CNCN,C...CN,C...

Diese Inklusionen sind echt, d.h. Ni # Ni41 VE=1,2,...

Namlich: Aus Ny # {0} = F 21 #0: 21 € Ny.

DaimA=H= a2, H:x,=Axy = 29 #0und A%z, = Az; = 0= 22 € N,
und z9 ¢ N, da z1 # 0 = N; C Na. Per vollstdndiger Indunktion zeigt man dann
N # Niy1 VYV k=1,2,... = Ng ist ein echter Teilraum des Hilbertraums Ny
(Ngk41 abgeschlossen in H = vollsténdig)

= AN ={x€ Niy1:(2,2) =0 V 2z € Ni} # {0}

mit N1 = Ny @ Nt (k=1,2,...) = Konnen wiihlen:

y1 € Ny mit [|y1]| = 1 und yo € N mit yo € Ni- und |Jye]| =1 =31 L y2

Wegen N3 = No@Ns- Jys € Nymit y3 € No- = y3 L youndday; € No = y3 Ly
usw. gibt es eine Folge {yx} mit ||yx|| =1, y» € Ny " Nj-, und yp Ly YV k #1L.
Da nun Aygi1 € Nk, Ay € Ni—1, Yk € Nk = Y1 L 21 := Ayprr +yr — Aur
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= |Tyesr —Turll®> = | = yrr1 + Ayrrr + yr — Ayrl]?
26 — Yt [I? ,
=zl + [lyxs |

——

=1

> 1
= {Ty;} besitzt keine konvergente Teilfolge 4 zu T vollstetig und {y; } beschrénkt
= ker A = {0}.
Sei nun ker A = {0}. Aus Hilfssatz (4.4-3) Teil (b) folgt
H =im A* @ ker A = im A* = im A* (A* normal auflsbar).
Wie eben gezeigt, ist ker A* = {0}. Wieder aus Hilfssatz (4.4-3) Teil (a) folgt
H =im A @ ker A* = im A = Behauptung a)
b) Zeigen: a(A) = B(A) (d.h. ind A = 0)
Sei n = a(A) = dimker A, m := 3(A) = dimker A* = 3 orthonormale Basen
€1,...,en € ker A bzw. fi,...,fm € ker A*. O.B.d.A. sei n < m. Wir setzen
n
Kz = > (z,er)fiy = K € L(H) mit imK C ker A* = K endlichdimensional
k=1
= K vollstetig = Ty := T + K vollstetig. Setzen A; = I + T.
Zeigen: ker A; = {0}. Sei Ajx = 0 = Az = —Kz. Da im K C ker A* folgt mit
Hilfssatz (4.4-3) im K | im A = Az = 0 und Kz = 0. Damit folgt = € ker A und
(z,ex)=0 Yk=1,...,n,da f1,..., f, linear unabhéngig folgt = = 0.
Nach Teil a) folgt H = im A;.
Seinun y € kerA* = Jzr € H: Ajx =y = Axr =y — Kz. Da Ax € im A und
y — Kz € ker A* sowie im A | ker A* folgt wieder: Az =0, y — Kz =0

=y= > (z,ex)fr = m =dimker A* <n = m = n = Behauptung O
k=1

Satz (4.5-14) (Die Fredholm’schen Sétze). Sei A € L(H) ein ®-Operator mit
ind A = 0. Dann gilt:

(1) Die inhomogene Gleichung Ax = y ist genau dann lésbar, wenn
(y,2) =0 VzekerA™ (%)
(normale Auflosbarkeit von A)

(2) Die homogenen Gleichungen Az = 0 und A*z = 0 besitzen die gleiche Anzahl
linear unabhéngiger Losungen (0 = ind A = a(A) — 5(A4) = a(4) — a(A4Y)).

(3) Fredholm’sche Alternative:
Entweder die Gleichung Ax = y besitzt fiir jedes y € H eine Losung (diese ist
dann eindeutig) oder die Gleichung Az = 0 hat nichttriviale Losungen.
(H=imAdkerA* = H =im A & ker A* = {0} & ker A = {0})

Bemerkung (4.5-15). Man braucht die Bedingung (*) nur fiir die Elemente einer
Basis von ker A* nachpriifen. Das sind nur endlich viele.
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4.5.1 Erginzungen zur ®-Theorie

Satz (4.5.1-1). Seien A, B € L(H). Dann folgt aus BA € & (H) stets A € & (H).

Beweis. Sei BA € &, (H). Nach (4.5-7), 1. Teil des Beweises, existiert ein vollste-
tiger Operator T': H — H, sodass gilt:

3¢ >0mit ||z < I(|BAx|| + ||Tx|) Y€ H

= lle| < ¢IBIlll Az + || Tzl < max{c, ¢ |b]}(|| Azl + | Ta])

Aus (4.5-7) folgt die Behauptung,. O

Folgerung (4.5.1-2). Seien A, B € L(H). Dann folgt aus AB € ®_(H) stets
Aecd_(H).

Beweis. Aus AB € ®_(H) folgt aus (4.5-5) B*A* = (AB)* € . (H)
=A*cd,(H)=Aecd_(H) O

Definition (4.5.1-3). Sei K(H) := {T € L(H) : T vollstetig}. Der Operator
A € L(H) heifit (zweiseitig) regularisierbar beziiglich K (H), wenn Operatoren
By,Bs € L(H) und Th, T, € K(H) existieren, sodass gilt:

(1) BIA=1-T,
(2) AB,=1-T,

Folgerung (4.5.1-4). Seien (1), (2) aus Definition (4.5.1-3) erfiillt. Dann ist
ABy —I € K(H),d.h.in (1), (2) kann man auch B; = By =: B setzen.

Beweis. Zeigen zunéchst: By — By € K(H). Aus 1) und 2) folgt

BlABQ = Bl(ABQ) = Bl(I — TQ) = B1 — B1T2 bzw.

BlABg = (BlA)BQ = (I — Tl)B2 = B2 — TlBg

= By — By =T1Bs — BiT» € K(H), wegen (4.3-7). Daraus folgt nun:
AB]_—I:ABl—ABQ+AB2—I:A(B1—B2)+TQEK(H) O]

Folgerung (4.5.1-5). Wenn der Operator A € L(H) beziiglich K (H) regularisier-
bar ist, so ist A ein ®-Operator.

Beweis. Seien B€ L(H)und Ty 2 € K(H) mit BA=1-Ty, AB=1-"Ts.

Da I — Ty, € ®(H), folgt BA, AB € ®(H) = BA € &, (H) bzw. AB € d_(H)
= Ac®,(H), ker A € &_(H) = Behauptung

(Natiirlich ist auch B ein ®-Operator) O

Satz (4.5.1-6). Jeder ®-Operator A € L(H) ist beziiglich K (H) regularisierbar.

Beweis. Da ker A und im A in H abgeschlossene Teilrdume sind, gilt:
H=ker A® H, (H, = (ker A)*) bzw. H =im A® Hy (Hy = (im A)1).
Setzen A; = A|g, : Hy — im A = A; ist bijektiv. Nach dem Satz von Banach iiber
den inversen Operator ist A=! € L(im A, H;).
Sei nun P, : H — H der Orthoprojektor auf ker A und P, : H — H der Orthopro-
jektor auf Hs.
Wegen dimker A = a(A) < oo bzw. dim Hy = dim H/im A = §(A) < oo sind P;
und P, endlichdimensional, also vollstetig.
Setzen nun B := A7'(I — P,) = By € H;
= ABy = AT (I = Py = (I — Pa)y
——

=Iima

= AB=(I—-P,)
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Und weiter ist: A= A(l — P,) + AP, = A(I — P1),da Pix € ker A V z € H, also
APla: =0.

AuRerdem ist ([ — P)A=A= BA= A" (I - P)A=A['A=1Iy,
=BA=BAI-P)=1Ig,(I-P)=1—-P,

Da Py, € K(H) folgt die Behauptung. O

Folgerung (4.5.1-7). Seien A, B € ®(H). Dann ist auch BA € ®(H).

Beweis. Seien By, A; € L(H) udn T1/2,T1’/2 € K(H)
mit AlAzlle, AA1:[7T2
BiB=I1-T/, BB =I1-T,
= (BA)(A1B,) = B(AA\)B, = B(I - Ty)B, = BB, — BT3B, = I — T}, — BT>B
eK(H)

—_———
€K (H)

Analog ist (A1B1)(AB) =1 —T mit T € K(H) = Behauptung O

Folgerung (4.5.1-8). Seien A,B € L(H). Ist BA€ ®(H) und A € ®(H)
(bzw. B € ®(H)), so ist auch B € ®(H) (bzw. A € ®(H)).

Beweis. Seien A,BA € ®(H)= F A € L(H), T"e K(H): AA =1—-T' und
auch A'A—T € K(H) = A' € ®(H) = (BA)A' € ®(H). Nun'ist B = BAA' + BT".
Da BT’ € K(H) = B € ®(H). 0

Satz (4.5.1-9). Seien A, B € ®(H). Dann gilt:

ind(BA) = ind A + ind B.

Beweis. 1) Da ker A C ker BA und da beide lineare, abgeschlossene Teilrdume des
Hilbertraumes H sind, folgt, dass ein abgeschlossener Teilraum H’ C H existiert
mit ker BA=ker A® H'.

Da dimker BA < oo, folgt dimker A < co, ny = dim H' < oo

= a(BA) = a(A) + ny (x)

Zeigen: Hy :=im B Nker B = H' (linear isomorph)

Sei 0 # 2’ € H = a2’ e ker BA, 2/ ¢ ker A

=y = Az’ #0 und By = BAz' =0 = y € ker B und trivialerweise y € im A

= y € Hy. Offenbar ist diese Zuordnung ¢ : H' — H; mit ¢(z’) = y linear und
injektiv.

@ ist auch surjektiv: Sei y € Hy =y €imA, yckerB= Jzx € H:y= Ax
=0=By=BAr=>zxc€kerBA= 32’ € H',6 2" € ker A mit v =2’ + 2"
=y=Az = Az’ +éﬂ/ﬁ£= Ax' = p(x') =y = ¢ ist bijektiv

=0
= H' = H; und n; = dim H;
2) Da H; linearer, abgeschlossener Teilraum (im A, ker B abgeschlossen) des li-
nearen, abgeschlossenen Teilraumes ker B ist, existiert ein linearer, abgeschlossener
Teilraum Hy C ker B mit

ker B = H, ® H» (k)

dim Hy = a(B) —n1 (%% %)
Nun ist im AN Hy = {0} (Sei y € im A, y € Hy = y € ker B
=yc€imAnkerB=H = y=0)
L :=im A + H, ist als topologische direkte Summe von im A und Hs ein linearer,
abgeschlossener Teilraum von H (Anhang B).
Damit existiert ein linearer, abgeschlossener Teilraum H3 mit H = L & Hj
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= H = (1mA—|—H2)69H3 ilmALH:;, Hy 1 Hj und H:HnA—l-(HQ@H?,)

= (siehe Anhang B) 3(A) = dim H/im A = dim(Hs ® H3) = dim Hs + dim Hj
——

=ng3

) 5(A) = (B) — 1 4+ nz = a(B) — B(A) = ny — ng (4%)

3) Offenbar gilt: B(im A) = im BA. Wenden nun B auf die Darstellung

H=imA+ (Hy ® Hj) an:

im B = B(H) = B(im A + (H, & H;)) = B(im A) + B(H,) + B(H;).

Wegen Hs C ker B folgt im B = im BA + B(Hs)

Nun gilt: H = im B @ ker B* = H = im BA + (B(H3) @ ker B¥)

= 3(BA) = dim H/im BA = dim B(H3) + dHr;l(qu;B

= ((BA) = 3(B) + dim B(Hs3)

4) Zeigen: ng = dim B(Hs).

Sei B = Bl|y, : H3 — B(Hs) =im B = B : Hs — im B ist surjektiv.

Zeigen: B ist injektiv.

Sei x € ker B (*:*; dxy € Hy, 9 € Hy mit x = 1 + 22. Da Hy = im A Nker B
folgt x1 € im A.
Wegen im A | H3, Hs | Hjs (siehe oben) folgt 0 = (z,x1) = (w1, 21) + (71, T2)
=0

=x1=0=>z=29€ Hy=2=0 (wegen Hy L Hj)
= B: Hy — B(Hs) ist bijektiv = ng = dim Hs = dim B(Hs)
— B(BA) = B(B) + ns (5+)
5) Aus (x), (4%), (5%) folgt:

ind(BA) = «(BA)- 3(BA)
= «a(A)+n; —B(B)—ng
— a(4) = B(B) + (n1 — ng)
— a(4) - A(B) + a(B) - A(A)
— a(4) - B(4) + a(B) - B(B)
= indA+ind B O]

Folgerung (4.5.1-10). Sei A € ®(H) und B € L(H) ein Regularisator fur A
(vergleiche: Folgerung (4.5.1-5)). Dann gilt:

B € ®(H) und ind A+ ind B = 0.

Beweis. Wie schon in Folgerung (4.5.1-5) bemerkt, ist aus Symmetriegriinden auch
B e ®(H). Sei also BA=1—-T, (T, € K(H)). Aus Satz (4.5-13) folgt
0=ind(/ —T1) =ind BA=ind A+ ind B O

Satz (4.5.1-11). Sei A € ®(H) und C € L(H). Dann existiert eine Zahl r > 0,
sodass aus ||C|| < r folgt:

A+ C e ®(H) und ind(4A + C) = ind A.

Beweis. Sei B € L£(H) ein Regularisator fiir A, d.h.

3Ty, € K(H) mit BA=1—-T, und AB =1 —Ts.
1

Wihlen r = min m,p , wobei p > 0 die Zahl aus Satz (4.5-10) ist.

Damit folgt A+ C € ®(H) V C € L(H) mit |C]| <r = |BC| <|B|IC]| < 1.
Aus Satz (3.4-8) folgt I + BC ist invertierbar, d.h. 3 (I + BC)~! € L(H).
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Damit folgt insbesondere I + BC' € ®(H) mit ind(I + BC) = 0.
Betrachten nun:
B(A+C)=BA+BC=1-T1+BC=(I+BC)-T, =+ BC)(I —T) mit
T:=(+BC)'T1 € K(H)
= I —-T € ®(H) mit ind(I —T) = 0. Mit Folgerung (4.5.1-10) ergibt sich:
0 = ind({+BC)+ind(I -T) = ind(B(A+C(C))
= ind B +ind(A + C) = —indA+ind(A+C) O

Satz (4.5.1-12). Sei A € ®(H) und T' € K(H). Dann ist
A+T e ®(H)

und
ind(A+T) =ind A.

Beweis. In (4.5-8) wurde schon A + T € ®(H) gezeigt.

Sei B € L(H) ein Regularisator fiir A

= 3Ty € K(H) mit BA=1-T,

= B(A+T)=1— (T, — BT), wobei Ty — BT € K(H)
=0=ind(B(A4+7T))=indB+ind(A+7T)=—ind A+ ind(A+T) O

Bemerkung (4.5.1-13). Sei A € ®(H). Dann kann man die Aussagen von (4.5-8),
(4.5-10) auch mit Hilfe von Satz (4.5-13) und (4.5.1-5), (4.5.1-6) beweisen. Man
beachte aber, dass man die fundamentale Aussage (4.5-7) auch hier benutzt.



Anhang A

Vom Zorn’schen Lemma bis
zum Wohlordnungssatz von
Zermelo

Definition (A-1). Sei X # 0 eine beliebige Menge und ”=<" eine Relation auf
X. Das Paar (X, =) heifit halbgeordnete Menge (oder teilweise oder partiell
geordnet) und ”=<" eine Halbordnung auf X, wenn fir z,y, z € X gilt:

(01) x 22 Vz € X (Reflexivitét)
(02) Aus z =y, y = x folgt stets x = y (Antisymmetrie)

(03) Aus z =y, y = z folgt stets z < z (Transitivitit)

Beispiel (A-2).

(a) N,Z,Q,R mit gewohnlicher Ordnungsrelation ”<” ist halbgeordnete (sogar
geordnete) Menge.

(b) X = C und fiir 2z := xp + iy, (xg,yr € R) sei 21 X 29 gxl < xy, y1 < Yo
(c) X:{LQ,...,12}mitmjngmteiltn

Definition (A-3). Sei (X, <) halbgeordnet.

(a) Die Menge K C X mit K # () heifit eine Kette (oder linear geordnet) in
(X, %), wenn fiir alle z,y € K stets © < y oder y = z gilt.

(b) Die Kette M C X heiflt maximale Kette (kurz: maximal), wenn fiir jede
Kette K C X mit M C K gilt: M = K.
Beispiel (A-4).
(a) N,Z,Q,R mit ”<” sind Ketten.
(b) (C, =) wie in (Beispiel (A-2)(b)). Eine Kette ist z.B. maximale Kette (Gerade)

(c) (X, =) wie in (Beispiel (A-2)(c). {1,2,6} ist eine Kette, aber nicht maximal,
da {1,2,6} € {1,2,6,12}. Letztere ist maximal.
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Definition (A-5). Sei (X, <) halbgeordnet.

(a) Das Element s € X heifit eine obere Schranke der Menge A C X, wenn gilt:
a=s VacA

(b) Das Element m € X heifit maximal in (X, <), wenn aus ¢ € X und m < x
folgt: m = x. Analog definiert man ein minimales Element.

Beispiel (A-6).
(a) N,Z,Q,R besitzen kein maximales Element, N hat ein minimales Element.

(b) In Beispiel (A-2)(c) sind 7,8,9,10,11,12 maximal und 1 minimal.
Axiom (A-7). Jede halbgeordnete Menge (X, <) besitzt eine maximale Kette.

Daraus ergibt sich

Lemma (A-8) (Zorn’sches Lemma). Sei (X, <) halbgeordnet. Besitzt jede
Kette K C X eine obere Schranke in X, so besitzt X ein maximales Element.

Beweis. Nach Axiom (A-7) besitzt X eine maximale Kette M und diese nach
Voraussetzung des Lemmas eine obere Schranke s € X.

Zeigen: s ist maximal in X.

Annahme: s ist nicht maximal, d.h. 3 a¢ € X mit s ﬁ a=zx=<a Ve Mund
a ¢ M (sonst wire,dax <=s Va € M,aucha=<s=a=2s)

= K := M U {a} ist eine Kette in X mit M ¢ K = M ist keine maximale
Kettej =Behauptung. O

Folgerung (A-9). Sei (X, =) halbgeordnet. Dann gilt: Jede Kette Ky in (X, <)
liegt in einer maximalen Kette von (X, <).

Beweis. Sei Ky C X eine Kette in (X, <) und & die Menge aller Ketten K in X
mit Ky C K. Offenbar ist (R, C) eine halbgeordnete Menge.
Zeigen: (R, Q) erfiillt die Voraussetzung des Zorn’schen Lemmas.
Sei {K;}ier eine Kette in (&, C). Wir setzen K = |J K;.

=
Offenbar ist Ko C K; C K Viel (x).
Zeigen: K ist eine Kette in X. Sei z1,20 € K = Jiia €l 2, € K;, (I =1,2).
Da {K,}icr eine Kette in R = (0.E.d.A) K;, C K;, = z1,22 € K;,. Da K;, eine
Kette in X ist = x1 < x9 oder 29 = 21 = K € R, wobei () bedeutet, dass K
eine oberere Schranke fiir {K;};cs ist. Aus dem Zorn’schen Lemma folgt nun die
Behauptung. O

Bemerkung (A-10). Da in jeder halbgeordneten Menge (X, <) eine einpunkti-
ge Mege eine Kette ist, besitzt (X, <) eine maximale Kette, wenn fiir (X, <) das
Zorn’sche Lemma gilt, d.h. das Zorn’sche Lemma und das Axiom (A-7) sind dqui-
valent.

Definition (A-11). Sei {X,};er ein beliebiges System nichtleerer Mengen. Die
Menge

[[X =359 1-UXj:9()eX; VjeI

Jjel jJeI
heifit Produktmenge der X (j € I). Anstelle von g € [] X; schreiben wir (x;),cr

Jjel
und z; = g(f).
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Satz (A-12) (Auswahlaxiom von Zermelo). Sei X; # () V j € I. Dann gilt:
Es existiert mindestens eine Funktion g € [[ X;, d.h. [[ X, # 0.

Setzen wir M = {g(j)};er, so besteht M aus den Elementen x;, von denen je eines
aus jeder Menge X; des Systems {X;} ausgewéhlt wurde.

Beweis. Setzen

X:={(f;Ds):0#DyC1I, f: D5 — UIXj mit f(j) € X; V j € Dys}.
j€

Fithren auf X folgende Halbrodnung ein:

(f:Dy) = (g:D,) <% Dy € D, und £(j) = g(j) V¥ D; (Nachrechnen!)

Zeigen: Jede Kette in (X, <) besitzt in X eine obere Schranke.

Sei also K C X eine Kette in X. Wir setzen Iy = U Dy und definieren
(f;Dr)eK

fo: 1o — U X; wie folgt:

JeI

Vjely3(f;Dy) € K mitje Dy. Essei fo(j) = f(4).

Diese Definition ist korrekt, denn sein (f’; Dy/) € K und j € Dy. Da K eine Kette

ist, gilt 0.E.d.A. (f;Dy) = (f';Dy), d.h. Dy € Dy und f(5) = f'(5) = fo(4),

woraus die Korrektheit folgt.

Offenbar ist Dfo =1, D Df und fo(]) = f(]) V] S Df mit fo(]) € Xj V] el

= (fo; Dys,) € X und (f;Dy) < (fo; Dys,) V (f;Dy) € K = K besitzt in X eine

obere Schranke.Z22 In X existiert ein maximales Element (g; Dy).

Zeigen: Dy = I.

Annahme: Dy, #1 = 3j €I\ Dy und da X; # () auch ein a;r € Xj/.

9(j) = Jj€Dy

a;: : ]Z]/

= (¢';Dy) € X mit (g;Dy) £ (¢'; Dy)4 zu (g; D,y) maximal
=(¢l)eX,dh g: I -UX;mitg(j)eX; Vjel O

Wir setzen: Dy = Dy U {j'} und ¢'(j) :=

Definition (A-13). Eine Kette (K, <) heifst wohlgeordnet (oder vollstindig
geordnet), wenn jede nichtleere Teilmenge A von K ein kleinstes Element besitzt
(d.h. Jap€eA:ap<a YacA).

Beispiel (A-14). (N, <) ist wohlgeordnet, aber z. B. (Z, <) nicht!

Satz (A.0-15) (Wohlordnungssatz von Zermelo). Sei N # (). Dann existiert
auf N eine Ordnung ”=<”, sodass (N, <) wohlgeordnet ist.

Beweis. Ist N = {n} einelementig, so ist (N, =) wohlgeordnet.

Sei nun N # () eine beliebige Menge und

X :={(M,<p): M C N und (M, <ps) wohlgeordnet}.

Offenbar ist X # (). Wir definieren auf X eine Halbordnung:

(My, <ar,) = (Ma, <) EL M, C My

mit "<pp,"="<p,” auf My und a <p, b Va € My Vbe My \ My (Nachweis!)

Sei nun (wieder) K eine Kette in (X, <). Wir setzen My = U M und defi-
(M,<m)EK

nieren ”<,,,” wie folgt:

Fiir a,b € My 3 (M, <pr) € K mit a,b € M (da K eine Kette ist) und setzen dann:

a=p,b &L <ub (ist korrekt, da K eine Kette ist)

o z T .
= (My, Zm,) € X ist eine obere Schranke von K 22 In X existiert ein maximales

Element (M*, <.)

Zeigen M* = N.

Annahme: Ja € N\ M*. Setzen M’ = M*U{a} und b <y a Vbe M*

= (M*,<,) A2 (M',<m)4 = Behauptung. O
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Anhang B

Topologische Komplemente

Definition (B-1). Sei X ein K-Vektorraum und M, N C X lineare Teilrdume.

(a) Die Menge
L:=M+N:={z+y:z€M,ye N}

heifit Summe von M und N.

(b) Die Summe L = M + N heift direkte Summe von M und N, wenn gilt:
M NN = {0} (Symbol: L =M & N)

Folgerung (B-2). Die Summe M + N ist ein linearer Teilraum von X.

Bemerkung (B-3). Die Summe L = M + N ist genau dann eine direkte Summe,
wenn gilt:
VieLIzeMyeN:l=z+y

(die Darstellung von [ ist eindeutig)

Definition (B-4). Sei X ein linearer Raum iiber K = R, C. Ein linearer Operator
P : X — X heift Projektor, wenn P? = P ist. (P heifit auch idempotent).

Bemerkung (B-5). Sei P: X — X ein Projektor. Dann gilt:

(a) Der Operator Q = I — P (I —identischer Operator) ist ein Projektor (genannt
der erginzende Projektor zu P) und ker P = im ), sowie ker Q) = im P

(b) Ist X ein normierter Raum und P : X — X ein stetiger Projektor, so ist
auch @Q = I — P stetig und im P,im () sind abgeschlossene Teilrdume von X.
Auferdem gilt: ||P|| > 1,]|@] > 1.

Satz (B-6). Sei X ein K-Vektorraum (K = R, €C) und M, N Teilrdume. X = M@&N
genau dann, wenn ein Projektor P : X — X existiert mit M = im P und ker P = N.
(N heifit das algebraische Komplement von M in X)

Beweis. (1) Sei P : X — X ein Projektor mit M = im P, N = ker P (P heift
Projektor auf M parallel zu N). Sei Q = — P = P+ Q =1 = z = Pz + Qx,
wobei Px € M und Qz € N (ker P = im Q)

Seiye MNN =yeM=imPye N=kerP= dx€ X :y= Pzrund
Py=0=0=Py=P2=Pr=y=X=M&N.

(2)Sei X =Moo N=VezeXAreMaz'e N:x=2a"+2".

Definieren: P : X — X mit Px = 2. Offenbar ist P linear und wenn z € M

=2 =0,2"=x= Pr=2= Vaz¢cX git: P2r = P(Px) = P2’ =2’ = Px

= P? = P = P ist Projektor mit imP =M. Seinunz € N=2' =0,2" ==z

= Pz =0= N Cker P. Sei weiter € ker P und x =z’ + 2" (¢’ € M,2"” € N)
=0=Pr=212"=z=2"€ N = N =ker P = Behauptung. O
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Lemma (B-7). Sei X ein linearer Raum und A : X — X ein linearer Operator.
Dann gilt: Der Faktorraum X/ ker A ist linear isomorph zu im A, d. h.
X/ker A~imA

Beweis. Sei N = ker A. Wir betrachten A: X/N — X mit
A([z]) = Az (z € [z]) = A ist linear mit ker A = {[0]}
= A: X/N — im A ist bijektiv = Behauptung,. O

Folgerung (B-8). Sei X ein linearer Raum und M, N Teilrdume. Ist X = M & N
die direkte Summe von M, N, so gilt: X/N ~ M.

Beweis. P: X — X Projektor auf M parallel zu N
= im P = M, N = ker P = Behauptung. O

Definition (B-9). Sei X ein linearer Raum, N C X ein Teilraum von X. Die Di-
mension des linearen Raumes X/N heifit die Kodimension von N (kurz: codim N).

Beispiel (B-10). Sei f : X — K ein lineares Funktional auf dem linearen Raum
X mit f # 0 und X; = ker f. Dann gilt:

(a) codim X; =dimX/X; =1

(b) Fxo € X\ X1 mit X =span{xo} ® X1, d.h.
Vee X ANeK,z1 € X1 :x2=Avg+ 21

Beweis. Nach (B-7) ist X/X; ~im f = K. Da dimg K = 1 = (a).

Zu (b): Da f £0= Jag e X\ X1 = X/X1 3 [zo] #0.

DadimX/X;=1= V[z] € X/X; A X e K : [z] = A[zo]

=[x — Az =[0] = 21 :=2 — Axg € X1 = x = Ao + 71.

Wegen Axg ¢ ker f V A # 0= ker f Nspan{zg} = {0} = Behauptung,. O

Definition (B-11). Sei X ein normierter Raum, M, N Teilrdume mit X = M & N
und P : X — X der Projektor auf M parallel zu N.

(a) X heift topologische direkte Summe von M und N (Symbol: X = M+N),
wenn der Projektor P stetig ist.

(b) N heift topologisches Komplement von M in X, wenn X = M + N ist.

Bemerkung (B-12). Ist X = M + N, so sind M, N abgeschlossene Teilrdume von
X (siehe Bemerkung (B-5)(b)).

Satz (B-13). Sei X ein Banachraum und M, N abgeschlossene Teilrdume von X.
Gilt X =M@ N,soist X =M+ N.

Beweis. Als abgeschlossene Teilriume des Banachraumes X sind M, N selbst Ba-
nachrdume. Sei nun X = M x N. Dann ist bekanntlich fir {z/,2”} € X durch
[{z', 2"} := ||a’|| + ||2”|| auf X eine Norm erkliirt. Aus Satzes (1.3-8) folgt, dass
X in dieser Norm vollstandig ist.

Betrachten nun den Operator S : X — X mit S({z,2"}) = 2’ + 2”. Offenbar ist S
linear. AuRerdem gilt: ||S({z/,2"})|| = ||/ +="| < ||«'|+]="| ¥ {«',2"} € X,d.h.
S ist stetig. Wegen X = M & N folgt aus ' + 2" = 3/ +y" sofort 2’ =4/, 2" = y"
= § ist injektiv und auch S ist surjektiv. B

Nach dem Satz von Banach iiber den inversen Operator folgt S~ € £(X, X).

Sei nun P : X — X der Projektor auf X parallel zu N und P’ : X — M mit
P'({2',2"}) = 2’ = P’ ist linear und stetig = P = P'S~! ist stetig = Behaup-
tung. O
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Satz (B-14). Seien X ein Banachraum und M, N abgeschlossene Teilrdume mit
X = M + N. Dann ist der Faktorraum X/N linear homdomorph zu M.

Beweis. Sei P: X — X der Projektor auf M parallel zu N.
Wie in (B-7) ist P : X/N — M bijektiv.
Wie im Beweis von Satz (3.6-7) zeigt man, dass P € L(X/N, M) ist.

Aus dem Satz von Banach (3.5-12) folgt P~! € £(M, X/N) = Behauptung. O

Satz (B-15). Sei X ein normierter Raum, M ein abgeschlossener Teilraum von X
und N ein endlichdimensionaler Teilraum von X. Dann ist M 4+ N ein abgeschlos-
sener Teilraum von X.

Beweis. Sei ¢ : X — X/M die kanonische Abbildung.
Da dim N < oo = dimp(N) < co = ¢(N) ist in X/M abgeschlossen.
Da ¢ stetig ist folgt ¢! (¢(N)) = kerp + N = M + N ist abgeschlossen in X. O

Satz (B-16). Sei X ein normierter Raum, M C X ein abgeschlossener Teilraum.
Wenn dim M < oo oder codim M < oo ist, so besitzt M ein topologisches Komple-
ment N in X,d.h. X =M+ N.

Beweis. (1) Sei m = dimM < oo und ey,..., e, eine Basis von M. Nach Satz
(3.7-17) existiert zu dieser Basis ein biorthogonales System fi,..., f, € X*.
Setzen N := () ker f; = N ist abgeschlossener Teilraum.

i=1
Zeigen: X = M + N.

m

Definieren P : X — M mit Pz = ) fi(z)e; (z € X). Offenbar ist P linear und
i=1

1Pz|| < O filllleal) l|lz|l = P ist stetig. Nun gilt:

Pe; = 2 filej)es PO fi(es)es = e
= P2z = P(Pz) = P} fi(x)e;) =Y. fi(x)Pe; = Px
= P ist ein Projektor mit M = im P.
Zeigen: N = ker P.
Seiz e N= fi(x) =0 Vi=1,...,m = Pz = 0 = z € ker P. Sei umgekehrt
x €ker P,d.h. 0 = Pz =3 fi(x)e;. Da {e;}™, linear unabhingig
= fi(z)=0 Vi=1,...,m=x € N. Aus (B-6) folgt X = M & N und da P stetig
ist folgt X = M + N.
(2) Sei nun m = codim M < oo, d.h. dim X/M =m
= 3 Basis [#1],...,[zm] fiit X/M = Die Représentanten z1,...,2,, sind in X
linear unabhéngig. Setzen N := span{xy,...,Tm}.
Zeigen: X = M + N.
Sei ¢ : X — X/M die kanonische Abbildung
= VezeX AN, . A eK:p@)=> Nzl =2 — > Nz € kerop = M.
i=1 j

=1

Setzen @ : X — N mit Qz = > \jz; (x € X) = N =imQ.
i=1
Wegen ¢(z;) =[x;] i=1,...,m)=Qu;=z; (i=1,...,m)
= Q% = Q (wie oben). Q : X — N ist ein Projektor.
Auferdem gilt: 2 € M < ¢ = Ai[z;] =0 finear ynabhiingie \. — 0
SQRQr=0=M=kerQ=X=M&N.
Zeigen: @ ist stetig.
Qx| < > |Nilllzi|| < max||z] Y |Ai|. Da > || eine Norm auf N darstellt, ergibt
sich aus Folgerung (2.1-19): 3C > 0: > |\ < Ozl = ||Qz]|| < const||x||
= ( ist stetigund X = M + N. O

(i=1,...,m)
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Definition (B-17). Sei X ein normierter Raum und () # M C X eine beliebige
Menge. Setzen
Li={feX*: flx)=0 Vaec M}

(vergleiche: Definition (2.2-11))
Bemerkung (B-18). M~ ist ein linearer, abgeschlossener Teilraum von X*.

Satz (B-19). Sei X ein normierter Raum und M C X ein abgeschlossener Teil-
raum. Dann gilt:
codim M < oo < dim M+ < oo

Ist eine der Bedingungen erfiillt, dann ist codim M = dim M.
Beweis. (1) Seicodim M =m < oo und x1,..., 2, € X wie im 2. Teil des Beweises
von (B-16). Genau wie dort ist also p(z) = Z Ai[zi], wobei die A; durch z € X

elndeutlg bestimmt sind. Das definiert die Funktlonale fj 2 = K durch
filx)=X; ( =1,...,m) = Die f; sind linear und wie oben folgt:

[fi(2)] = |As] < ; I/\il < Clzl| = f; € X* und wegen ¢(xz;) = [z;]

= fi(z) =6;5 = { (1) z;; = {f;} ist biorthogonal zu {z;}

= f1,..., fm sind linear unabhingig. Setzen L = span{fi,..., fm} = Fir z €
M,feList f(z) =0=LC M.

Sei fo € M-\ L= fo, f1,..., fm sind linear unabhingig

= Jeg,€1,...,6p, € X mit fj(ei):(;ij i,7=0,...,m=eq,€,...,eqm & M
= le;] = p(e;)) 20 Vi=0,.

Da dim X/M = codlmM m :> [eo] le1], - [em] sind linear abhingig.

= Jo, ceK: Zal[el]—o E|ozz|>():>x —ZazeleM

= fi(z) = O(J—O ) O—ozjf](e])—ajj_() m

= M+ =L.Da dlrnL médlmM

(2) Sei nun dim M+ = m < oo und fl,...,fm eine Basis in M+

= Jei,...,en € X ¢ fj(e;) = 0;5. Setzen N = span{ei,...,ep} = dim N = m,
da die e; linear unabhingig sind. Aus (B-16) folgt, es existiert ein abgeschlossener
Teilraum M, sodass X = M + N. Nach (B-14) ist X/M ~ N

= codim M = dim X/M = dim N = m = dim M*. O



Anhang T

Topologische Grundbegriffe des
metrischen Raumes (X, d)

offene

offen

Kugel

abgeschlossen

1) innerer Punkt einer Menge
2) int A — Menge der inneren Punkte der
Menge A

a) Beriihrungspunkt einer Menge
b)] A — Menge aller Beriithrungspunkte der
Menge A

Eigenschaften der Funktionen

int - P(X) — P(X)
II:intACA
I2: int(ANB) =int ANint B

I3: int(int A) = int A
I4:int X = X

~HP(X) = P(X)
H1: ACA
HQ:éUB:ZUP

H3: A=A

H4: 0 =0

3) Definition der offenen Menge

Aoffen & intA=A

c¢) Definition der abgeschlossenen Menge

A abgeschlossen < A = A

Eigenschaften des Systems

& der offenen Mengen

Gl1:),Xes

G2: Aus G; € & folgt: UGz €EB

G3: Aus Gl,Gg ) fOlgtC GiNGy € ®

§ der abgeschlossenen Mengen

F1: 0, X €3¥

F2: Aus F; € Ffolgt: N F, € §

F3: Aus Fl,FQ €S fOlgt: FiLU eyl

Dua
4)Gebe X\GeF
5)intA=X\(X\A)

litét
d) Fege X\Fe6
e) A= X \int(X \ A)

Riickkoppelung

6) it A= J{G:GCA, Ge&}

|f) A=N{F:ACF Feg
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Fredholm’sche Alternative, 92
Funktion
linear, 42
stetig, 19
stetig im Punkt, 19
Funktional, 53
halbadditiv, 65
nichtnegativ, 65
sublinear, 71

Gleichung
Parseval, 52
Grenzwert, 7
Eindeutigkeit, 8
schwacher, 83

Haufungspunkt, 16

Isometrie, 13
isometrisch, 13
Isomorphismus, 42

Kompaktheit
schwach relativ, 84
Konvergenz
koordinatenweise, 9
nach der Metrik, 7
normkonvergent, 58
punktweise, 58
schwach, 83
schwach konvergent, 58
stark konvergent, 58
Kugel
abgeschlossene, 16
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offene, 15

Menge
e-Netz, 29
1. Kategorie, 26
2. Kategorie, 26
abgeschlossen, 16
Ableitung, 16
Abschliefiung, 16
Abstand eines Punktes, 17
dicht liegen, 13, 18
folgen-kompakt, 32
halbgeordnet, 97
innerer Punkt, 16
Kette, 97
maximal, 97
wohlgeordnet, 99
kompakt, 30
linear geordnet, 97
nirgends dicht, 18
obere Schranke, 98
offen in, 16
offene Uberdeckung, 30
prakompakt, 29
Produnktmenge, 98
Rand, 18
relativ folgen-kompakt, 32
relativ kompakt, 30
Residualmenge, 27
schwach relativ kompakt, 84
total beschriankt, 29
Menge:Durchmesser, 22
Metrik, 5
dquivalent, 8

Norm, 39
Faktornorm, 68

Operator
®-Operator, 89
& -Operator, 89
®_-Operator, 89
abgeschlossen, 63
adjungierter, 78
beschréinkt, 54
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endlichdimensionaler, 85

Fixpunkt, 27

Fortsetzung, 70

Hilbertadjungierte, 81

Index, 89

inverser, 62

invertierbar, 62

Kokern, 88

kompakter, 85

kontrahierend, 27

linear, 53

Multiplikation, 61

Noether, 89

Norm, 57

normal auflésbar, 87

Nullzahl, 88

Produkt, 61

regularisierbar, 93

Rieszadjungierte, 81

stetig invertierbar, 62

vollstetiger, 85
orthogonal, 47

orthogonale Projektion, 48

orthogonale Summe, 48

orthogonales Komplement, 47

System, 49

Projektor, 101
Quadraturformeln, 61

Raum

Banachraum, 40

bidualer, 77

Defektraum, 87

dualer, 58

Faktorraum, 68

Hilbertraum, 46

isometrisch isomorph, 42

Kodimension, 102

linear homdomorph, 42

linear isomorph, 42

metrischer, 5

mit Skalarprodukt, 45

normierter, 39
komplexer, 39
reeller, 39

reflexiv, 77

separabel, 20

Teilraum, 5
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topologisch direkte Summe, 102
topologisch gleich, 8
topologisches Komplement, 102
unitdr, 46

Unterraum, 5

Reihe

absolut konvergent, 40
konvergent, 40
Neumann, 63
Partialsumme, 40
Summe, 40
unendliche, 40

Approximation durch Linearkom-
binationen, 43

Arzela-Ascoli, 37

ausreichende Anzahl von Funk-
tionalen, 75

Auswahlaxiom von Zermelo, 99

Banach iiber den abgeschlossenen
Graphen, 64

Banach iiber den inversen Opera-
tor, 67

Banach und Steinhaus, 60

Cantor, 31

Existenz biorthogonales System,
75

Fortsetzung unter Erhalt der Norm,
73

Hahn-Banach, 72, 73

Hausdorff, 32

Lemma von der Fast-Senkrechten,
44

Open-Mapping-Theorem, 69

Plessner, 77

Prinzip der gleichmé&sigen Beschrénkt-
heit, 59

Riesz, 42, 44, 56

Riesz-Fischer, 52

stetige Fortsetzung, 70

Vervollstindigung metrischer Riu-
me, 13

Wohlordnungssatz von Zermelo,
99

Zorn’sches Lemma, 98

Schwarzsche Ungleichung, 45
Skalarprodukt, 45
stetig

Holder-stetig, 37

System

orthonormiert, 49
vollstindig, 48
zentriert, 31
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Teilraum
Summe, 101
direkte, 101

Umgebung, 16
r-Umgebung, 15

Vervollstandigung, 13
vollsténdig, 12
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