Skript zur Vorlesung
Orthogonale Polynome II

SS 2003

Peter Junghanns






Inhaltsverzeichnis

Belegungsfunktionen und das Darstellungstheorem

5.1 Vorbetrachtungen . . . . . . . . . ... L o
5.2 Ubungsaufgaben . . . ... ... ... ... ... ... ..
5.3 Das Darstellungstheorem . . . . . . . ... ... oo L0,
5.4 Ubungsaufgaben . . . ... ... .. ... ... ... ...
5.5 Zur Lage der Spektralpunkte einer Darstellung . . . . . . ... ... ... ....
5.6 Ubungsaufgaben . . . . .. ... ... ... ... ...
5.7 Zur Bestimmtheit des Momentenfunktionals . . . . . . .. ... ... ... ...
5.8 Klassische Momentenprobleme . . . . . .. .. ... ... Lo,

5.9 Ubungsaufgaben . . . . . . .. . ... ...

Orthogonale Polynome in der komplexen Ebene
6.1 Definitionen. Lage der Nullstellen . . . . . . . . . ... ... .. ...,
6.2 Asymptotik der Nullstellen . . . .. . ... ... ... . .

Orthogonale Polynome in der numerischen Analysis

7.1 Cauchysche singulire Integralgleichungen . . . . . .. .. ... ... ... ...,
7.2 Kollokationsverfahren . . . . . . . .. ... .. 0 o Lo Lo
7.3 Funktionalanalytische Grundlagen . . . . . ... ... . ... ... ... ...
7.4 Konvergenz von Interpolationsprozessen . . . . . .. ... ...
7.5 Ubungsaufgaben . . . . .. . . . ... ...
7.6 Fredholmeigenschaften singuldrer Integraloperatoren . . . . . . ... . ... ...
7.7 Stabilitdt als Invertierbarkeit in einer Banachalgebra . . . . . . . . ... ... ..

7.8 Die Operatorfolge des Kollokationsverfahrens (7.8) . . . . . ... ... ... ...

3

© © 0 0w I =

11
11
12
13

15
15
17



INHALTSVERZEICHNIS

7.9 Eine Teilalgebravon Fo . . . . .« o oo o e e e e 36
7.10 Numerische Aspekte . . . . . . . . . . e 37



Literaturverzeichnis

[1] T. S. Chihara, An Introduction to Orthogonal Polynomials, Gordon & Breach, New York,
1978.

[2] G. Freud, Orthogonale Polynome, Berlin, 1969.

[3] I. P. Natanson, Konstruktive Funktionentheorie, Berlin, 1955.

[4] P. G. Nevai, Orthogonal Polynomials, Amer. Math. Soc., Rhode Island, 1979.

[5] P. Nevai, Orthogonal Polynomials, Theory and Practice, NATO ASI Series C, Vol. 294, 1990.
[6] N. Obreschkoff, Verteilung und Berechnung der Nullstellen reeller Polynome, Berlin, 1963.
[7] R. Remmert, Funktionentheorie 2, Springer-Verlag, Berlin, ..., 1992.

[8] G. Szegd, Orthogonal Polynomials, Amer. Math. Soc., Rhode Island, 1939.



LITERATURVERZEICHNIS



Kapitel 5

Belegungsfunktionen und das
Darstellungstheorem

5.1 Vorbetrachtungen

Definition 5.1 Fine beschrdinkte, nicht fallende Funktion i : R — R heifit Belegungsfunk-
tion, wenn alle Momente

un::/ 2"dyp(z), n=0,1,2,..., (5.1)

—00

endlich sind. Die Menge
SW) ={zeR:¢(z+9) —y(z—3J) >0Vs>0}
nennt man Spektrum von . Fin z € S(¢) heifit Spektralpunkt von 1.

Lemma 5.2 FEs seien E eine abzdihlbare Menge und f, : E — R eine Folge von Funktionen,
so dass die Zahlenfolge { fn(z)}, 2 fiir jedes x € E beschrinkt ist. Dann ewzistiert eine Teilfolge
von {fn}, = , die tiberall auf E konvergiert.

Lemma 5.3 Ist {¢,}, =, eine Folge nicht fallender und gleichmdfig beschrinkter Funktionen
on : R — R, so existiert eine Teilfolge {<pnj };’;1 , $0 dass fiir jedes x € R der Grenzwert
¢(w) = limj 00 ¢n; () existiert. Die Funktion ¢ : R — R ist beschrdnkt und nicht fallend.

Lemma 5.4 Die Funktionen ¢y, : [a,b] — R, n=1,2,... , seien nicht fallend und gleichmdfig
beschrdankt, wobei —oo < a < b < 0o und ¢,(x) — p(z) fir alle x € [a,b] erfillt sei. Dann gilt

n—oQ

b b
li [ f(@)don(o) = [ f(e)dpla) VS € Clal.
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5.2 Ubungsaufgaben

1. Man zeige, dass das Spektrum einer Belegungsfunktion abgeschlossen ist.

2. Es sei ¢ eine Belegungsfunktion mit unendlichem Spektrum S(1)) . Man zeige, dass dann
das iiber (5.1) definierte Momentenfunktion auf S(v) definit ist (vgl. Def. 1.16).

3. Die Zahlenfolge {7y}, —; sei fiir jedes k = 1,2,... beschrinkt. Man zeige, dass dann eine
streng monoton wachsende Folge {n;} jiol natiirlicher Zahlen existiert, so dass die Folge

{'ynjk}jiol fiir jedes k = 1,2, ... konvergiert.
5.3 Das Darstellungstheorem

Es sei L ein positiv definites Momentenfunktional mit dem zugehérigen OPS {P,(z)} . Dann
gilt fiir My (z) = 2% (vgl. Abschnitt 1.4)

n
pe = LIM) =) Anjal;, k=0,1,2,...,2n 1. (5.2)
j=1
Wir definieren
0 , T < Tpp,
() =3 A+ + Ay , Tp<zr<zxpp1,n>p>1, (5.3)
Mo ; T > Tpl-

Dann gilt S(Qpn) = {xnj}jil s 7»bn(xnj + 0) - @bn(xnj - O) = Anj und
o0 n
/ wkdd)n(zz):ZAnja:ﬁj:,uk, k=0,1,2,...,2n— 1. (5.4)
—oo o

Ist [a,b] ein beschrinktes Tréigerintervall von £, so folgt aus Lemma 5.3 und Lemma 5.4 die

Existenz einer Teilfolge {4y, }jo:ol mit 9, (v) — P(z), v € R, und

/oo of dip(x) = pp = LIMR], k=0,1,2,... (5.5)

Das Beispiel

0, z<n,
Y (z) :{ Yn(z) — Y(z) =0, z € R,
1, x>n,

zeigt, dass die Aussage von Lemma 5.4 i.a. nicht fiir unbeschrinkte Intervalle gilt.

Theorem 5.5 Es seien L positiv definit und 1, wie in (5.3) definiert. Dann ezistiert eine
Teilfolge {¢nj }jiol mit y; () — P(z), v € R, s0 dass 9 : R — R eine Belegungsfunktion
mit unendlichem Spektrum ist, fir die (5.5) gilt.
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Eine Belegungsfunktion ¢ : R — R mit unendlichem Spektrum, die (5.5) erfiillt, nennt man
eine Darstellung von L.

Theorem 5.6 Jedes positiv definite Momentenfunktional L besitzt eine Darstellung 1 (x) mit
S() C [m,&1]. Ist umgekehrt (z) eine Darstellung von £ mit S(¢) C [a,b], so folgt [m,&1] C
[a,b] (vgl. Folg. 1.19).

5.4 Ubungsaufgaben

1. Man finde eine Folge von Belegungsfunktionen ¢, : R — R mit unendlichem Spektrum,
o0 oo
z* dy, (x) nicht gegen / =¥ do(x)

—0Qo —00

die gegen ¢ : R — R konvergiert, fiir die aber /
(k € N) konvergiert.

2. Wie kann man im Fall —co < 11 < &; < oo das Rieszsche Darstellungstheorem (fiir lineare
und beschrinkte Funktionale tiber C[ny, £1]) zum Beweis von Theorem 5.6 verwenden?

5.5 Zur Lage der Spektralpunkte einer Darstellung
Im weiteren seien L stets positiv definit und {P,(x)} das zugehorige monische OPS.

Satz 5.7 Ist @ eine Darstellung von L, so gilt
S(p) N (@njt1,%05) #0 Vi=1,...,n—1,Vn=2,3,...

Eine Darstellung v, die Grenzwert einer Teilfolge von {1}, ist (vgl. (5.3)), nennt man
natiirliche Darstellung von L.

Satz 5.8 Es seien ¢ eine natirliche Darstellung von £, G C R eine offene Teilmenge von R,
und es ezistiere ein Index ng, so dass P,(z) # 0 fiir alle z € G und fir alle n > ng. Dann gilt

S NG =0.

Folgerung 5.9 Es seien 9 eine natirliche Darstellung von L und s € S(). Dann existieren
fiir jedes € > 0 und jeden Index n € N ein Index N > n und ein Index k € {1,...,N} , so dass
s —e < xng < S+ e. Definieren wir also die Mengen

X:={zp;:1<j<n,n=123,...}

und
Z = {z € R: P,(z) = 0 fiir unendliche viele n} ,

so gilt
SW)cX' UZ. (5.6)

(X" bezeichnet die Menge der Hiufungspunkte der Menge X .)
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Wir erinnern an die Definition der Zahlen &; und 7, ,

= lim z,,; = lim z, =1,2,...
6‘7 yoo nj s 1j Resrpeiiad (i j+15 ] ) 4y

Offenbar gilt

wobei
£:= lim & und 7n:= lim p;
j—o0 j—o0
zu setzen ist.

Satz 5.10 FEs sei ¢ eine Darstellung von L. Dann gilt:
(a) Aus ng < ng41 folgt S(p) N (i, Me1] # 0.
(b) Aus mp = nk+1 folgt nk € S(p)'

(c) neS(p).

Satz 5.11 Sind n1 > —oo und 9 eine natiirliche Darstellung von L, so gilt n; € S(y) Vj =
]-a27--- und S(w) ﬂ(—ooﬂl) = {77j .7 > 17 Ui < 77} .

Satz 5.12 Euxistiert ein Index p mit n, = 1py1, so gilt g, = 1.

Es sind somit nur die folgenden drei Situationen méoglich:
. —oco=m=mp="=1,
2. oo <M< <Y =Npp1 =0 =1,
3. —co<m <M< <.

Ist also 9 eine natiirliche Darstellung des positiv definiten Momenfunktionals £, so ldsst sich
das Spektrum von ¢ in der Form

S(h) = B, U Sy U S

mit
0, falls n = —o0,
Iy = '
{nj:3>1,n;<n}, sonst ,

der analog definierten Menge ¥¢ und einer Menge S1 C [n, ] schreiben.
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5.6 Ubungsaufgaben

1. Es sei —oo < ng < Mg41, kK =1,2,... Man zeige, dass dann
-1

0 < (mk +0) — Ph(mx — 0) < Z[PJ )]

fiir jede natiirliche Darstellung von £ gilt.

2. Man zeige, dass das Spektrum einer natiirlichen Darstellung eines symmetrischen positiv
definiten Momentenfunktionals symmetrisch beziiglich 0 liegt.

oo

3. Es seien 0 < np < mg41, kK = 1,2,..., und an_l < o0. Man zeige, dass dann die
k=1

Funktionenfolge { P,,(z) /P, (0)}, 2, auf jeder beschrinkten Teilmenge der komplexen Ebene

gleichmiBig beschrinkt ist.

4. Es seien F eine abgeschlossene Triagermenge von £ und ¢(z) € Ry42[z] ein Polynom mit
reellen Koeffizienten, so dass £[Myq] =0 fir k =0,1,...,n — 1 gilt. Man beweise: Sind x1
und z5 zwei nebeneinander liegende reelle Nullstellen von ¢(z), so gilt E N (z1,22) # 0.

5.7 Zur Bestimmtheit des Momentenfunktionals

Das Ziel unserer weiteren Uberlegungen ist der Nachweis, dass fiir ein positiv definites Mo-
mentenfunktional £ mit —oco < 71 < & < oo sich zwei Belegungsfunktionen nur durch eine
Konstante in ihren gemeinsamen Stetigkeitspunkten unterscheiden.

Fiir ein z¢ & (n1,&1) definieren wir

Pri1(zo)

Qn(z) = Poy1(z) + a Py(r) mit a=— B, (z0)

£0.

Wegen Qn(zpt+1k) = aPp(ny1,5) wechselt Qp(z,41,) das Vorzeichen (vgl. den Beweis von
Theorem 1.18), so dass Qn(x) genau n + 1 reelle Nullstellen 7, € (Tp41k+1,Tnt1k), b =
1,...,n, und z},, = o besitzt. Es sei 9 eine Darstellung von £. Es gibt nun Zahlen A7, , so

dass d1e Quadraturformel
0o n
| m@ydpia) =3 Apr(ain)
k=0

-0

fiir alle Polynome 7 € Cyy,41[z] gilt. Analog zu Satz 1.27 gilt

-1
no = (Z[Pk (z0)] ) : (5.7)
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wobei {p,(z)},=, das orthonormierte Polynomsystem zu L bezeichnet. Weiterhin kann man
zeigen, dass die Ungleichungen

Apo 2 Y(@0) —p(—00), =m0 <1, (5.8)

und
no = Y(+00) —(zo), 0> &1, (5.9)

erfiillt sind. Unter Verwendung von (5.7), (5.8), (5.9) und Theorem 3.32 ergibt sich

Folgerung 5.13 Ist —co < m; < & < 400, so gilt S(v) C [m,&1] fir jede Darstellung 1 des
positiv definiten Momentenfunktionals L .

Lemma 5.14 Es seien @; : [a,b] — R, j = 1,2, zwei Funktionen beschrankter Variation auf
dem kompakten Intervall [a,b] mit der Eigenschaft

b b
/x”dgol(x):/x”dcpg(x), n=20,1,2,...
a a

Dann ezistiert eine Konstante ¢ € R, so dass ¢1(x) — p2(z) = ¢ fir alle gemeinsamen Stetig-
keitspunkte x € [a,b] von 1 und @o gilt.

Ein Momentenfunktional £, deren Darstellungen ¢ (z) im Sinne von Lemma 5.14 eindeutig sind,
heiBt determiniert, 1)(x) nennt man dann im wesentlichen eindeutige Darstellung von

L.

Theorem 5.15 Ist [n1,&1] kompakt,so ist £ determiniert.

Satz 5.16 Flir ein determiniertes Funktional £ mit der wesentlich eindeutigen Darstellung 1p(x)
gilt, dass S(v) Teilmenge jeder abgeschlossenen Trigermenge von L ist.

5.8 Klassische Momentenprobleme

1. (Das Stieltjessche Momentenproblem) T. J. STIELTJES formulierte 1894 das folgende
Momentenproblem: Gegeben sei eine reelle Zahlenfolge {uy},. 2, , gesucht sind notwendige
und hinreichende Bedingungen fiir die Existenz einer Belegungsfunktion t(x) mit unend-

lichem Spektrum in [0, 00), so dass

oo
/ x”dz/)(x):,un, n:0a132a"'3
0

gilt.

2. (Das Hamburger Momentenproblem) Um 1920/21 stellte H. HAMBURGER das zum
Stietltesschen Momentenproblem analoge Problem, wobei lediglich das Interval [0, c0)
durch (—oo,o0) ersetzt ist.
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Wir definieren (vgl. Kapitel 1)

[ o g1 Hn ] [ p e o ppgr ]
M1 p2 ot gl 12 M3t Hp42
Ap =det | ‘ ‘ ‘ und AL = det ) ‘ ‘ ) ,
L Un Mn+1 - H2n L Un+1 HMn+2 - H2pn+1 |

n=20,1,2,...
Theorem 5.17 Das Hamburger Momentenproblem besitzt genau dann eine Lésung, wenn fir

allen =0,1,2,... die Ungleichung A, > 0 gilt.

Theorem 5.18 Das Stieltjessche Momentenproblem besitzt genau dann eine Lisung, wenn das
durch die Folge {py}, >, definierte Momentenfunktional L auf [0,00) postive definit ist.

Theorem 5.19 Das Stieltjessche Momentenproblem besitzt genau dann eine Lisung, wenn fir
allen=0,1,2,... die Ungleichungen A, > 0 und Aq(ll) > 0 erfillt sind.

Theorem 5.20 (Erstes allgemeines Darstellungstheorem) Fiir eine beliebige Zahlenfolge
{pn}, 2y C R ezistiert eine Funktion ¢ : R — R beschrdinkter Variation, so dass

o
/ dp(z) = pn, n=0,1,2,...,
—0oQ

gilt.

Theorem 5.21 (Zweites allgemeines Darstellungstheorem) Fiir zwei beliebige Zahlenfol-
o

gen {an}, 2y und {Bn},=, sowie das Polynomsystem {P,(z)} , definiert durch die Rekursions-
formel
P1=0, Bh=1, Pyyi(x) = (z — an)Pu(x) — BpPr—1(x), n=1,2,...

(vgl. (1.4)), existiert eine Funktion ¢ : R — C beschrankter Variation, so dass
o0
/ Pm(x)Pn(‘,E)d(P('T) :/80161"'/3115771,11’ m,n:O,l,Q,... ’
—o0

gilt. Die Funktion ¢(x) kann genau dann reellwertig gewdhlt werden, wenn die Zahlenfolgen
{an}, 20 und {Bn},=p reell sind. Sie ist als Belegungsfunktion genau dann wihlbar, wenn oy, € R
und Bp, > 0 fir allen=0,1,2,... gilt.

5.9 Ubungsaufgaben

Ein nicht identisch verschwindendes Polynom Q(z) nennt man ein bzgl. £ quasi-orthogonales
Polynom der Ordnung n + 1, wenn sein Grad nicht gréfler als n + 1 ist und

LIMQ]=0 fur k=0,1,...,n—1

gilt.
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1. Man zeige, dass Q(z) genau dann ein quasi-orthogonales Polynom der Ordnung n + 1 ist,
wenn zwei komplexe Zahlen o und f existieren, so dass Q(z) = aPyy1(x) + BP,(z) und
la| + 18] > 0 gilt.

2. Man beweise, dass fiir jede komplexe Zahl zy ein quasi-orthogonales Polynom Q(z) der
Ordnung n + 1 existiert, so dass Q(zp) = 0 erfiillt ist. Dieses Polynom ist bis auf einen
nicht verschwindenden konstanten Faktor eindeutig bestimmt.

3. Man beweise: Ein quasi-orthogonales Polynom @ € R[z]| hat nur reelle und einfache Null-
stellen, von denen hochsten eine auBlerhalb des Intervalls (n1,&1) liegt.

4. Es sei Q(x) ein reelles quasi-orthogonales Polynom der Ordnung n + 1 mit den Nullstellen
Un < Yn—1 <+ < y1 < Yo. Man zeige:

(a) Es existieren Zahlen By, k=0,1,...,n, so dass
n
Lr] = ZBkW(yk) V€ Conta
k=0

gilt.
(b) Es existiert ein Polynom 7*(z) > 0 (z € R) vom Grad 2n, so dass fiir 0 < p < n gilt:
iLm(y)=1,n>k>n—p,
i () =0, n—p>j >0,
ii. 7*(z) > 1, 2 < yp—p,
iv. 7*(z) ist monoton fallend fiir y,—p <z < yp_p_1.

(c) Fir jede Darstellung ¢(z) von L gilt

yn—p+0
/ d‘p(m)<Bn+Bn—l+“‘+Bn—p7

—0o0

o0
/ do(z) < Bo+Bi+---+ B,
yp—0

und
Yn—p— 1+0

Bn+Bn_1+---+Bn_p</ dp(z) .

—00

(d) Definiert man die Treppenfunktionen ¢, (x) bzgl. der Knoten y; und der Gewichte
By, analog zu den Treppenfunktionen v, (z) (bzgl. der Knoten z,,; und der Gewichte
Apk), so gilt

©Yn—p +0) — @(yn—p — 0) < ©n(Yn-p +0) — Yn(Yyn—p — 0)

firp=0,1,...,n.



Kapitel 6

Orthogonale Polynome in der
komplexen Ebene

6.1 Definitionen. Lage der Nullstellen

e Sei p ein positives Mafl auf den Borelmengen der komplexen Ebene. Der Tréiger S = S(u) =
supp(p) von u sei kompakt und enthalte unendlich viele Punkte.

e Wir definieren das innere Produkt
9= [1@5@ ), fige L.

Beispiel 6.1

1. E C C offen und beschmnkt fE w(z)dzdy mit z = z + iy, =,y € R,
w(z) >0 auf E, 0 < [ w( dxdy<oo

2. T C C beschrinkte Kurve, (f,g) = [ f( w(z) ds(z), ds - Bogenmafl auf T', w(z) >0
auf T, 0 < [rw(z)ds(z) < 0.

e Da der Triger S unendlich viele Punkte enthilt, sind die Funktionen 1, z, ..., 2", ... linear
unabhéingig. Das Schmidtsche Orthogonalisierungsverfahren liefert damit eine eindeutig
bestimmte Folge {p,},~; von Polynomen

Dn(2) = pn(z3 1) = mz" + ... € Cuyi[z] mit v, >0 und (Pm,Pn) = Omn -

1 . N . .
Mit P, (z) = Py(2;4) = —Dn(z; 1) bezeichnen wir wieder die entsprechenden monischen

Tn
orthogonalen Polynome.

Satz 6.2 Ein Polynom P,(z) = 2" + ... € Cyy1]z] ist genau dann orthogonales Polynom n-ten

Grades , wenn
[P du=wind [10uP s Qute) ="+

15

gilt.
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Beweis. Wir betrachten folgendes Minimierungsproblem: Gesucht ist ein Polynom
n—1
Gn-1(2) = ) a;pj(2) € Cala],
=0

so dass

[ = s du = min{ [ = s @ du s oa(s) € ol

Bekanntlich ist g,_1(2) eindeutig bestimmt, und es gilt a; = (2",p;). Wir setzen Qn(z) =
2" — gn-1(z) . Es folgt

<énaﬁ]>:<zn7ﬁ]>_<an—laﬁ]>207 j:Oa"',n_la
also Qn(2z) = Pu(2). Da sowohl P,(z) als auch g,_1(z) eindeutig bestimmt sind, ist der Satz
bewiesen. O
Wir erinnern an Satz 1.17: Ist S C [a,b] C R, so sind alle Nullstellen von P, (z;u) reell und
einfach und in (a,b) gelegen.
Satz 6.3 Alle Nullstellen von Py(z;p) liegen in der konvexen Hiille conv(S) des Tréigers von
i -
Satz 6.4 Falls conv(S) kein Segment ist, liegen alle Nullstellen des Polynoms Py, (z;u) im In-
neren int conv (S) der konvezen Hiille des Tréigers S von p .

Es ist moglich, dass alle Nullstellen von P, (z) fiir alle n € N auflerhalb von S liegen, z.B. fiir
SCT:={z€C:|z=1}.

Wir setzen C := CU {Py} . Mit Dy (S) bezeichnen wir die Zusammenhangskomponente von
C\ S, die den unendliche fernen Punkt P, enthilt (d.h. Do (S) ist offen, zusammenhéingend und
unbeschrinkt). Der Rand dieser Zusammenhangskomponente 0Dy (S) =: 0 S heifit dulerer
Rand von S. Die Menge Pconv(S) := C\ Dy (S) nennt man polynomiale konvexe Hiille
von S'.

Beispiel 6.5 Ist S =T, so ist Pconv(S) =D :={z € C: |z| < 1} . Ist aber
S={z€C:|z|=1,Imz >0},
so gilt Pconv(S) = S.

Lemma 6.6 ([7], Kap. 12) Jede auf Pconv(S) analytische Funktion kann gleichmiffig auf
Pconv(S) durch Polynome approximiert werden.

Lemma 6.7 Sei E C C kompakt und ENPconv(S) =0 (d.h. E C Dy (S)). Dann ezistieren ein
m € Z4 und ein a € (0,1), so dass fiir beliebige m Zahlen z1,. .., 2z, € E Zahlen wy, ..., wy, € C
mit der Figenschaft

m

k=1

Z — W

<a VzeSs
Z— 2k

existieren.
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Satz 6.8 Sei E C C abgeschlossen und E N Puopy(S) = 0. Dann existiert eine natiirliche Zahl
mg, S0 dass
#{z€E:Py(z;u) =0} <mg Vn=12...,

d.h., die Anzahl der Nullstellen von P,(z;u), die in E liegen, ist gleichmdfig beschrinkt.

6.2 Asymptotik der Nullstellen

Wir definieren
o0

[vlls = sup {|v(2)] : 2 € S(u)}, 2,

und

tn(S) = min{[[2" +---[|g: 2" +--- € Guya[2]} -
Das eindeutig bestimmte Polynom T, (2) = T, (z; ) = 2" + -+« € Cpq1[2] mit t,(S) = ||Th]lg
heifit Tschebyscheff-Polynom (zu u) n-ten Grades.

Aus Satz 6.2 folgt

L ([ 1P dp : < | [ I1Tn(2)]? dp : < [u(S)]2 ta(S).
o (i )< ([ a)

Der Grenzwert cheb(S) := lim {/t,(S) (Er existiert!) heifit Tschebyscheff-Konstante fiir

n—oo
S.

1 1
Wegen v, > ————— folgt
" () [u(s)]:

. 1
el v > ey (01

Das Maf} y heifit vollstéindig regulér, wenn

Tim ()15 = 1 (6:2)
gilt.
Satz 6.9 Ist das Maf p vollstindig requldr, so gilt

lim /v, = !

n—o0 cheb(S)

Im folgenden gehen wir auf eine alternative Definition der Tschebyscheff-Konstante ein. Sei
E C C kompakt, M(E) sei die Menge der positiven Borelmafie v mit S(v) C E und v(E) = 1.
Fiir v € M(E) definieren wir das logarithmische Potential

U"(z) := /log |z —t| 1 dv(t)



18 KAPITEL 6. ORTHOGONALE POLYNOME IN DER KOMPLEXEN EBENE

und die Energie dieses Potentials

] ::/U”duzf/log|z—t|_1 du(t) dv(z)

Wir definieren V(E) := inf {I[v] : v € M(E)} . Die Zahl cap(E) := e V() heit logarithmi-
sche Kapazitit von F.

Theorem 6.10 (elektrostatisches Problem) Ist cap(E) > 0, so ezistiert ein eindeutig be-
stimmtes Maff vg € M(E) mit I[vg] = V(E).

Dieses Extremalmaf heifit Gleichgewichtsverteilung fiir £. Es gilt
(a) S(vE) C OE, cap(0cE \ S(vE)) =0,
(b) U"E(2) <V (E) Yz €C,
(c) cap(F) = cheb(E).

(Dabei gilt in (b) das Gleichheitszeichen fiir alle z € E mit evtl. Ausnahme einer Menge der
Kapazitit 0.)

Der duere Rand 0 F bestehe aus analytischen Bogen. Wir definieren die Green’sche Funktion
gE(z) fir Dy (F) mit dem Pol Py, durch folgende Bedingungen:

e gp(z) ist harmonisch in Dy (E) \ {Po},

e gp(z) — 0 fiir z — 0o F, 2z € Dy(E),

e IVeC: (gE(z) —log|z|) — V fiir |2 — 0.
Aus der Green’schen Formel folgt

~ 1 4 0 1 .~
v—gE<z>=§/a gz~ 15,—ngE<t)|dt|=/a loglz ™" ap.

wobei n die duflere Normale an 0, F bezeichnet und

ist.

Theorem 6.11 Besteht O F aus endlich vielen analytischen Bdgen, so gilt V= V(E),v=vg
und

U (z) = V(E) — gp(z) = log cap(E) 9e(2) -
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Beispiel 6.12 Fir E ={z € C: |z| = R} ist
gE(z) = log ‘%‘ ’

V = —log R und somit cap(E) = R = cheb(E) . Auf 0, E = E gilt |dt| = ds und

0 1
ds
also dvg = R
Beispiel 6.13 Fir E = [—1,1] ist
ge(z) =log |z + V22 — 1‘

und somit V = — log % ,

Fiir ein Polynom Q(z) mit den Nullstellen 2, ..., zx ,
Q(z) =ap(z—2z1)™.(z—2)™, n=mi+..+my,
und eine Menge A C C definieren wir
v9(A) = % Z m; .
ZEA

Theorem 6.14 Sei S C C kompakt mit positiver Kapazitit. Die monischen Polynome Qp(z) =
2"+ --- € Cyt1(2] mdgen den Bedingungen

(@) Timsup, o0 | @nll§ < cap(S)
und

(b) lim, oo v9"(A) = 0 fiir alle abgeschlossenen Mengen A C int Pconv(.S)
gentigen. Dann gilt

lim [ fdv@ = / fdvs (6.3)
n—0o0

fir alle stetigen Funktionen f : C — C mit kompaktem Trdger. Dabei ist vg die Gleichge-
wichtsverteilung fir S .

Die Bedingung (a) bedeutet, dass die @,, asymptotisch minimal in der co-Norm sind (vgl. die
Definition von cheb(S) und Aussage (c) nach Theorem 6.10). Die Bedingung (b) besagt, dass die
Zahl der Nullstellen von @Q,(z), die in einer abgeschlossenen Menge A C int Pconv(S) liegen,
fiir n — oo gegen Null konvergiert.



20 KAPITEL 6. ORTHOGONALE POLYNOME IN DER KOMPLEXEN EBENE

Theorem 6.15 Sei u ein vollstindig requlires Maf, und S(u) besitze positive Kapazitit. Ferner
sei int Pconv(S(p)) = 0. Dann gilt v™0H) —; vs(u) im Sinne von (6.3).

Theorem 6.16 Es gelte S(u) CT={2¢€ C: |z| =1} und

S|=

lim sup | P, (0; 1)

n—00

=p<1.

Ferner sei N C N eine unendliche Teilmenge von N mit

1
li P,(0; u)|» = p.
ot P (0 )] = p
(a) Ist 0 < p <1, so gilt
yPu €N 45
2mp

(Gleichgewichtsverteilung fir E = {z € C: |z| = p}).

(b) Ist 0 =1, so gilt

falls

Zur Bestimmung von p kann man im Fall § C T zB. die folgende Aussage verwenden: Ist

. . 1
du(e) = |D(e‘5)|2 ds f.ii. auf [0,27], so ist p die kleinste Zahl, fiir die ) auf |z] < p

analytisch ist.

Beispiel 6.17 Fiir

. 1 .
du(e®) = (— —coss) ds = ‘1 — 5615

erhalten wir p = % .



Kapitel 7

Orthogonale Polynome in der
numerischen Analysis

7.1 Cauchysche singulire Integralgleichungen

Wir stellen uns die Aufgabe, eine Integralgleichung der Gestalt

b ! d !

oaute) + 22 [ MOD [ e puay = f@), —1<w<1 (@)
™ J1 Y-z -1

numerisch zu l6sen. Dabei seien a,b, f : [-1,1] — C und h : [-1,1]2 — C gegebene Funktio-

nen. Die Funktion u : [—1,1] — C ist gesucht. Dabei machen wir folgende Annahmen:

(a) Die Funktionen a und b sind stiickweise stetig. Man nennt eine Funktion a : [-1,1] — C
stiickweise stetig, wenn sie in z = +1 stetig ist, in allen Punkten x € (—1,1) die
einseitigen Grenzwerte

a(w0)= lm ay)

existieren und einer dieser Grenzwerte gleich dem Funktionswert a(z) ist. Die Menge aller
stiickweise stetigen Funktionen iiber [—1, 1] bezeichnen wir mit PC[-1,1] = PC.

(b) Die Funktion f moge bzgl. des Tschebyscheff-Gewichtes erster Art quadratisch summierbar

sein, d.h.
1 dz
2
T < 0.

Diese Voraussetzung schreiben wir auch in der Form f € L2, wobei L2 den Hilbertraum

der bzgl. des Tschebyscheff-Gewichtes o(x) = (1 — 2?)~2 iiber (—1,1) quadratisch sum-
mierbaren Funktionen (bzw. Funktionenklassen) mit dem Skalarprodukt

[

1 —_—
Fa)e = [ F)@ota) da
bezeichnet. Die Losung u der Gleichung (7.1) suchen wir ebenfalls im Raum L2 .

21
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(c) Der Kern h(x,y) des reguliiren Integrals in (7.1) sei eine stetige Funktion h : [-1,1]2 — C.
Somit sind der Operator

1
K:L2 — C[-1,1], un—)/lh(.,y)u(y)dy

ebenso wie der Operator K : L2 — L2 kompakte Operatoren. Ist X und Y Banachriume,
so bezeichnen wir mit £(X,Y) den Raum der linearen und beschrinkten Operatoren
A:X — Y, wobei die Norm in diesem Raum durch

[All =l Allzx, vy = sup {llAzlly : llz]x <1}

erklirt ist. Den Teilraum der kompakten Operatoren bezeichnen wir mit X£(X,Y). Im Fall
X =Y schreiben wir £(X) und K(X) anstelle von £(X,X) bzw. K£(X,X). Es gilt also
K € K(LZ,C[-1,1]) C £(LZ,C[-1,1]) C L(L2).

Mit S bezeichnen wir den singulédren Integraloperator

1 [t d
S:L2 — 12, ur — u(y)y,
mf o y—.
wobei das Integral im Sinne des Cauchyschen Hauptwertes zu verstehen ist. Bekanntlich ist das
x

System {fn} . der normierten Tschebyscheff-Polynome erster Art mit (vgl. Abschnitt 0.1)
n=

foe) = = Tofeons) =2 L2 s e(0m)
xT)=— coss) =4/ — cosns, n= ceey 8
0 \/7_'('7 n . ) PR ’ s )
~ [e 0]
ein vollstindiges Orthonormalsystem (VONS) in L2. Das System {Un} . der normierten
n=

Tschebyscheff-Polynome zweiter Art (vgl. Ubungsaufgabe 0.3,2.)

~ 2 si 1
Up(coss) = —w, n=0,1,2,...,
m  sins
ist ein VONS in L2, o(z) = v/1 — 22. Es gilt (So)(z) = 0, woraus man mittels der Rekursions-
formeln (0.3) und
Upt1(z) =22Uy(z) —Up—1, n=12,...,

die Beziehungen
SoT, =—-iU,_1, n=12,..., (7.2)

und analog
SoU, =iTpi1, n=0,1,2,..., (7.3)

~ o0
ableiten kann. Da offenbar {goUn} ebenfalls ein VONS in L2 ist, sicht man, dass aus (7.3)

die Beziehung ||S||z(y,2) = 1 folgt.
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7.2 Kollokationsverfahren

Aus den Gleichungen (7.2) und (7.3) erkennt man auch, dass man bei Gleichungen der Ge-
stalt (7.1) sogar bei glatten Eingangsdaten (a,b, f,h) mit Singularititen der Losung in den
Randpunkten des Integrationsintervalls rechnen muss. Aus diesem Grund machen wir fiir die
Néaherungslosung auf dem Niveau n den Ansatz

Z ank Uk (@ Z anky(x (7.4)

mit g (z) = p(x)Ux(z) . Mit Q¥ : C[—1,1] — C bezeichnen wir die GauBsche Quadraturformel
zum Gewicht w(x),

1 n
Quf = / (L 1) @)w(@) dz = 3 N2 F(3%)
-1 k=1

Dabei bezeichnet LY f das Lagrangesche Interpolationspolynom der Funktion f bzgl. der Null-
stellen 2%, des orthogonalen Polynoms n-ten Grades zum Gewicht w(z),

n

Br =Y g, o= T S = o

x et
k=1 j=lj#k “mk T

p¥(z) ist das orthonormierte Polynom n-ten Grades (mit positivem Leitkoeffizienten) zum
Gewicht w(z). Wir beschrinken uns hier auf klassische Jacobi-Gewichte w(z) = v®#(z) =
(1—z)*1+2z)?, a, 8> 1.

Die Konstruktion eines Kollokationsverfahrens zur Bestimmung einer Nidherungslosung u, der
Gestalt (7.4) fiir die Gleichung (7.1) kann man nun in zwei Schritten beschreiben:

1. Die Anwendung des Integraloperators K auf die gesuchte Ndherungslésung wu, approxi-
mieren wir mit Hilfe der Quadraturformel Q5 ,

~ = Un (Ty,)
QY Kuy, =: Kpu,, (Kyu N h(z,2?)) neE- (7.5)
B =t Byt (Bt (0 Z Shrn
2
Y UV b G0l
wobei @, = cos =7, Ay = o :
2. Wir betrachten die Gleichung (7.1) lediglich in den Punkten z = a7, ,
b(l“‘ﬁj) 1 i un(x?)
w w )\ nk/ _ w 7.6
a(ayunlay) + ot [ 1m0 + D Nhlaiafi) e ES = e, (0

j=1,....n, wobei die Funktion f, eine gewisse Approximation fiir die Funktion f sei.
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Wir werden uns hier auf die Fille w = ¢ und w = ¢ beschrianken.

Die Gleichungen (7.6) stellen ein Gleichungssystem zur Berechnung der unbekannten Koeffizi-
enten oy in (7.4) bzw. der unbekannten Funktionswerte up(z?,), k = 1,...,n, dar. Es sind
nun zwei Fragen zu beantworten:

1. Unter welchen Voraussetzungen ist das Gleichungssystem (7.6) zumindest fiir alle hinrei-
chend groflen n eindeutig 16sbar?

2. Unter welchen Voraussetzungen konvergiert die Losung u; der Kollokationsgleichungen
(7.6) im Sinne der L2-Konvergenz gegen eine Loésung u* von (7.1)?

Zur theoretischen Untersuchung des beschriebenen Verfahrens und der Beantwortung dieser
Fragen schreiben wir die Gleichungen (7.1) und (7.6) als Operatorgleichungen in der Form

Au+Ku=f, A=al+bS, (7.7)

bzw.
Apun + Koty = fn, Ap=MYAL,, K, = MYKy,Ly, uy € im Ly, (7.8)
wobei L, : L2 — L2 den Orthoprojektor von L2 auf den Raum der Ansatzfunktion (7.4),

n—1

Lof =Y (f,r)ots

k=0

und M? den gewichteten Interpolationsoperator M¥ = L%~ 1T bezeichnen,

(M2 ) (2) = () S L1200

k=1 go(x‘;;k)

Loy () = Z F(@2) 02 ().
k=1

Wir betrachten folgende allgemeine Situation. Es seien H eine Hilbertraum, @, : H — H eine
Folge von Projektoren mit abgeschlossenen Bildradumen im @), =: H,, und mit der Eigenschaft
|Qrnu — ullgy — 0 Vo € H. Ferne seien ein Operator B € £(H) und eine Folge von Operatoren
B, € L(H,,) gegeben. Zur approximativen Lisung der Gleichung

Bu=f in H (7.9)
verwenden wir die Folge von Gleichungen
Brpup = fn € Hy . (7.10)

Definition 7.1 Wir sagen, dass das Niherungsverfahren (7.10) auf die Gleichung (7.9) an-
wendbar ist, wenn ein Inder ng existiert, so dass fir alle n > ng und fir alle f, € H,, die
Gleichung (7.10) eine eindeutige Liosung u), € H, besitzt und wenn fir jedes f € H und
| fn — fllg — 0 auch ||u} —u*||g — 0 gilt, wobei u* € H eine Lisung der Gleichung (7.9)
ist.
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7.3 Funktionalanalytische Grundlagen

Es seien jetzt X und Y Banachrdume und B,, € £L(X,Y) eine Folge von Operatoren. Man sagt,
dass {By},~; gegen den Operator B € L(X,Y)

e schwach konvergiert (in Zeichen: B,, — B), wenn f(B,u) — f(Bu) fiir alle Funktio-
nale f € Y* und fiir alle u € X gilt,

e stark konvergiert (In Zeichen: B, — B), wenn ||B,u — Bully, — 0 fiir alle v € X
gilt,

e gleichmiilig konvergiert (In Zeichen: B,, —X B), wenn ||B,, — Bl x,v) — 0 gilt.

Folgerung 7.2 Es seien B, B, € L(X,Y).

1. Es sei ||Bpu — Bully — 0 fiir alle u aus einer in X dichten Teilmenge X'. Ferner gelte
7y = sup {||Bn||£(x7y) in = 1,2,...} < 0. Dann gilt B, — B.

2. Gilt f(Bpu) — f(Bu) fiir alle u aus einer in X dichten Teilmenge X' und fiir alle f aus
einer in Y* dichten Teilmenge (Y*)" und v := sup {HBn”L(X,Y) in=12,.. } < 00, S0
folgt B, — B.

Satz 7.3 (Prinzip der gleichmifligen Beschriinktheit) Es seien B, € L(X,Y). Gilt
sup{||Bpully :n=1,2,...} <o VueX,
50 ist auch sup{||Bn||L(x’Y) :n=12,.. } < 00.
Satz 7.4 (Banach-Steinhaus) Konvergiert {B,u}, >, fir jedes u € X, so ist
sup{||Bn||£(xvy) n=12... } <00,

der durch Bu := limy, o Bru definierte Operator B : X — Y ist linear und beschrdankt, und
es gilt
1Bllex,v) < liminf || Byl x y) -

Folgerung 7.5
1. Es seien B, — B . Ist M C X eine relativ kompakte Menge, so folgt
Tim sup {[|(B, ~ Blully :u € M} =0,
d.h. auf einer relativ kompakten Menge ist die starke Konvergenz gleichmdfSig.
2. Aus B — B* € L(Y*,X*), C, — C € L(Z,V) und K € K(Y,Z) folgt

C.KB, — CKB.
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3. Aus B, = B und K € K(Y,Z) folgt KB, — KB.

Wir betrachten nun wieder die Gleichungen (7.9) und (7.10).

Definition 7.6 Wir nennen die Operatorfolge { By}, >, stabil, wenn ein Index ng existiert, so
dass die Operatoren By, : H, — H,, fir alle n > ng invertierbar sind und

Sup{HBEIQ"”qH) in=mng,no+1,.. } < 00
gilt.

Satz 7.7 Es sei B,Q, — B. Dann ist die Approzimationsmethode (7.10) genau dann auf die
Gleichung (7.9) anwendbar, wenn der Operator B : H — H invertierbar und die Operatorfolge

{Bn}, 2, stabil sind.

7.4 Konvergenz von Interpolationsprozessen

Wir listen hier einige Eigenschaften der dem Kollokationsverfahren (7.6) bzw. (7.8) zugrunde-
liegenden Interpolationsprozesse auf. Zu Beginn verweisen wir auf eine wichtige Abschitzung.

Lemma 7.8 ([4], Theorem 9.25) Es seien p und v klassische Jacobigewichte mit der Eigen-
schaft pv € LY(—1,1) und j € N eine fizierte Zahl. Dann gilt fiir jedes Polynom q € Cjnt1lz],

ZA a(eli) v aly) < const [ (@) u(@)(z) da,

—1
wobei die Konstante nicht von n und q abhdngt.
Nach Satz 1.25 gilt fiir ein Jacobigewicht p(z) und fiir eine stetige Funktion f : [-1,1] — C,
. Yy _
Tim ||f — LA,

wobei ||.[|, = |||z . Dies lisst sich wie folgt verallgemeinern. Mit R = R(—1,1) bezeichnen wir
m

die Menge aller Funktionen f : (—1,1) — C,die auf jedem abgeschlossenen Teilintervall von
(—1,1) beschrinkt und Riemann-integrierbar sind.

Lemma 7.9 ([2], Satz II1.1.6b and Satz II1.2.1) Es sei p(z) = (1 — 2)7(1 + z)° ein klas-
sisches Jacobigewicht (v,8 > —1). Falls f € R und

|f(z)| < const(l —z) 171 +2z) 170, —1<z<l,

1
fiir ein gewisses € > 0 gilt, so ist li_)m QL f = / f(@)p(x)dx. Falls
n—00 1

f(2)] < const(l—z)* 2 (1+a)F 5, —l<z<l,

. Cupl
dann lim [|f — Ly f]],
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Folgerung 7.10 Falls f € R und |f(z)| < const(l — xz)g_%, -1 <z <1, fiir ein gewisses
£>0,50 MYf — f inL2 firw=0 undw=¢.

Jedes u, € im L, konnen wir als gewichtetes Polynom u,(z) = ¢(x)p,(x) mit p, € C,|z]
schreiben. Hieraus folgt

1 n
lunll? = / 1pa()Po(e) da = 7 Ny lpa(a)
- k=1

und somit fiir a € PC
2 2 2
IMEaun |2 = |lpLEap, |2 Z/\‘pkla £OP < llall%, Z)‘kah)n W7 = llallZ llunll?

Damit gilt
| M7 auy||, < ||lall |tnll, Yu, €imL,, VaecPC. (7.11)

Um eine analoge Abschétzung fiir den Interpolationsoperator M zu erhalten, betrachten wir
die Quadraturformel

Quf = / d:c—zankf 2%;)

wobei fir n > 2
opp=——— "4 k=1...,n, (7.12)
gilt.

Lemma 7.11 ([2], Hilfssatz 2.4, § II1.2) Fir jede Funktion f:[—1,1] — C gilt

/ (L5) @) p(e) dz < 2 Qulf[2

~1
Unter Verwendung von Lemma 7.9 und Lemma 7.11 erhilt man
| My auy||, < const|lal|y ||unll, VYun€imL,, Ya e PC, (7.13)
wobei die Konstante weder von n noch von der Funktion a abhéngt.
Satz 7.12 Es seien a,b € PC und w = o oder w = ¢. Dann gilt

MY (al +bS)L, — al +bS in L2.
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7.5 Ubungsaufgaben

1. Man beweise die Formeln

und (7.12).
2. Man beweise die Giiltigkeit der Abschétzung (7.13).
3. Man beweise (7.2) und (7.3).
1—2

14+x
0 < s < 7, definieren wir

1sin(n+i)s ~ 1cos(n+1)s
Vn(m):\/;(ilz)avn(x):\/;(ilﬂ, n=20,1,2,...

Sin 3 S COS 58

4. Essei u(z) = , —1 <z < 1, das Tschebyscheff-Gewicht vierter Art. Fiir z = cos s,

~ oo
Man zeige, dass {Vy, },~, bzw. {Vn} . ein VONS in L2 bzw. LZ,I ist und dass
n=

1 [ Va(y)

M) jy—=

(y)dy =iVp(z), —-l<z<1l,n=012 ...,

gilt.

7.6 Fredholmeigenschaften singulirer Integraloperatoren

Es seien H ein Hilbertraum. Einen Operator B € £(H) nennt man normal auflésbar, wenn
im B = im B gilt. Mit coker B bezeichnen wir das orthogonale Komplement zu im B in H. Man
nennt einen normal auflsbaren Operator B € £L(H) einen Fredholmoperator, wenn dimker B
und dim coker B endlich sind. Die Zahl

ind (B) := dimker B — dim coker B

heifit dann Fredholmindex von B. Mit ®(H) bezeichnen wir die Menge aller Fredholmopera-
toren in H.

Satz 7.13 Fulls B € ®(H) und K € K(H), so B+ K € ®(H) und ind (B + K) =ind B.
Wir verwenden im weiteren die Bezeichnung Li,ﬁ =12, 5, 0B (z) = (1 —2)*(1 +z)P.

Satz 7.14 Der Operator S : Li,ﬂ — Li,ﬂ ist beschrdankt, falls —1 < a, 8 < 1 gilt.
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Fiir zwei Funktionen a,b € PC mit a(z) — b(z) # 0 definieren wir ¢(z) = ———7—=, -1 <
a(x) — b(x)
<1, und
(1—=XNe(z—0)+Ac(x+0) : ze€(-1,1),
c(z,\) = c(1) +[1 —e(1)]fa(N) : r=1,
14 [e(—1) — 1]f3(N) o ox=-1,
wobei

sin TaA o ima(A-1)
f,(\) = sina

a€ (=1,1)\ {0},
A : a=20.
Satz 7.15 Es seien a,b € PC und o, 3 € (—1,1). Der Operator al + bS : Li,ﬂ — Li’ﬁ ist
genau dann Fredholmsch, wenn a(x) — b(z) # 0 und c(z,\) # 0 fir alle (z,\) € [-1,1] x [0,1]
gilt. Dabei ist der Index gleich
ind (af 4+ bS) = —wind c(z, \)

und der Operator al + bS : Li’ﬂ — Li’ﬂ ist wenigstens einseitig invertierbar.

7.7 Stabilitdt als Invertierbarkeit in einer Banachalgebra

Es seien H ein Hilbertraum und L,, : H — H eine Folge von Projektoren mit L,, — I. Mit
F bezeichnen wir die Menge aller Folgen {A,} = {A4,}, =, von Operatoren A, € £(im L,) mit

1AL, = A2 L = sup {lAn Ll ey s = 1,2} <00 (719)
Wir versehen diese Menge mit den algebraischen Operationen
{Aa} +{Ba} = {4+ B} . MA) = DA, {4} {Bo} = (4,80} -
Lemma 7.16 F ist mit der in (7.14) definierten Norm eine Banachalgebra.

Mit G C F bezeichnen wir die Teilmenge von 7, die alle Folgen {Gy} mit lim ||GnLn|| ;g =0
n—oQ
enthélt.

Lemma 7.17 G ist ein (zweiseitiges) abgeschlossenes Ideal in F .

Satz 7.18 Die Folge {A,} € F ist genau dann stabil, wenn die Restklasse {An} + G in der
Faktoralgebra F |G invertierbar ist.

Lemma 7.19 Fir alle {A,} € F gilt

[{An} + g”]—'/g = lim sup ||AnLn||L:(H) :
n—oo
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Folgerung 7.20 Es seien {A,} € F stabil und {T,,} € F so, dass

. . -1 -1
timm sup [T Ll gery < T inf || A7 Zn| g -

Dann ist auch die Folge {A,, +T,} stabil.

Wir setzen ab jetzt voraus, dass neben L, — I auch L; — I gilt. Ferner sei uns eine
Operatorfolge W,, € L(H) gegeben, die gemeinsam mit W,’ schwach gegen Null konvergiert
und fir die L, W, = W,, und WT% = Ly, gilt. Mit F( bezeichnen wir die Teilmenge von F der
Operatorfolgen {4,},7; , fiir die Operatoren A = W; {4,} € L(H) und A =W, {A4,} € L(H)

n:]_ )
existieren, so dass

ApL, — A, ALY — A* | ALy := WA W, — A, ALY — A*
gilt. Mit J C F bezeichnen wir die Menge der Operatorfolgen der Gestalt
L, 'L, + W, TbW,, + C,, mit T1,T € KH), {Cp},>, €G.
Theorem 7.21
1. Fy ist eine abgeschlossene Teilalgebra von F .
2. Es gilt J C Fo, wobei Wy {J,} =T1 und Wa {J,} = T fiir jede Folge
b = LTyl + WaTsWiy + G}, €

3. J ist ein zweiseitiges abgeschlossenes Ideal in Fy .

4. Eine Folge {A}, >, € Fo ist genau dann stabil, wenn die Operatoren W;{A,} , j =1,2,
in L(H) und die Restklasse {A,} + J in der Faktoralgebra Fo/J invertierbar sind.

Dieses Theorem lisst sich auf folgende Situation verallgemeinern:

e Es seien L,(lw) € LH,),weQ={1,...,M} , Projektoren auf den Hilbertrdumen H,, und

(w

E,({“) sim Ly, — im Ly, ) , w € 2, invertierbare Operatoren, die zu £(H,H,,) gehoren.

-1 0
e Die Operatorfolgen {Er(lwl) (E,Q‘”)) Lg‘”)} konvergieren schwach gegen Null fiir alle
=1
Indizees wi,wq € Q mit w1 # wo . "

e Fy ist die Algebra aller Folgen {4y}, von Operatoren A, € L (im L,) , fiir die Opera-
toren W, {An} € L(H,,) existieren, so dass fiir alle w € Q

B4, (B9) L — W {40} (E,(f)An (Eﬁ:‘”)l) () (A

gilt.
e 7 ist die Menge aller Folgen der Gestalt

-1 00
{In}ns = Z {(Er(bw)) L%W)TwEv(zw)} +{Cn}, 2, To€KMHy), {Cn}, = €G.

weN n=1



7.8. DIE OPERATORFOLGE DES KOLLOKATIONSVERFAHRENS (7.8) 31

7.8 Die Operatorfolge des Kollokationsverfahrens (7.8)

Wir konstruieren die Algebra Fy auf folgende Weise:
e H=12 0={1,2,3,4} ,Hi=Hy=H,H3 = Hy = /2,

2= {37 = {fn}noio : Z |fn|2 < OO} ’ <$7y>f2 = Z&ﬂ?—n
n=0

n=0
n—1

o Lou= Z(u,ﬂk)aﬁk, — Ly =1L,
k=0

1@ —p, ¥ =L =P,

Pn {fn}no:o() = {505' .. agnflaga 07}

« B =L, BY =W, BEY =V B =V 1=0,0,

n

n—1
Wou = Z(u,ﬂn—k—l)o—ﬂk
k=0
Viu = {wpu(a]y),. .., wqu(a),),0,0,...}
Vi = {wpu(aq,), - whu(an),0,0,...}
i s
w,‘; — Ea w?f = n+1

Fiir das Weitere bendtigen wir die Operatoren
o0
‘]:Lg _)Lz277 UHZ’Y’n<u,ﬂn>UTna
n=0
mit vo=v2,v%, =1,n=1,2,..., und

o0
2 2 ~ 0\~
V:L; —L;, u~— E (U, Up ) g Up 41 -

n=0

Theorem 7.22 Es seien a,b € PC und A = al + bS. Dann gehort die Folge A, = M] AL,
des Kollokationsverfahrens (7.8) zur Algebra Fy. Dabei gilt

Wi{da} = A, Wi{A} =a@QI+b1)S, Wi{ds} = a(~1)I—b(-1)S

und
J Y aJ +biV*) : T=0,

Wz{An}:{ al —bS P T=0
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wobei
[ 1— (_l)j—k: B 1— (_1)j+k+1 ] 00 .
. mi(j — k) mi(j+k+1) ] ’
- [ 2k +1)[1 — (=1) ] ” r=
G+ 12— (k+ D7 e

j,k=0

Wir definieren

K = (BO) [ (ke ah)ol@ly) 1\, B L,
(vgl. (7.5)).

Lemma 7.23 Die Funktion k(x,y) sei auf [-1,1)? stetig. Fiir den Integraloperator K mit dem
Kern k(z,y) (vgl. (7.1) und (c) in Abschnitt 7.1) gilt dann

{M;KL,} € und  lim |[Kp = LoK Ln| g2y = 0.

Einige Schritte des Beweises von Theorem 7.22: Wir beschranken uns auf den Fall 7 = o.

1. GleichmifBige Beschrinkheit:

Wir wissen bereits, dass A, L, — A (Satz 7.12). Es gilt
1 & ~
(Vna)_l {f()a"'agnfla()a---} = ngjflegj,
~ 1 & ~
(Vna)_l {&)7"',671—1707---} = EZ&Z_]EZJ
Fiir uw, = v, € im L, haben wir
T n 2
2
||VnUUn||g2 == E Z |un(:cg])‘
j=1

= Y A% — (@50 [on(25)
j=1

< const /_ Ton(@P (L~ a)o(z) da

= const ||un||§ .
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Fiir £ = {&,...,&n-1,0,...} € im P, erhalten wir

n 1| i
lveyely = 2 > L) (o) da

IA
3|3
QO
S
1%
LA
N
s3
LY

=1
2
= 2¢ll -

Analog behandelt man V7 und (V%)= . Auch die W,, = W, sind gleichmiiBig beschrinkt,
so dass alle zu betrachtenden Operatorfolgen diese Eigenschaft haben.

2. Bestimmung der Ay und deren starke Konvergenz:

Dazu berechnen wir die Koeffizienten o ;(f) in der Formel

n—1
VI SRt
j=0
Fir j =0,...,n—2 gilt

ap;(f) = (M f,U5)0 = (L@~ [, 0°Uj)e

also
n

agi(f) == flaf)ij(z5;), §=0,...,n—2.
Aus (1 — 22)Up—1(z) = 3 [Th-1(z) — Ti1(z)] folgt

_ 1 _
a;‘z,nfl(f) = <LZ<P 1f7 cszn—>a = §<Lg§0 1f7Tn—1>a

_lnf(mgk) U—ln o\~ b
~ 9p kzzl o(z%,) Tha(z)y) = o kZZI F g ), 1(2%,) .

Somit ist

Q%) = en Y F @50 (0% s eng = {
k=1

= =
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Fiir beliebiges a € PC und beliebige u,v € L2 erhalten wir hieraus

n—1
(MZaLpu,v), = apj(aLyu) (v, uj)q
§=0
n—1 n n—1
s o~ - —
= D eni Y alan) Y (usUe)otin(e5,) (w7x) (v, 7)o
j=0 k=1 =0
n—1 n n—1
™ ~\ ~ ~ ~
— - a(zf,) Z nj (v, Uj)otj (o) Ue(x? ) (U, Ug) o
=0 " k=1 j=0
[3(En-1+La)o](z7)
oo (a3(Ln1+Ln)v)

1
= (u, (2Ln = Lo-1)MZ@5 (L1 + La)o)o

und somit 1
(M7aLn)" = (Ln = 5 Ln 1)MJa(Lo_1 + L) — al.

Aus der Formel von Poincaré-Bertrand
(Su,v) = (u,Sv) YueL2, Yovc Li

folgt, dass der adjungierte Operator zu S : LZ — L2 gleich $* = ¢S 11 : L% — L2
ist. Fiir j = 0,...,n — 2 und u € L2 folgt

<MgSLnuaaj>0' = <L290715Lnu7(102Uj>a
n
™ a ~ ag g~
= T (SLa) (5)(0%) = (SL, L)
k=1

= (u, anpScp_ngﬂj)g .

Auflerdem ist ]
(MESLnU, ﬁn—1>a = §<Ua Ln‘PS‘P_ngan—ﬂa 5

so dass
., 1 _ 1 .
(M7 SLy)" = 5 LSy "Lo (L1 + L) = 5PSe "LY(Lp—1 + Ly) .

Damit lisst sich zeigen, dass (MJSL,)* — @S¢~11.
3. Konvergenz der W, A, Wp,:

Unter Verwendung von

Un1-m(z%) = (1) y, T (29,), k=1,...,n, m=0,...,n—1,
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erhalten wir mit v9 = v/2 und v, = 1, m > 1, fiir n > m (m fixiert)

n—1
g ~ _ g ~ ~
WM aW,t, = E ap 1 j(AUn—1-m)U;
7=0

= ann 1—j— Z (@) Un—1—m (T7p ) Un—1—5 (275 Uj

Ic 1

- Z Z ) (i) (@) Ty () T

~

-~

(LG aJUm Tj)o
= J'LaJt, — J raJuy, .
Weiterhin ist fir n > m >0
WM SWoii, = iWyMCTy = = 5 WS (U = Un-m-2)

l
= EWM(T (Un m_uan)

l _ ~ ~
= 5 Wan{QO 1I/Vn(umfl - um+1)

i 1~ ~
= —5J YLy T (g1 — U 1)

= 37 L™ (s Tt = Yt Ton)
= iJ'LoU,
und W, MZSWyuy = 0. Somit folgt
Wy MS SW iy, = iJ LIV Uy, — 1TV Uy,
4. Konvergenz der V.7 A, (V,7) !

Mit e, bezeichnen wir die Folge e, = {0mn},~1 € £2 . Nun ist fir n >m >0

— 1 o NIo Q)0
VIMZS(VO) ey = JVnMnsenm

n

= —fo Z (St ) (w3,

j=1
n n
= s0° ) xo } =: {s(-n)} .
{( i) @)} = A
Man kann nun zeigen, dass
cos k+27n Lr ,
T j + k gerade,
nisin ¥=1y
& 2n
ik k—j
COS 5. T

——=t —  : 7+ k ungerade

o . k;—]
181N W’Tr
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gilt. Unter Verwendung der Tatsache, dass aus&,n € £2, €] < |ng|,n > no, und li_)m & =
n—oo

&, k=0,1,2,..., die /2-Konvergenz ™ — ¢ folgt, kann man schlieen, dass
£2 . o0
{sﬁi,sé%,...,s%%,o,...} —_— {nli)rgosy;rz }j:1 = {Sjm}jiol

fiir n — oo gilt, wobei

e G A e o VA
ETTHG—k) mG+k—1)

7.9 Eine Teilalgebra von F

Mit Ay bezeichnen wir die kleinste abgeschlossene Teilalgebra der in Abschnitt 7.8 definierten
Algebra Fy , die alle Folgen der Gestalt { M (al + bS)L,} mit a,b € PC und die entsprechenden
Folgen der adjungierten Operatoren enthilt.

Theorem 7.24 (ohne Beweis) Eine Folge {An} € Ap ist genau dann stabil, wenn alle Opera-
toren W, :H, — H,,, w =1,2,3,4, invertierbar sind.

Diskussion der Stabilitidtsbedingungen fiir Folgen der Gestalt {M] (al + bS)L, }:

1. Es gibt Operatoren al + bS : L2 — L2, die invertierbar sind, fiir die aber al — bS :
L2 — L2 nicht invertierbar ist, z.B. a(z) = §, b(z) = —iz (vgl. Satz 7.15).

2. Fiir a,b € PC ist der Operator J~1(aJ+ibV*) : L2 — L2 genau dann invertierbar, wenn
der Operator al + bS : L2 — L2 invertierbar ist.

o0
3. Bssei xy € LO(T), T = {t€C:[t| =1}, mit x(t) = D Xpt*. Mit T(x) : 2 — £
k=—00
bzw. H(x) : £ — £? bezeichnen wir den Toeplitz-Operator T'(x) = [ Xj_& ]jOI::O bzw.
den Hankel-Operator H(x) = [ Xj+k+1 ]jo::() . Ferner sei PCy die Menge der stiickweise

stetigen Funktionen x : T — C, die fiir t’;é +1 stetig sind. Wir definieren fiir y € PCy

() C teT\ {1}, A€ [0,1],
€7 (t: ) :{ AX(E+0)+ (1= Nx(t—0) : t==+1, Ae[0,1],
und
0 . teT\ {+1}, Ae[0,1]
cm”@nz{-ﬁuu+m—xu—m]xu—n . t—+1, Ae[0,1].

Lemma 7.25 Es seien x1,x2 € PCqy. Dann ist der Operator T + H := T(x1) + H(x2) :
2 — % genau dann Fredholmsch, wenn cpyg(t,\) := Cr(x)(tA) + Cr(yy) (8 A) # 0 auf
T x [0,1] gilt. Der Fredholmindex ist dabei gleich der negativen Windungszahl des Bildes
dieser Funktion bzgl. des Nullpunktes.
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Im Fall 7 = ¢ ist nun
S=8,=T(¢) — H(¢) mit () =sgn(Imt),

so dass
1 : Imt >0,

cs, (t,\) = -1 : Imt <0,
ERA—1) + 2 /NI =N : t=+1.

Lemma 7.26 Sei x € L. Der Operator T(x) + H(x) : £2 — {2 ist genau dann inver-
tierbar, wenn er Fredholmsch mit dem Index 0 ist.

Da {cs, (t,A) : (t,A) € T x [0,1]} = {e!*: s €[0,7]} gilt, ist nach Lemma 7.26 (beachte
S* =T(¢) + H(¢)) der Operator al +bS, : £2 — £2, a,b € C, genau dann invertierbar,
wenn a + bel* £ 0 Vs € [0, ] gilt.

Im Fall 7 = ¢ haben wir
S=8,=T(¢) - H(¢1) mit ¢i(t)=1"9(1),

so dass
1 : Imt >0,

cs, (t,\) = -1 : Imt <0,
A= 1) £ 2 /A1 =) @ t==+1.
Unter Verwendung von Lemma, 7.25 erhilt man hieraus, dass fir Konstanten a,b € C der

Operator al + bS,, : £2 — £? genau dann Fredholmsch mit dem Index Null ist, wenn
la| > |b| gilt.

Theorem 7.27 Es seien a,b € PC und A = al + bS. Die Folge {MJAL,} ist genau dann
stabil, wenn der Operator A : L — L% invertierbar ist. Die Folge {My ALy} ist genau dann
stabil, wenn die Operatoren A, aI —bS : L2 — L2 invertierbar sind.

7.10 Numerische Aspekte

Wir berechnen die Matrixdarstellungen a], und S} der Operatoren M]aL, : im L, — im L,
~ n
und M7 SL, : imL, —> im Ly, in der Basis {e:m}k  des Raumes im L, . Offenbar ist a3/ =

diag [a(z{,),- .., a(z%,)] . Unter Verwendung der Beziehungen
2 n(—1)k*! 2 (n+1)(=1)k+
T (22,.) = \/ji und U)(z%,) =4/ =
nnk T (T ik n [‘P(wzk)]z

erhalten wir

(5%) (@) = T ()t /1 WThly)

2 n o m/)y(y—ag)(y—o)

- \/g% %/_11 (y _1% - i x) o(y)Tn(y) dy
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und analog

(10 - G L (i

Weiterhin gilt

1 / eWT) 4 _ 1 / (1= Tl) ,

M), y—=x V1o O y—x

Y

1
= —i(1 —2)Up_1(z) — i/ (v + 2)o(y)Ta(y) dy
-1

= —i[p(2)]*Up_1(z)

und fir j # k
Sza o 1 (p(xnk) - (_1)j+k(’0(‘rg])
( "’“) (ng) = ni x%, — 9, '
nk nj
. 1 el - (<19
P @ _ k
(SK”’J (@) = (n+1)i nx;fk )
Wegen
d

und
1 (@) = (n+1)Un (2)

schlieflen wir .
1z,

(S%k) (i) = —— Pt (S22, (+5,) = 0.

Somit lassen sich die Eintréige der Matrix S7 auflerhalb der Hauptdiagonale in der Form

of o
Lok = Tng ‘
schreiben, wobei
k k ®
K (=1 K (=1)%¢(z,)
of = (-Dflefe) . B = g of = ()L B =

Das bedeutet, dass sich S7 als Produkt einer sog. Lowner-Matrix mit einer Diagonalmatrix
schreiben lésst.
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Wir bezeichnen die n X n Matrix aj, + S;bj, mit A = [a;x]/_; . Fir m =1,2,...,n setzen wir
A, = [aj] jk—1- Die Matrix A besitzt eine sog. diagonale Rangreduktion

A diag [27;);% — diag[e7,;],21 A = giff +goff (7.15)

wobei

g1 = [1];%1, f1 = [ B]b(wp )] %1, 82 = [—aj];Ly, f2 = [Bjb(zy;)];2 -
Im weiteren betrachten wir eine etwas allgemeinere Situation. Die Matrix A € C"*"™ besitze eine
Rangreduktion der Gestalt

A diag ], — diag 6], A = ea” — BC7 (7.16)

mit o = [aj]jilv p= [ﬁj]jila €= [Ej]jlla ¢= [CJ]]il . Im Fall Yj # 0k, Jyk =1,...,n, haben
wir z.B.
ajy = €% = Pith . g k=1,....n.
Yk — 05
In dem uns vorliegenden Fall (cf. (7.15)) ist diese Struktur zwar entlang der Hauptdiagonale
gestort, aber die Grundlage der folgenden Uberlegungen ist lediglich die Rangreduktion (7.16),
die wir verwenden, um einen Algorithmus mit O(n?)-Komplexitéit zur Lésung des linearen Glei-

chungssystems

Ax =y (7.17)
fiir gegebenes y = [yj]j’;l € C" zu entwickeln. Dabei setzen wir voraus, dass A,, fiir alle
m = 1,2,...,n reguldr ist.Das folgende Lemma gilt unabhingig von der Struktur der Matrix

A.
Lemma 7.28 Sind x'~" und X' die Lisungen von

Am_lxgn—l = [ajm];n:—ll und Am_lsi\mil = [yj]m_l

]:]_ 9y
so gilt
0 Xm -1 ’
m—1 m—1
wobei N = Ym — Z amkff;c”_l und Xm = Z amkxg}c_l — A, -
k=1 k=1
Im folgenden zeigen wir, dass sich die Vektoren xi*, m = 1,...,n — 1, berechnen lassen mittels

der Losungen x7* = [27}],7 und x5' = [23}],7; der Gleichungen
Apxy' = [g;;0 and  Apx3 = [-55]T, (7.18)
die wiederum rekursiv unter Verwendung von Lemma 7.28 bestimmbar sind. Dazu seien

aq Cl €1 _ﬂl
Dp(y) := diag[y;];Z1, Fm:=| @ und G, =

am Cm em —Bm
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Infolge von (7.16) ist dann
A, D, (7) —Dn,(0)A, =G, FL m=1,...,n. (7.19)
Mit I,,, bezeichnen wir die Einheitsmatrix der Ordnung m . Weiter seien
X = [x%]jgl’kil und K., = Ymi1Ln — D () + X FL .
Aus (7.19) und (7.18) folgt
AmK;zl = [Ym+1Im — Dm(é)]_lAm
und somit
AnK ) X0 Fl o empn = [ame];T, dh xg =K' X FL L em,

wobei e 1 = [5j’m+1]7]7w€1 . Die Inverse der Matrix K, gestattet die darstellung

I(;n1 = [Ym+1Im — Dm(')/)]il (Im - XmR;an?n[7m+1Im - Dm(f}/)]il)

mit Ry, = Io + FL [ymi1Ln — D (7)) 71X, . Zusammenfassend erhalten wir fir m < n die

Formel m m
m pm2x1k + pmlek

€T =
Ok Pm (7m+1 - 'Yk)

. k=1,...,m, (7.20)

wobei
Pm = m1Cm2 — amalmi ,

Pml = Cm—l—laml - am—}-lle s Pm2 = am—}-lCmQ - Cm+1am2 s

m m m m
QpTyy, Z Ak Toy,
QAm1 = 1+ E ) Am2 = )
oy Jm+1 Yk ey Ym+1 — Tk
m m m m
CeTy CkThy,
le = E — ) C’m2 =1+ E — .
b Ym+1 = Yk 1 Ym+1 = Tk

Also: Gestattet die Matrix des Gleichungssystems (7.17) eine Rangreduktion der Gestalt (7.16)
(vgl. (7.15)), so kann man abwechselnd Lemma 7.28 und (7.20) anwenden, um die Lésung x =
X" = [€jn];2y von (7.17) mit O(n?) wesentlichen Operationen zu berechnen.

Eine Ide zur weiteren Reduktion der Komplexitét:

Wir beschrianken uns auf den Fall 7 = ¢ und erinnern daran, dass die Matrix A = A, in der
Form
A, = af + S¢b? = a¥ + S'D,(8)b¥

n
geschrieben werden kann, wobei
of —a? 1"
St = | 7—2L = C,;,D,(a) — D,(a)C, .
Lok — Tnj k=1
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Dabei bezeichnet C,, die Cauchy-Matrix

C, =

n
: ]
77 7
T — T,
nk njlj k=1

mit Nullen entlang der Hauptdiagonale. Mittels der diskreten Sinustransformation

1 gk 1"
S,, = [sin
n+1 k=1

und der tridagonalen Matrix I',, = tridiag[—¢, 0, c] mit ¢ = %[3, 5,...,2n — 1] sowie der Diago-

n
nalmatrix D,, = diag [(—1)’C sin nk—ﬁ] - gestattet C,, die Darstellung

1 —1ql 1-1
Cp = —— D 'SIIS D

Da die diskrete Sinustransformation mit O(nlogn) Komplexitit realisiert werden kann, gilt
dies auch fiir die Matrix-Vektor-Multiplikation A, x. Aus diesem Grunde scheint eine geeignete
iterative Methode zur Losung von (7.17), z.B. der GMRES-Algorithmus, von Interesse zu sein.

Die Idee des GMRES-Algorithmus zur iterativen Losung des Gleichungungssystems (7.17) be-
steht in der Minimierung der Residuumnorm ||y — Ax|| fiir x = x¢ + z,

z € K, = span {ro,Aro, .. .,Ak_lro} ,
wobei rg =y — Ax( . Dazu berechnet man eine orthogonale Basis {vy,...,vg+1} in K, d.h.
1. Wihle x¢ und berechne ry := y — Axq sowie vy := ||r0||_1 ro .
2. 7=1,2,...,k:
[ ] hij = <AV’j,VZ'>, 7 = 1,2,...,j,
J
e Vji1:=Av; — Z hijvi,
i=1
o hjyrj = Vil
e viiq:=hTl ¥
Vit+1 2= Mg Vit -

Wir definieren die Matrizen Hy, € C*+tD*k ynd V, durch

[ P11 b2 o0 hag
ho1  haoo ho,
’ ' : und [vl Vg --- vk].
Pk
| 0 hry1k |
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Dann gilt AV = Vi 1H; und das Minimierungsproblem
min{||ly — A(xo +2)|| : z € Ky} = min{|[ro — Az| : z € K}

ist dquivalent zu

min {J(w) LW e C’“} , (7.21)

wobei J(w) = |[yvi — AVyw|| , v = ||rg|| . Durch Anwendung des QR-Algorithmus auf die
Matrix Hj, erhilt man

QrH, =Ry = Co =

*

[en}

[en}
jes
jes

mit einer unitiren Matrix Q) , so dass
J(w) = [vVit1e1 — Vi Hyw| = [[ver — Hyw|| = |lyx — Rew|| ,

wobei y = Qp(ye1) . Folglich ist die Losung des Problems (7.21) gegeben durch w = wy =
R; 'y, wobei

()1
YE = :
(Yr)k
und fiir x;, := xo + Vipwy gilt ||y — Agxi|| = ‘(Yk)k_f_l‘ . SOmit kann man die Residuumnorm

verfolgen, ohne wy in jedem Schritt berechnen zu miissen.



