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Kapitel 0

Einleitung

0.1 Orthogonalitét
Aus der trigonometrischen Beziehung
2 cos mb cosnb = cos(m + n)# + cos(m — n)o (0.1)

folgt bekanntlich

o
3
N
“3

/ cosmb cosnf df = g m=n=0, (0.2)
0

I

Mit = cos und T),(x) = cosnf, n =0,1,2,... , folgt ebenfalls aus (0.1) fiir m =1
22T, (x) = Thy1(x) + Tho1(x) (0.3)

bzw.
Toyi(x) =22T,(x) — Tho1(z), n=12,... (0.4)

Wegen Tp(z) = 1 und T (x) = z zeigt die rekursive Beziehung (0.4), dass T),(z) ein Polynom
n-ten Grades mit dem Leitkoeffizienten 2"~! fiir n = 1,2,... ist. Aus (0.2) folgt

. 0 , m#n,
d
/1Tm($)Tn($)ﬁ =q T m=n=0, (0.5)
5, m=n=12....

T, (x) nennt man TSCHEBYSCHEFF-Polynom erster Art und n-ten Grades, die Funktion
(1- 562)7% TSCHEBYSCHEFF-Gewicht erster Art.

Allgemeiner kann man nun wie folgt vorgehen. Es sei w € L!(a,b) eine nichtnegative Funktion
mit folgenden zwei Eigenschaften (a = —oo und/oder b = oo sind zugelassen):

b
1. Es gilt / w(x)dr > 0.
a
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b
2. Die Momente i, := / 2"w(x)dr,n=1,2,..., zum Gewicht w(x) sind alle endlich .

a

Eine Folge {P,(z)},=, von Polynomen n-ten Grades nennt man dann eine Folge orthogonaler
Polynome bzgl. des Gewichtes w(x) (w-orthogonal), wenn die Bedingung

/P Jw(x)der =0 fir m#n (0.6)

erfiillt ist. Definieren wir Q(z) = / w(t)dt, so kénnen wir (0.6) auch in der Form
a

b
/ P (z)P,(x)d(z) =0 fiir m#n (0.7)

schreiben. Mit L!(a, b; ) bezeichnen wir den linearen Raum aller beziiglich des MaBes (x) auf
(a,b) summierbaren (komplexwertigen) Funktionen. Wir setzen

= [ 1@e@ = [ 1w

fir f € L'(a,b;Q). Dann ist

LIMy] =, Mpy(z) =2", (0.8)
und (0.6) lasst sich in der Form

L[PpP,] =0 fir m#n (0.9)

schreiben. £ ist ein lineares Funktional auf L' (a, b; ) .

Wir gehen nun umgekehrt vor: Gegeben sei eine Momentenfolge { i, },,=; C C. Auf dem linearen
Raum C[z] aller Polynome (mit komplexen Koeffizienten) definieren wir das lineare Funktional
L mittels (0.8). Geniigt eine Folge {P,(z)}, =, von Polynomen P, (z) n-ten Grades den Bezie-
hungen (0.9) und zusétzlich den Bedingungen

LIP?)#0, n=0,1,2,...,

so nennen wir diese Folge eine Folge orthogonaler Polynome beziiglich des Funktionals
L . Es ergibt sich die folgende Frage:

Wann existiert eine solche Folge?

Eine Antwort auf diese Frage geben wir im folgenden Kapitel.

0.2 Erzeugende Funktion

Wir betrachten die Funktion zweier Verénderlicher (a # 0)

Gz, w) = ™™ (1 + w)" )" f:o (2) w". (0.10)

OM8
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Bilden wir das Cauchy-Produkt der beiden Reihen in (0.10), so erhalten wir

G(z,w) = Z P, (z)w" (0.11)
n=0
mit i
B n . (_a)n_
Po(z) = <k> e (0.12)
k=0
Wegen (2) = %x(:ﬂ —1)---(x —k+1) ist P,(z) ein Polynom n-ten Grades. G(x,w) heifit

erzeugende Funktion der Polynome P, (z), die auch CHARLIER-Polynome genannt werden.
Aus (0.10) folgt
a®G(z,0)G(z, w) = e~ T [a(1 4+ v)(1 4 w)]*

und somit
i a*G(k,v)G(k,w) _ —a(vtw) i [a(1 +v)(1 4+ w)]*
k! k!
k=0 k=0
_ efa(erw)ea(lJrv)(ler) — VW (013)
B >, eta™(vw)™
B = n!
Unter Verwendung von (0.11) erhalten wir
2. aFG(k,v)G(k,w) ZafF & m
x = Z o Z P (k)P (k)v™w
k=0 k=0 m,n=0
(0.14)
= Y (¥ P (k) Po (k)77 | 00"
m,n=0 \k=0 ’
Koeffizientenvergleich in (0.13) und (0.14) liefert
o0 ok 0 , m#mn,
Z Pm(k)Pn(k)F = ea” (0.15)
k=0 ‘ 1 5 m=n.
n!

Definieren wir also - i
LIM,] = Z k"% (diskrete Masseverteilung) ,
k=0
so folgt aus (0.15)
ea

a” 0
['[Pmpn] = T 5mna 5mn = {

Definieren wir ferner €2 : R — R so, dass
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1. Q(z) auf den Intervallen (—o0,0) und (k,k+1), £k =0,1,2,... , konstant ist,
ak
2. Q(k +0) = Q(k - 0) = 77

so konnen wir (0.15) auch in der Form

k=0,1,2,..., gilt,

e*a™

/_OO Py (x)Py(x) dQ(x) = Témn

schreiben.

0.3 Ubungsaufgaben

1. Wir definieren

(=1)"V/1 — 22

n 2\n—1 B _d
(2n — 1)1 D"(1—-z%)""2, n=12,..., D=—.

Tn(az) - dr

(a) Beweisen Sie, dass fiir die TSCHEBYSCHEFF-Polynome T, (x) erster Art die Gleichheit
To(x) =Tp(z), n=1,2,...,

gilt.
(b) Verwenden Sie diese Darstellung von 7}, (z) zum Beweis der Orthogonalitétsrelationen
(0.5).

2. Die TSCHEBYSCHEFF-Polynome U, (z) zweiter Art konnen durch die Formel

sin[(n + 1)V]
sin ¢/

Un(x) =

, x=cos?, n=0,1,2,...,

definiert werden.

(a) Zeigen Sie, dass U, (x) ein Polynom (in x) n-ten Grades ist und dass die Orthogona-

litdatsbeziehungen

1

/ U (2)Up ()1 — 22dx = gémn (0.16)
-1

erfiillt sind.
(b) Beweisen Sie die Formel

(=D"(n+1)

D"(1—2%)""2, n=0,1,2,...,
2n + 1)I1V1 — 22

Un(z) =

und verwenden Sie diese zum Beweis der Orthogonalititsrelationen (0.16).

3. Unter Verwendung der Formel von MOIVRE leite man explizite Ausdriicke fiir 7},(z) und
U,(x) in Potenzen von z und 1 — 22 her.
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4. Fir z = cos? definieren wir

Beweisen Sie

(a) Ro(z) = ﬁ[Tn@HTnH(@], n=01,2 ..

(b) Ro(w) = 5, Bale) =~ 5, Ruy1(x) = 20Rn(a) — Bua(2), n =12, ...
1

(©) /Rm(x)Rn(x) S

5. Es sei F(z,w) = e @ %) Beweisen Sie

1

0
(a) Hp(z) =e" 5 —F(r,0) = "’ (=1)"D"e "’ ist ein Polynom n-ten Grades,
w

o wn
(b) G(ﬂj,w) = €2xw_w2 = ZHn(iE)F s
n=0
+oo ) +oo ,
(c) G(z,v)G(z,w)e " dx = ﬁerw <Hinweis: / e Vdx = \/E),
7+oo , B
(d) Hy(2)Hy(x)e ™ dr = /72" n! S -

H,(z) ist das sogenannte HERMITE-Polynom n-ten Grades.

6. Beweisen Sie
(a) Hpy1(z) =22 Hy(x) — 2n Hy—1 ()
(Hinweis: D"tle=2" = 22 D" — 2p D~ le—%),
(b) DH,(x) =2z Hy(z) — Hypy1(x) = 2n H,—1(2)
(c) D?H,,(z) — 22 DH,,(z) + 2n H,(z) = 0.

7. BEs sei H(z,w) = (1 — 22w + w? —3 = ZP . Zeigen Sie, dass

QD‘Q)

(a) (1 —2zw + w?) —(z—w)H =0,
(b) (n+1)Pyt1(x ):(2n+1)xP( )—nP,_1(z),n=1,2,...,

177/
=

2
(c) / P, x)dx 5mnundPn(x)—( D"(1—-z%",n=0,1,2,...

T o+l

Wegen Py(x) =1, Pi(z) = z und (b) ist P,(x) ein Polynom n-ten Grades, das sogenannte
n-te LEGENDRE-Polynom.
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Kapitel 1

Elementare Theorie der
orthogonalen Polynome

1.1 Momentenfunktionale.
Existenz orthogonaler Polynomsysteme

e}

Definition 1.1 Fir eine gegebene Zahlenfolge {jin}, =~y C C definieren wir das dieser Folge
entsprechende Momentenfunktional £ auf dem linearen Raum Clz| durch

LIMy) =, n=01,2,..., My(z)=a",

und
Llonm + aoma] = o L]m]| + aoLlm], «a; € C, m; € Cla].

Die Zahl py, heifit Moment n-ter Ordnung.

Die Koeffizienten der Polynome sind i.a. komplexe Zahlen, wihrend die unabhéngige Variable z
stets als reell betrachtet wird.

Definition 1.2 FEine Folge {P,}, >, C C[z] heif§t orthogonales Polynomsystem (OPS) bzgl.
des Momentenfunktionals L, wenn ¥Vm,n =0,1,2,... folgende zwei Bedingungen erfillt sind:

1. deg P, = n,
2. LIPyn Py = knlmn, kn #0.

Im Fall k, = 1, n = 0,1,2,..., nennt man {P,},~, ein orthonormales Polynomsystem
(ONPS).

Man sieht sofort, dass nicht fiir alle Folgen {1, }, =, C C ein OPS existiert, z.B. falls pop = 0. Es
existiert z.B. aber auch kein OPS, wenn py = p; = pe = 1 ist, denn sonst wiire fiir Py(z) = a
und P (z) = bz + ¢

0=L[PP)=alb+c), dh.c=—b

13
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und somit
LIP] = LB (& = 1)*) = b*(u2 — 21 + o) = 0.

Mit C,,[x] bezeichnen wir im weiteren den n-dimensionalen Teilraum von C[z] aller Polynome,
deren Grad kleiner als n ist.

Satz 1.3 FEs seien L ein Momentenfunktional und {P,},~, C Clz| eine Folge von Polynomen
mit deg P, = n. Dann sind folgende Aussagen zueinander dquivalent:

(a) {P,}, >, ist OPS bzgl. L.

(b) Yn=0,1,2,... gilt
LnP,] =0 VmeC,lx]

und

LrP,] #0 Vre Clz] mit degm =n.
(c) Yn=0,1,2,... gilt

LIMpPy] = kpbmn, m=0,1,....,n, k, #0.

Bemerkung 1.4 Es sei {P,},~, ein OPS.

L[rPy]
L[PE]

(a) Aus = Z%Pk € Clx] folgt v, =
k=0

(b) Ist {Qn}, = ein weiteres OPS bzgl. L, so folgt aus (a) und Satz 1.3,(b)

,k=0,1,...,n.

n=06nPn, 6, £0, n=0,1,2,...

(¢) Sind alle P,(x) monisch, d.h. P,(x) =a" +---, so heift {P,},~, monisches OPS.
(d) Das Polynomsystem {py}, =, mit
po(@) = (C[P2)) 2 Puw), n=0,1,2,...,
ist ein ONPS bzgl. L.

Fiir eine gegebene Momentenfolge {u,},, definieren wir

Mo M1t Hn

Mmoo p2 o Hpgd
An = det(pjik) k=0 =

Hn  Hn+1 - H2an
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Satz 1.5 Fs sei L ein Momentenfunktional mit der Folge {uy}, = . Fir die Existenz eines OPS
bzgl. L ist notwendig und hinreichend, dass

A, #£0, n=0,1,2,...,
gilt.

n
Beweis. Es sei {P,}, 2, ein OPS bzgl. £, P,(z) = nynkxk. Aus Satz 1.3,(c) folgt dann
k=0

['[Mmpn] - Z’)’nkﬂkﬂrm - %ndmn7 m < n, f];n 7é 07

k=0
d.h. _ _
(o 1 o e ][ Ym0 ] 0
M1 2t fpg Ynl 0
= . (1.1)
L Un Hn4+1 - H2n 1 L Ynn i %n ]

Aus Bemerkung 1.4,(a),(b) folgt, dass P,(z) fiir gewihltes Ky eindeutig bestimmt ist, was die
eindeutige Losbarkeit von (1.1) bedeutet. Ist umgekehrt A,, # 0, so ist (1.1) eindeutig 16sbar,
d.h. P,(x) existiert, und es gilt

kA
Yo = 2L 20 p=0,1,2,..., (1.2)
Ay

wobel wir A_; = 1 gesetzt haben. O

Es seien {P,},~, ein OPS bzgl. £ und 7, € Clz] ein Polynom n-ten Grades mit dem Leitkoef-
fizienten v, , d.h. m,(z) = ™ + - -+ . Dann gilt wegen (1.2)

7 Oén’)/nAn

Lm, Py = ank, = A (1.3)

wobei 7, den Leitkoeffizienten von P, (z) bezeichnet.

Definition 1.6 Ein Momentenfunktional L heifit positiv definit, wenn L[r] > 0 fiir jedes
Polynom 7 € Clz] mit 7(x) >0, x € R, und 7(z) # 0 gilt.

Ist £ positiv definit, so folgt

1. pon = L[Msp] >0, n=0,1,...,
2n m,

und wegen 0 < L[(z 4 1)*"] = Z < )Mk

k
k=0

2. pon—1 €ER, n=1,2,...
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Ferner kann man mittels

3. (p,q) = L[pq)
auf C[z] ein (positiv definites) Skalarprodukt definieren. Der Schmidtsche Orthogonalisierungs-
prozess mit {Mo, My, Ms, ...} liefert dann ein ONPS {P,},, mit P, € R[z].

Lemma 1.7 Fir = € Clz] gilt 7(x) > 0, x € R, genau dann, wenn Polynome p,q € R[z]
ezistieren, so dass m(z) = [p(z)]? + [q(x)]? gilt.

Beweis. Ist m(z) > 0, x € R, so ist offenbar 7 ein Element von R[z]. Ferner haben alle reellen
Nullstellen gerade Vielfachheit. Es existieren also r € R[z] und ag, Bk € R, so dass

n(z) = [r(@)]? [[ (= — an —i00) (& — ok +i6e)

k=1
gilt. Mit der Bezeichnung A(z) + iB(x) = H(:U — ak +1if), wobei A, B € Rz], folgt
k=1
2

0

Satz 1.8 Ein Momentenfunktional L ist genau dann positiv definit, wenn alle Momente reell
sind und A, > 0 fir allen=0,1,2,... gilt.
Beweis. Hinlinglichkeit. Nach Satz 1.5 existiert ein monisches OPS {P,(z)}, =, bzgl. £. Aus

(1.3) folgt
Ay

Anfl 7
und wegen (1.1) sind alle Polynome P, aus R[z]. Fiir eine beliebiges Polynom p € R[z], p(z) =

m
ZakPk(x), am # 0, gilt somit
k=0

Lp’) =) ajopLl[PiP) =Y i L[PF] > 0.
j,k=0 k=0

Infolge von Lemma 1.7 ist £ also positiv definit.

Notwendigkeit. Es existiert ein monisches OPS bzgl. £. Nach Definition 1.6 und (1.3) gilt somit
A
Ayt
Aus A_; =1 folgt somit A, >0 fiir alle n =0,1,2, ... O

0< L[P}] = n=0,1,2,...

Folgerung 1.9 Aus dem Beweis von Satz 1.8 erkennt man, dass ein Momentenfunktional L
positiv definit ist, falls ein OPS {P,},5, C R[z] mit der Eigenschaft L[P?] >0, n=0,1,2,...,
existiert.

Definition 1.10 Fin Momentenfunktional £ nennt man quasi-definit, falls A, # 0, n =
0,1,2,..., gilt.
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1.2 Ubungsaufgaben

1.

. Ausgehend von bekannten Polynomsystemen bestimme man Polynomsysteme { P, ()}

Es sei L[M,,] = a™, n > 0. Man zeige, dass fiir £ kein OPS existiert.

. Man zeige, dass es kein Momentenfunktional gibt, fiir das { M}, ein OPS ist.

Es seien £ ein Momentenfunktional, fiir welches ein OPS existiert, und {c,} eine Folge
von Null verschiedener Zahlen. Man zeige, dass jede der folgenden Bedingungen das OPS
{P,(x)},=, zu L eindeutig bestimmt.

(a) Pu(wo) =cp,n >0

(b) LIMpP,| =¢n,n>0

(c) lin%]x"Pn(l/x) =cp,n>0

Fiir ein Momentenfunktional £ definieren wir M[M,] = L[(a M; + b)"], n > 0, wobei
a # 0 und b beliebige, aber fest gewéhlte Zahlen sind. Man finde fiir gegebenes monisches
OPS {P,(z)},=, zu L das entsprechende monische OPS zu M.

o
n=0"
welche den folgenden Bedingungen geniigen:

(a) /Ole(x)Pn(x)(l—x) 2 2dx = kpdpn, ko=m, kn=—=,n>0
(b) o P (z) Po(z) e 2da = /27 1) S
(c) /lP (x) Pp(z)dx = #5

o T 241

. Es sei {P,(x)}, =, ein OPS fiir £, und k,, bezeichne den Leitkoeffizienten von P, (z). Man

beweise, dass

gilt, wobei ¢, = k, 'k, L[P?], n > 0.

. Es seien {P,()},=, ein OPS fiir £ und 7(z) = chPk(x), ¢, € C. Man beweise die
k=0

Beziehung

Ll =) leLl Pl
k=0

. Es sei L ein quasi—definites Momentenfunktional mit der Momentenfolge {1, } . Man zeige,
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dass {(Ap_1)"'Dy(z)} mit

fo M1 ...
D, (x) = det
Hn—1 Hn ... H2n—1
1 r ... z"

das monische OPS zu £ ist, und bestimme ein ONPS fiir L.

. Es sei £ ein quasi-definites Momentenfunktional. Man zeige, dass das durch M[M,]| =

L[(aM; +b)"] (a # 0, n > 0) definierte Momentenfunktional ebenfalls quasi-definit ist.
Man beweise, falls a, b € R, so ist M genau dann positiv definit, wenn dies auch fiir £
gilt.

Es sei £ ein quasi—definites Momentenfunktional. Man beweise: Ist deg m, = n, n =
0,1,2,..., und Llmy,m,] = 0 fiir m # n, so ist {m,(z)},2, ein OPS fiir £.

Es sei £ ein quasi—definites Momentenfunktional. Man zeige, dass aus 7 € C|z] und
LlnM,]=0,n=0,1,2,..., stets 7(z) = 0 folgt.

Es seien £ positiv definit und {P,(x)}, =, das monische OPS fiir £. Man beweise, dass
dann L£[P?] < L[|/ fiir jedes monische Polynom 7(z) # P, (x) mit deg 7(z) = n gilt.

Es sei {u,} € R. Man beweise: Es gilt
n
Z Wit LTy > 0 V(xo,wl, R ,.’L‘n) S R \ {(0,0, c. ,0)}
i,j=0

dann und nur dann, wenn die Bedingung A, >0Vn =0,1,2,... erfiillt ist.

x
Es sei w € L'(—1,1). Ferner sei Q(x) = / w(t)dt eine monoton nicht fallende Funktion
-1

1
auf [—1,1] mit (1) > 0. Fiir f € L'(—1,1;9) definieren wir L[f] = / f(z)dQ(z) und
fir [f|? € LY(—1,1;9Q), d.h. L[|f|*] < oo, setzen wir s,(z) = sp(f;z) chpk

wobei ¢, = L[f py| gelte und {py(x)},=, ein ONPS fiir £ bezeichnet.

(a) Man beweise: Es gilt L[|f —sn|?] < L[| f —tn|?] fiir jedes Polynom ¢, Z bepr(z

mit by # ¢ fiir mindestens einen Index k € {1,...,n} .

(b) Man beweise die Besselsche Ungleichung L[| f (= Z e |? fiir | f|2 € LY(—1,1;w) .
k=0
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1.3 Rekursionsformeln und die Formel von Christoffel /Darboux

Satz 1.11 Sind das Momentenfunktional L quasi-definit und {P,},, ein zugehdriges moni-
sches OPS, so existieren Zahlen cu,, B, € C mit G, # 0 und

Poi1(z) = (v — apn)Pu(x) — BuPoo1(z), n=0,1,2,..., (1.4)

wobei P_1(x) =0, Py(z) =1 und By beliebig ist. Im Fall eines positiv definiten Momentenfunk-
tionals L gilt a, € R und G, > 0.

n+1
Beweis. Fiir 2P, (z) = Z ok P () gilt
k=0

Lz P, P
Qpl = [ZTnQ]k] =0, k=0,1,...,n—=2, und ouynt1=1.
k
Es folgt
.%'Pn(.%') = Pn—l—l(x) + annpn(x) + CVn,n—lljn—l(x) s

womit (1.4) bewiesen ist. Aus dieser Beziehung und aus (1.3) folgt weiterhin fiir n > 1

A A,
0= ['[Mn—lpn—i—l] = ﬁ[MnPn] - ﬁn['[Mn—lpn—l] = = - BnLl
Anfl A1172
und somit
ﬂ _ AnAn—Q
= ————— .
A
Aus Satz 1.8 ergibt sich damit G, >0, n=1,2,..., falls £ positiv definit ist. O

Folgerung 1.12 Aus (1.4) und dem Beweis von Satz 1.11 ergeben sich folgende Beziehungen:

1. Es gilt
Anol,  L[P?]

ﬂn = = )
ALy LRy

=1,2,...

2. Wir vereinbaren By = po = Do . Dann ist
L[P? = Bofr- B, n=0,1,2,...

3. Es gilt

L[M;P?]
n — — - s :0,1,2,...
T

4. Das n-te monische orthogonale Polynom gestattet die Darstellung
Po(z) = 2" — (ag+ a1+ -+ 1)a" 4

denn fiir Pyi1(z) = 2"t + d,2™ + - erhalten wir aus (1.4) dy, = dp_1 — .
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Beispiel 1.13 Das monische OPS {T\n(az)} = zum Tschebysheff-Gewicht erster Art ist gegeben
=0
durch R An
To(z) = To(z) und Tp(z) =2'"T,(z), n=1,2,...

Aus (0.4) folgt

und

~

Toi1(z) =aTp(z) — = Th1(z), n=2,3,...,

]

so dass in diesem Fall a, = 0 fiir n > 0 und B = % sowie By = i firn > 2 gilt.

Theorem 1.14 (Favard/Shohat/Natanson, ~1935) Zu beliecbigen Zahlenfolgen {ay,}, =

n=0 »

{Bn} 2y und einem Polynomsystem {P,},> | mit P_i(z) = 0 und Py(xz) = 1, welches (1.4)
geniigt, existiert genau ein Momentenfunktional £ mit den Figenschaften

L[Py]=py und L[PnP,) =0, m#n.

L ist genau dann quasi-definit, wenn 3, # 0 fir allen =0,1,2,... gilt, und genau dann positiv
definit, wenn {oy}, "0 C R und B, > 0 fir allen =0,1,2,... erfillt ist.

Beweis. Wir setzen i := L[Py] = fp . Die Momentenfolge {/,},~; ist dann rekursiv durch die
Bedingungen L[P,] =0, n =1,2,..., eindeutig bestimmt. Aus

CCPn(CC) = Pn+1($) + OlnPn(QU) + ﬁnpnfl(x)

folgt dann
LIMiP,]=0,VYn>2, L[MP,]=0,Vn>3, ...,
d.h.
LIMpP,] =0, k=0,1,2,....,n—1, n=1,2,...,
und
ﬁ[MnPn] = ﬁn['[Mn—lpn—l] - ﬁnﬁn—l ce ﬁO 5
woraus auch alle weiteren Aussagen des Theorems folgen. O

Theorem 1.15 (Christoffel/Darboux) Das Polynomsystem {P,},. | geniige der Rekursi-
onsformel (1.4) mit 5, 20, n=10,1,2,... Dann gilt

“Py(2)Pe(t) 1 Pup1(2)Pa(t) — Pu(z)Paga(t)
kZO Bo- B Bo ' (1:5)

By z—t
Beweis. Aus (1.4) ergibt sich
x Pp(x)Pp(t) = Pry1(2)Pp(t) + an Py (z) Py (t) + BnPr—1(z) Py (t)

und
t Pp(z)Py(t) = Pp(z)Pry1(t) + anPp(x) Pp(t) + BnPo(x)Pr—1(t).
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Mit , , .
Fy(z,t) := i1 (%) P (t) — Po(2) Py (£)
folgt daraus
— 7 7 — Fn iE,t —Fn, ﬂ?,t
und somit die Behauptung. .

Aus dem monischen OPS {P,(z)},~, zu einem positiv definiten Momentenfunktional berechnet
sich das ONPS {p,(z)}, =, nach den Formeln

N

Aus (1.4) folgt dann

Bn+1Pn+1(x) = (x — an)Pn(x) — / Bupn—1(z), n=0,1,2,... (1.6)
und aus (1.5)
- ~ ~ o kn ﬁn 1(x)5n(t) _5n(x)ﬁn 1(t)
kz_opk(x)pk(t) = + P 2 (1.7)

Aus (1.5) folgt auBerdem fiir t — =

Zn: [Py(@)]? _ Prpa (@) Pu(@) — P (@) Pryr () (1.8)
= Bo- -+ B Bo - Pn
Im Fall eines positiv definiten Momentenfunktionals gilt also
P1I1+1(x)Pn(x) — Py (x)Pyia(z) > 0. (1.9)

1.4 Uber die Nullstellen orthogonaler Polynome.
Die Gaufische Quadraturformel

Definition 1.16 Fine Menge E C R heifit eine Tragermenge von L, wenn aus P(z) > 0 auf
E und P(z) # 0 auf E folgt, dass L[P] > 0 gilt. Man nennt in diesem Fall L auch positiv
definit auf F.

Im weiteren seien £ positiv definit und {P,},, das zugehorige monische OPS.

Satz 1.17 Es sei (a,b) eine Trigermenge von L. Dann sind alle Nullstellen von P,(x) reell,
einfach und in (a,b) gelegen (n > 1).

Beweis. Aus L[P,] = 0 folgt die Existenz wenigstens einer Nullstelle z; € (a,b) ungerader
Vielfachheit von P,(z). Mit z1, ...,z seien alle Nullstellen ungerader Vielfachheit von P, (x)
in (a,b) bezeichnet. Wir setzen p(z) = (z — z1)(z — x2) - - (x — zx) . Dann folgt p(z)P,(x) > 0
auf (a,b), also L[pP,] > 0. Das bedeutet aber k > n . O
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Unter den Voraussetzungen des Satzes 1.17 bezeichnen wir die Nullstellen von P, (x) mit x,; und
vereinbaren &, < Tpnp—1 < -+ < Tp1 . Bs folgt sgn P, (z) = 1 fiir x > x,; und sgn P, (x) = (—1)"

fir # < xpy . P)(z) hat genau eine Nullstelle im Intervall (px, Zpk—1), k = 2,...,n, woraus
sgn P! (xn;) = (1)1 (1.10)

folgt.

Theorem 1.18 FEs gilt x4 1 k11 < Tpp < Tpt1k, k=1,...,n.

Beweis. Aus (1.9) folgt
PT;+1(xn+1,k)Pn(xn+17k) >0, k=1,....n+1,
und somit aus (1.10) sgn P, (zy41,%) = (_1)’6*1. 0

Folgerung 1.19 Fir alle k > 1 sind die Folge {xyy},~, monoton wachsend und die Folge
{Tpn—ts1},-, monoton fallend. Somit existieren

&= lim xp, und ng = lm 2, g4
n—oo n—0o0

(evtl. & = +oo oder/und n = —o0) .
Definition 1.20 Das Intervall (n1,&1) heifit Trager von L.
Mit £, (z) bezeichnen wir die sog. Lagrangeschen Grundpolynome

n
T — Tpj P,(x)
k() ) H Tpk — Tnj (T — znk) Py, (Tnk) ’ et
J=137#k

Offenbar gilt £pi(xn;) = 0;, . Fiir eine auf (11,£1) stetige Funktion f(x), d.h. f € C(n1,&1),
definieren wir das Lagrangesche Interpolationspolynom

k=1
und das Funktional
Lolf] = LILnf] =) Apef (wnr) mit  Anp = L] .

k=1

Satz 1.21 FEs gilt
L,[P] = L[P] VP € Cqylz].
Beweis. Wir schreiben P € Cgy[z] in der Form
P(x) = Q()Pa(x) + R(z) mit QR e Cyla].
Es folgt (L, P)(x) = (LpR)(x) und somit
L,[P] = L[L,R] = LIR] = L]P].
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Folgerung 1.22 FEs gilt

n
ZAnk:MO und App >0, k=1,...,n.
k=1

Beweis. 0< L[(2,] L% £,[2,] = Ay, 0

Folgerung 1.23 Aus Folgerung 1.22 ergibt sich wegen L,p = p fir p € Clz] und fir alle
n > no(p), dass (n1,&1) eine Trigermenge von L ist.

b
Im Fall L[f] = / f(z)dw(x) erhalten wir mit £, [f] eine Quadraturformel, und es gelten fol-

gende zwei Séitze.
Satz 1.24 Ist —co < a < b < 400, so gilt lim L,[f] = L[f] VY f € Cla,b].

Beweis. Offenbar gilt L, [p] — L[p] fur alle p € Clz] und |L,[f]] < pol/fllo - Also sind
die Funktionale £, : Cla,b] — R gleichmé#Big beschrinkt, und die Behauptung folgt aus der
Dichtheit von Clz] in Cla,b] und aus dem Satz von Banach-Steinhaus. O

Satz 1.25 Fiir —oo < a < b < oo und f € Cla,b] gilt lim L[|f — L.f|*] =0.

Beweis. Es sei € > 0 beliebig. Dann existiert ein Polynom P. € C[x] mit der Eigenschaft

€

2y/1o

If = Pello <
Es folgt fiir alle hinreichend grofien n

L[ = LofP1}2 < {Lf = PP2YE + (L] Lo(P. — P2}

NI

1

= {L:Hf - Pe‘Q]}% + {ZAnk ’Pe(xnk) - f(xnk)F}

k=1
< €
O

Wir definieren fiir z € C

LM, = £[(z = 2)5"] = pins1 — 2 un
und ) Prai(2)

p B I z
Pi) = 7 [Pl - 22 R

wobei P,(z) # 0 fiir alle n > 1 erfiillt sei. Aus (1.5) zusammen mit Folgerung 1.12, 2. folgt

Pitn) = Hp S S ) (1.11)
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Satz 1.26 Das Momentenfunktional L} ist quasi-definit und {P?}, %, ist das zugehorige moni-
sche OPS. L} ist genau dann positiv definit, wenn z < 1y gilt.

Beweis. Die Richtigeit der ersten Behauptung ergibt sich aus

* z Pn ?

LMyP?] = L[MypPyi] — P+(1z())L[MkPn]
o PnJrl(Z) _
=~ LIMyPoloni, k=0,1,....n.

Sind z <y und 7w(x) > 0, w(x) # 0, so ist wegen Folgerung 1.23 Li[x] = L[(z — z)7] > 0. Ist
umgekehrt £ positiv definit, so gilt

P2 z—2)P?] s 121 2
0< Ez [m] =L [ﬁ] = Ann(xnn - Z) [Pr/z(xnn)] )
nn nn
woraus z < Tpp, n = 1,2,... , also z < n; folgt. ]
Wegen (1.11) gilt

1 L
Ky (2, 2) = BB 6n W (2)P(x) =) Pr(@)Pr(z), =,z €R.

Fiir w, z € C definieren wir

w) = pr(w)pr(2)
k=0

Satz 1.27 Fir beliebiges zo € C und n =0,1,2,... gilt

1
— L 2 . (Cn , =1
7Kn(zo, ) mln{ [|7|*] : m € Cpyalz], 7(20) }
und ) )
Apg = = .
g anl(xnka xnk) Kn(xnka xnk)
Beweis. Es seien 7(z) = cxpr (), ¢ = Lmpg] und 7(2p) = chﬁk(zo) = 1. Dann gilt
k=0 k=0
Lllx*) = Llrn] =) lexl?
k=0
und

1<Z|Ck| Z|pk (20)* = L[|7|*] Kn(20, 20) -
k=0
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Dabei steht anstelle des Ungleichheitszeichens genau dann das Gleichheitszeichen, wenn ein A €
n

C mit der Eigenschaft ¢, = Apg(20), k = 0,1,...,n, existiert, woraus AZﬁk(zO)ﬁk(zo) =1,

k=0
1
d.h. A= ———  folgt. Damit ist
Kn(20,20) 5
(7] > _ VreCn+ ;2] mit 7w(z) =1
~ Ku(20,20) ’ o
und 1
2 .
=——— f =AK,(z20,1).
Clf) = ey fir (o) (0,2)

Aus Satz 1.21 folgt
1

Kn—l (wnlm xnk)

An = Lol02] = L[] >

und fiir m(x) = A Ky (Tpk, x)

L[] ZAn]\ﬂxm > App, falls (@) = 1.

1.5 Ubungsaufgaben

Im weiteren bezeichnen wir mit {P,}, >, das monische OPS zum quasi-definiten Momentenfunk-
tional £ mit der Momentenfolge {u,} und der zugehorigen Rekursionsformel (1.4).

1. Man beweise die Aquivalenz folgender Aussagen:

(a) L ist symmetrisch, d.h. es gilt po,+1 =0Vn >0.
(b) Pu(=2) = (=1)"Fu(2) Vn > 0.
(c¢) In der Rekursionsformel (1.4) gilt oo, =0V n > 0.
. Wir definieren Q,,(z) = a " P,(az + b) (a # 0). Man beweise:

a, —b

@Qmmw{w— ) @) - Zauta).
(b) {Qn}, =, ist OPS bzgl. der Momentenfolge {1, } mit
M =a " Z <Z> (—b)n_kﬂk .
k=0

3. Man beweise fiir die Polynome P, (z) aus Formel (0.12) die Giiltigkeit der Rekursionsformel

Qnii(x)=(x—n—a)Qn(z) —anQp_1(z), n=0,1,..., Qn(z) :=n!P,(z).
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4. Es seien oy, = 0 und 3, < 0, n = 0,1,2,... Dann ist {P,},~, ein OPS beziiglich eines
quasi-definiten Momentenfunktionals £. Wir definieren £*[M,,] := i""L[M,]. Man zeige,
dass L£* positiv definit ist, und bestimme das entsprechende monische OPS.

5. Es seien a, = 0 und 3, < 0, n = 1,2,..., sowie ag # 0. Wir definieren R,(z) =
Re[i™"P,(iz)] und I,(z) = Im[i™"P,(iz)] . Man beweise, dass sowohl {R,},~, als auch
{040_ 1In+1}nozo monische OPS beziiglich gewisser positiv definiter Momentenfunktionale
sind.

6. Man beweise:

1—zxzw >
Y0 N7 n
(a) 1—-2zw+ w? nZ:O n(@)w

1-2zw+ w?

(b) — = Up()u”
n=0

7. Man zeige, dass ein OPS {P,},, genau dann einer Bezichung der Gestalt
P, 1(z) P,(—2) + Poo1(—2) Py(z) =an #0, n=1,2,...,

geniigt, wenn in der Rekursionsformel (1.4) 8, #0, n >0, und a, =0, n > 1, a9 #0
gilt. Man zeige ferner, dass das entsprechende Momentenfunktional genau dann positiv
definit ist, wenn die Bedingung (—1)"a1a, < 0, n > 2, erfiillt ist.

8. Es seien {P,},~, ein OPS und M ein Momentenfunktional, welches den Bezichungen
M[Py] # 0 und M[P,] = 0, n = 1,2,... geniigt. Man zeige, dass {P,(x)} ein OPS
beziiglich M ist.

9. Es sei L positiv definit auf dem kompakten Intervall [a, b]. Beweise, dass fiir jedes Polynom
m gilt [Llx]| < pol|7]|oo-

10. Man zeige, dass fiir ein symmetrisches Momentenfunktional die Gewichte in der Gaufischen
Quadraturformel der Beziehung A,, ,,_x4+1 = Api geniigen.

11. Es seien £ positiv definit und K, (z,z) wie im Abschnitt 1.4 definiert. Man zeige, dass fiir
jedes Polynom 7 € C[z] die Formel 7(t) = L[m K, (., )] gilt.
1.6 Die Jacobi-Polynome

Esseia > —1, 8 > —1. Firn = 0,1,2,... definiert man die Jacobi-Polynome iiber die
Rodriguessche Formel (vgl. auch Abschnitt 0.3, Ubungsaufgabe 1)

(L—a)(l+a)F a"

a7ﬁ —_—
Fi(w) = (—2)7 n! dx”

[(1 — )1 4 )t (1.12)
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Lemma 1.28 FEs gilt

" /n+a\ /n+p _[(2n+ta+p B
Z(n_k>< N >_< . ) n=0,1,2,...

k=0
Bewets. Aus

7=0
folgt
X (2 +a+ B S (o (n+ B
N R R S )OI (A [ (M B
=0 J =0 k=0 \ T k k
Vergleich der Koeffizienten bei 2™ liefert die Behauptung. O

Aus (1.12) und

dn

ey [(1 — )"t + x)”*ﬁ}

- 2 (O 0] o]

n

= (1-2)0+2)’Y !

RN — n_kn o) - o _Jl‘k;.
> Y e e) a0 —a)

n+B)(m+B—k+1)(1+z)" "
— - w mﬁn!kz"o () - vkt
wo-LCCOETET e

Nach Lemma 1.28 hat P5*”(z) also den Leitkoeffizienten

ko8 :2‘”% <:‘:Z> <"Zﬂ> :2‘”(2" +§+ﬁ>. (1.14)

k=0

folgt

Die monischen Jacobi-Polynome bezeichnen wir mit P’ (x), d.h.

~ 1
BeA(a) = — POO(a).
ky

Mittels partieller Integration beweist man folgendes Lemma (vgl. auch die Losung der Ubungs-
aufgabe 1b, Abschnitt 0.3).
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Lemma 1.29 Firn=0,1,2,... gilt
1 =0, k=0,....,n—1,
/ 2" PP (2)(1 — 2)*(1 + z)P dx {
—1

>0 k=n.

[e.e]
{Pﬁ B (x)} ist also ein OPS und wir leiten nun Formeln fiir die Koeffizienten o, und 3, in

der Rekurs?o_nsformel
PP (x) = (x — an) PYP () — B, P20 (x), n=0,1,... (1.15)

der monischen Jacobi-Polynome her. Wir definieren

Aus (1.13) folgt
o = (") wa peten) = o (M0,

n n
so dass
on (n + a>
~ on
Pod(1) = n _ (@)n(a+ B)n
2n+a+ 0 (a+ B)an
n
und
2 ("27)
P3P (1) = n_ ) _ (22" (Bnlat B
" 2n+a+pf (a+ B)an ’
n
Es folgt
~ 21+ «) g —«
l—ap=P(1)= "% qh ap=-—>—2.
@ = P(1) 2+ a+p R FIPNE
Fir n =1,2,... 16st man das Gleichungssystem
i) = (1—an)BPeP(1) - B, P (1),
PrA(-1) = —(+an)Ppf(=1) = BB (1),

das sich aus (1.15) fiir x = +1 ergibt und das sich auch in der Form

4(azz+_{l_(g)‘2:fzn+l (1 _ Oén) 2(?();1_(:16—;—25)11 — 8, (a)zai(;;nﬁ):l (1.16)
4(B)ny1(a+ By N 2B)nla+ B, (B)n—1(a+ B)n-1
(o + B)an+2 = (I+an) (o + Ban Bn (@ + B)an_z (1.17)
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schreiben ldsst. Wir multiplizieren die Gleichung (1.16) mit (3),—1, die Gleichung (1.17) mit
(a)n—1, subtrahieren (1.16) von (1.17) und erhalten wegen

m+B8)n+1+p)—(n+a)n+l+a)=CCn+a+0+1)(0— )

die Gleichung
2()n-1(B)n-1(a+ Blnt1(2n+a+ 5+ 1)(8 — )

(a +ﬁ)2n+2
_ (@1 (B)n—1(a + B)nlB — a + au(2n + a + B)]
((X +ﬁ)2n ’
so dass P
O = , n=12 ...
@2n+a+B)2n+a+B+2)

Multiplizieren wir (1.16) mit (), , (1.17) mit («), und addieren beide Gleichungen, so folgt

4()n(B)n(a + B)nt1 _ 4()n(B)n(a + B)n — 8, (@n-1(B)n—1(a + B)n-112n + a + )

(a+ B)2nt1 (a+ B)2n (a+ B)2n—2 ’
so dass
A(1+a)(1+ ) I
2+ a+0)2B+a+p) ’
o = dn(n+a)(n+B)(n+a+B) Cn=23.. .

Cn+a+B-1)2n+a+08)22n+a+8+1)
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Kapitel 2

Numerische Kondition und
orthogonale Polynome

2.1 Polynombasen

Es sei q1,...,q, € Ry[x] eine Basis in R, [z], ¢ := {q1,...,¢n} . Fiir ein beliebiges Polynom
p € R, [x] schreiben wir

p(@) =Y u? par(z), u’ €R.
k=1

Wir betrachten die Abbildung M,, : R" — R,,[x] mit
(Mnu)(ac) :Zukﬁq}i‘(x)a U= [ula"'>un]T GRna
k=1

als eine lineare Abbildung zwischen den normierten Réumen (R",|.||) und (R,[z],[.||.) C
(Cla, b, [|.|l0) » =00 < @ < b < oo, wobei fiir u € R und f € Cla,b] (Raum der stetigen
Funktionen f : [a,b] — R)

Jull o = mas {Jux] : k= 1,...,n} und |l = max {|f(x)| : a <z <b}.

Bekanntlich definiert man als Kondition einer solchen linearen Abbildung die Zahl
cond M,, = HM;1H || M, ]|
o Fiir qp(z) =2F 1, k=1,...,n, gilt folgendes:
— ol = el
1+V1i+w? | w>1,
14+V1+?
w

(condMn)% ~
, O<w<l.

31
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- [a,b] =[0,w] :
24w+2vV14+w | w>1,
1
(cond M,,)" ~
2 2y/1
twt tuw s O<w<l.
w

In beiden Fillen wird das Minimum bei w = 1 angenommen, nimlich 1 4 v/2 im ersten
Fall und 34 2v/2 = (14 +/2)? im zweiten Fall. Die Konditionszahl wichst also exponentiell
mit n.

e Es sei {P,(x)},=, ein OPS zum positiv definiten Momentenfunktional £,

b
E[f]:/f(a:)dQ(a:), —oo<a<b<oo,

und gi(x) = Py_1(z). Mit hy = ﬁ[P,f] gilt

n
[ Mpullo < [lullo max {Z [Pr-1(z)] 0 <2 < b}

k=1

und wegen

ist

o1 hy—
Es folgt
Ho -
< . .
cond M,, < <1I§III?§Xn hkl) (gi?bkz_l !Pk1(x)\> (2.1)
- [a, b] = [—1,1], Pk(l') = Tk(.%') .

In diesem Fall gilt po = 7, hg = 7, hg—y = 7/2, k = 2,...,n, und |Tx(z)| < 1,
—1 <z <1.Aus(2.1) folgt
cond M,, <V2n.

= [a,b] = [-1,1], Py(z) = Ug(z) :
Wir haben pg = hy—y =7/2, k=1,...,n, und |Ux(z)| < 7k/2, =1 <2 < 1. Aus
(2.1) folgt

mn(n+1)

n
T
cond M,, < EZk: 1
k=1
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— [a,b] = [-1,1], Py(z) = pg’ﬁ(ac) (normierte Jacobi-Polynome), o := max {a, 3} > 1 :
In diesem Fall gilt!

mit einer von k = 1,2, ... unabhéngigen Konstanten ¢y . Aus (2.1) folgt

1
| < okt
o0

3

n
1
cond M,, < /g co Zkz‘”‘ﬁ < Vuocon®Tz.
k=1

e Lagrange-Basen:

Es ist dann
d.h.

Andererseits gilt
[Mpulloe < An fluflo

mit "
A= Lol s  Ln(z) = Z |k(z)] — Lebesgue — Funktion,
k=1
also
cond M,, < A\, .

Bemerkung 2.1 )\, ist gleich der Norm des entsprechenden Interpolationsoperators im
Raum Cla,b].

G. Faber (1914) und S. N. Bernstein (1916) haben bewiesen, dass?

Inn
8/

unabhéngig von der Wahl der Stiitzstellen ﬂ:,(gn) .

An >

— Im Fall [a,b] = [-1,1], x) = cos %7‘(‘ kann man zeigen, dass
A, < 8lnn
™
gilt.

1. P. Natanson, Konstruktive Funktionentheorie, Akademie-Verlag, Berlin, 1955, 2. Teil, Kap. VI, § 3, Satz 2
2I. P. Natanson, Konstruktive Funktionentheorie, Akademie-Verlag, Berlin, 1955, 3. Teil, Kap. II, § 1, Satz 1
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— a,b] =[~1,1], P&P(x3,) = 0 : G. Szegd (1939) bewies, dass
nots o> -1
A < ’ 27
Inn , o< —%,
gilt mit einer von n unabhéngigen Konstanten c; .
N+1
- a,b] =[-1,1], dQ(x) = H |z —t;|*w(x)de, w(x) > 0 stetig, a; > —1,
=0

1=ty <tn<---<to=1, Py(zx) =0, {Pa(x)},2, - entsprechendes OPS:

D. Berthold bewies 1988, dass in dieser Situation
M <canflnn

mit einer von n unabhéngigen Konstanten ¢y und

[max{O,an +1,01,...,an,2an41 + 1} —min{O,al,...,aN}]

DN =

p:

gilt.

2.2 Die Methode der modifizierten Momente

Hier betrachten wir das Problem der Berechnung der Koeffizienten in der Rekursionsformel (1.4)
in dem Fall, dass explizite Formeln nicht vorhanden sind. Wir gehen dabei davon aus, dass uns
ein Polynomsystem {Q, ()}, gegeben ist, welches der Rekursionsformel

Qni1(z) = (x — A4,)Qn(x) — BpQp-1(x), n=0,1,..., (2.2)
geniigt, und dass die sog. modifizierten Momente
M, = L[Qr], k=0,1,..., (2.3)
bekannt sind. Wir definieren die gemischten Momente
mjr = L[P;Qk), jk=-1,01,2,...,
und erhalten aus (1.4) und (2.2)
mjy1k = LIM1P;Qr] — ajmjp — Bimj_1k

und
LIMP;Qr] = myj g1 + Apmyp + Bemjp_1 .

Folglich gilt
mo = My,
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und
M1k = My k1 + (Ag — ag)my g + Brmg -1 — Bimj 1k -

Speziell fiir k = 7 — 1 und k = j erhalten wir

0=m;; — Bimj—1,j—1

und
0 =mjjr1+ (4j —aj)mjj — Bimj1;,
d.h.
’ mj-1,j-1
aj = Aj+ —BEL -
92 J=1j-1
Zur Berechnung von «; und 3;, j = 0,1,...,n — 1, ergibt sich also folgender Algorithmus

(Methode der modifizierten Momente):
1. m_1:=0,k=12,...,2n -1
2. mo,k::Mk,k:O,l,...,Qn—l

M, M
0 agi=Ag+ -+

3. ﬁo = @ MO

(a)  mjp=mj_1pp+ (A — oj_1)my_1p + Bemj_1 g1 — Bj—1mj_o
k=, j+1,...2n—j—1

T myy myia
mjj
¢ Gi =
() B I

2.3 Zur numerischen Kondition des Problems der Erzeugung
Gauflscher Quadraturformeln

Wir betrachen die Abbildung, die den modifizierten Momenten die Parameter der Gaufschen
Quadraturformel zuordnet,

(I)n : RQ” — RQ”, (MO,MI?' .- >M2n71) = (Anly' .- aAnn,xnly' .- >xnn) .

Die Realisierung der Abbildung ®,, ist dquivalent zur Losung des (nichtlinearen) Gleichungssy-
stems

n
> AuQj(ar) =M;, j=0,1,....2n—1, (2.4)
k=1
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wobei die Polynome Q;(x) durch die Rekursionsformel (2.2) gegeben sind. Das Definitionsgebiet
der Abbildung ®,, ist nicht der gesamte R?*" , offenbar aber ein Kegel.

Es seien X und Y normierte Rdume, D C X eine offene Menge. Unter der Kondition der
Abbildung ® : D — Y im Punkt x € D verstehen wir die Zahl

§=40 |ip|=5 @ ()| Al

die das Verhiltnis des relativen Fehlers des Ergebnisses zum relativen Fehler der Eingangsdaten
misst. Existiert die Frechet-Ableitung ®'(z), so gilt

O(x + h) — ®(x) = ®'(z)h + ¥(h)

mit

W(h
H ()”—>0 fir ||kl — 0,
17l
d.h. Wik
Ve>036>0:%<5fﬁr ||| < 9.

Es gilt dann also
]

()]

-
Ist ® ein linearer beschrinkter Operator, so folgt wegen ®'(z) = @

cond(®; x) = H‘I)/(QU)H

cond®:= sup cond(®;z)= || H<1>_1H .

re€X, r#6O
Wir betrachten den Fall Q,(x) = 2™, n = 0,1,..., d.h. M,, = p,, mit dem Trégerintervall
[0,1]. D(®,,) ist offen, da bei kleinen Anderungen der u,, das Funktional £ positiv definit bleibt.
Mit
n 2n—1
j 2n—1
Fn(Ah...,An,.%'l,...,{En): ZAIC'I‘]Q :[M] ]]ZO =Tl
k=1 =0

erhalten wir

ANl
Kp i= cond(®y,, p) = || | F}, . T7ANT
x
2 o A
Wir wihlen ||u| = m]ax\uj\ und H[ ajk ]j,kzl ‘ = mjax; lajk| . Nun ist F"(a:) =X A mit
1 ... 1 0
T T 1 1

et 2l (2 — )2 . (2 — 1)pn?
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und
A =diag[l,...,1,A1,..., A],

‘@Nkmﬂﬂwﬁz__i__ |

so dass wegen ||p|| = po . min {17,“0_1} o

AT = min {1, g '} {5

die Abschitzung
o 2 min (o, | 57
Ho

folgt. W. Gautschi (1963) zeigte, dass

gilt, wobei b, = max {blgl), bl(f)} mit bg) =1+ z; und

n

n
1 1
b — 142 P
k + xkz xk—$i+ Z T — Xy
Z:Lz;ﬁk Z=1,Z7ék

2k —

1
Im Fall 2, = 5(1 + Zpk) Tpk = COS m erhalten wir wegen

Tng — -3 Tn -3
i (-3) _ (

)

und

i=1, itk i=1, ik NIk
B 1 [ T (3) r
2(3 + xnk) T/L mnk)
L [ T,(3) r
8 Trlz(xnk)
Aus d .
T! (z) = — [cos ns] g5 _ SRS

s dzx sin s
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folgt

Fiir gerades n folgt

und fiir ungerades n

:n,

so dass

1. 1 )
N mm{uo%} T ()2

Aus Thi1(z) =22 T (x) — Th—1(x), n > 1, To(x) =1, Th(z) = = folgt mit z, := T,(3)
Zn41 —62n + 2,1 =0, 2=1, 21 =3.

Das charakteristische Polynom zu dieser Differenzengleichung lautet A2 — 6 A + 1, hat also die
Nullstellen A, = 3 £ V8, so dass z, = c1 A} + 25 die allgemeine Losung der homogenen
Differenzengleichung ist. Die Anfangsbedingungen liefern ¢;+co = 1 und cl(3+\/§)+02 (3—\/@) =

1
3,alsocp =c = 3 Es folgt

1rgm 1
[Tn(3) = 7 [M]" = 117+ 6VR]"
und fir pg =1
[17 + 6+/8]"
> - -
n = T 6an?

Wir betrachten nun die Situation

n 2n
Fo(Avserss Ay an) = [iZAij(xk)] s = \//R[Qj(:v)]zdf(:ﬂ),

-1
S
J k=1 =0

wobei die Q;(z) orthogonale Polynome bzgl. dI'(x) und die Parameter der Gaufischen Quadra-
turformel bzgl. dQ(x) gesucht sind. Wir definieren die sog. Hermiteschen Grundpolynome
Hj, K € Cyplz] iiber die Bedingungen

Hj(xg) =05, Hj(xr) =0, Kj(zr) =0, Kj(zy) = dj,
jk=1,...,n. Es gilt
Hj(x) = [ (@)P[1 = 2£5(z;) (@ — ;)] und  Kj(x) = [6(2)]* (x — 25) .
Wir schreiben

2n 2n
Hj(z) =Y opnQra(r), K@) = BixQk1(x)
k=1 k=1
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und definieren

5 = frow; S0 = Q1) -+ Qylwa) @) -+ Qlaa)]Z5"

o1 _ [ [Oéjk]]"izfnl ]
[

n,
ﬁ]k]] 1k 17

Dann ist

und mit den Bezeichnungen

DA :diag[l,...,l,Al,...,An], DS :diag[SQ,...,SQn,ﬂ

folgt
| D35 Ds |l = ZZ o+ 7 | 5t
j=1 k=1
Wegen
2n 2n
[IH@P @ =St ok wd [ #@)P e =St 15
R k=1 R k=1
gilt also
[ED = [ n(o)dre).
wobei
- 1
MEEDY {[Hj(w)F TS [Kj<m>]2} |
j=1 J
1
Beispiel 2.2 W. Gautschi (1978) zeigte, dass fiir d)(x) = (1—z%)*, —5 <a<0,-l<zx<1,

und Q;(x) :Pf’ﬁ(x), —% <pB<0

n2(a+ﬁ)+5 ’ oz;éO,a#ﬁ,
fin ~ { nPHT , a=0,8#0,

7
n3a+§ ) a = /8 )

gilt.

2.4 Die Kondition algebraischer Gleichungen

Wir betrachten ein System von Polynomen P, € R[z| mit deg Py(z) = k, k = 0,1,... Fir
w=[u,...,up|T € R sei

plu; ) = Pu(x) + > upPi ()
k=1
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Wir interessieren uns fiir die Gleichung
p(u;z) =0 (2.5)

und betrachten ¢ einfache Nullstellen (d.h. Losungen dieser Gleichung) [£9, ... ,£g]T =:£°, die

dem Vektor u® = [ug,...,us]T

,us ] entsprechen mogen.

Der Multiindex k = {ki,...,kp} , 1 < k1 < ky < --- <k, < n, enthalte die Indizes, fiir die in
uzj Storungen auftreten konnen. Mit k¢ werde der komplementire Multiindex zu k bezeichnet.

Sei u € R" mit up = uf Vk € k. Es exstiert eine Umgebung U = Ul(uy,, ... ,uzp) C RP | so
dass fiir alle w € R™ mit u, = [ug,,...,u,]? € U die Gleichung (2.5) ¢ einfache Nullstellen
[€1,...,&]T =: € hat, wobei & — &° fiir u — u°. Es seien £° # © und [uzl,...,uzp]T #+ 0.
Wir betrachten die Abbildung
f1(ug)
Myg: U —CT = &= fug) = : :
Ja(uk)

wobel
p(u; fi(ug)) =0 und  f(uy) — &° fiir up — ug,

und interessieren uns fiir die Kondition dieser Abbildung

,LLO
cond (M&q;ug) = ‘HfOH ‘f’(ug)
Aus .
p(u; fi(uk)) = Pa(f(uk)) + Y urPea(fi(ug)) =0
k=1
folgt
0 3 Sj / af; / 0f;
0= PRI 4 (i) Pt = P () (sEy) T
und somit O (up) .
j\Ug) )
8uki = _p/(u;fj) Pk—l(&])-
Es folgt S
ooy 3fj(%)} RN
flw) = [ Oug, ] _1-1 =D a0,
wobei

Vig = [ Po—1(§) ],2; 2, € CP und D = diag[p'(u; §;)],2, € C7.

Wir wihlen in CP die ¢!-Norm. Die entsprechende Matrixnorm ist die Spaltensummennorm

[[eje] || = mgxz |atji] -
i
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Fir k={1,...,n} und g = n ehalten wir

Z |ug|

) | Py — 150
cond g (M n;u®) = ni 1<k gnzl ’
Z'Q ’
firp=qg=1,k =k, §=¢

|up Pr—1(€°)]

condgp (M, 1;u°) = |op/ (uo; €9)

und firk=1,...,n,q=1,& =¢°

Z Juk| max |Pp—1(€°)]
[€2p (ug; £°)|
Ausgehend von den letzten beiden Féllen definiert man (als Kompromiss)

0 Z|“kpk 1

cond€? = » condp (My1;u’) =
2 conds e )

condgt (M, 1;u’) =

1. Pp_i(x) =21, p(u®€,)=0,v=1,...,n : W.Gautschi (1973) zeigte, dass

2H< >_1

v=1v#p gu
cond§,, < -
Il ji-¢
v=1v#p S

(p+mn)!t— " (u)

cond§;, = TOECE I p=1....n.
Es ist die Nullstelle §,, am schlechtesten konditioniert, die % am néchsten liegt. Es
gilt .
max condgu 1 <\/§+1>
1<p< (2 —v2)n \ V2 -1
und

cond & ~n?.
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(b) &, =2"",v=1,...,n:

00 i\ 2
1+277
d 2 . =136.32...
cond &, < H<1_2]> 36.3
j=1
Fir &, =2¥, v =1,...,n, erhélt man das gleiche Resultat.

27iv

(c) &, =€en ,v=1,...,n,dh. p(z)=2"—-1:

1 1
cond§,, = ——— = —
Pl (€l n
2. Pi_1(x) - orhogonales Polynom
(a) & = Y ,v=1,...,n : Die Zahl max cond §, wird minimal fiir
n M

Pkfl(w) = Uk,1(21‘ — 1),
wéchst aber trotzdem exponentiell. Fiir gerades n gilt z.B.
n\n
) ey
G ™
5)!

(b) & = 277, v = 1,...,n : Die Zahl max cond§, wird minimal fir Py_i(z) =
m

max cond §,, >
I

max cond ¢,
m

n 1L.(b) | 2.(b)

5 |4.91-10' | 5.0-10°
10 | 1.13-10% | 1.44 - 10'2
15 | 1.32-10% | 1.19 - 10%°
20 | 1.36 - 10% | 3.58 - 10°°




Kapitel 3

Kettenbriiche und orthogonale
Polynome

3.1 Grundlagen

Unter einem (unendlichen) Kettenbruch versteht man ein Tripel ({an}, = . {bn}aeo:{cn}neo)
von Zahlenfolgen, wobei

co = bo,
ay
— g4+
C1 0+b17
cy = bo—l-bailcm,
1+b—2
a
Cp = b0+ 1a2
by +
by +
Qnp
+ b,

Die Zahl ¢, nennt man den n-ten Naherungsbruch des unendlichen Kettenbruches

aq

bo + a3

by +
! by +

43
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Fiir ¢, schreiben wir im weiteren kurz

a1l aso| ap|
ch=bp+—+-—"—+--+—
T b
und fiir (3.1)
d —d
Ist ap = —d}. , so schreiben wir —|b—k| anstelle von +|b—k| .
k k

Definition 3.1 Wir sagen, dass der Kettenbruch (3.1) gegen K konvergiert, wenn hdochstens
endlich viele Niherungsbriiche c,, nicht definiert sind und wenn

lim ¢, = K

n—oo
gilt. Wir schreiben dann auch
ai| | asl n|
bp+—+-——++—+---=K.
R bn

Wir kénnen ¢, in der Form

)

cn:B—", n=0,1,2,...
n

schreiben, wobei z.B.
Ao=by, Bo=1,

Ay =boby +a1 By =101,
Ag = bob1by + boaz + ajby, By =biby +asz.
Allgemein kann man die Folgen {4y}, und {B,},=, so definieren, dass
Ap =b,Ap 1 + anAn72a n=12..., A= 1, AO =bo, (32)

und
B,=b,B,_14+ayB, 2, n=12,..., B_1 =0, Bp=1. (33)

A, und B,, nennt man den n-ten partiellen Zihler bzw. Nenner des Kettenbruches (3.1). Es
gelten die Formeln

ApBn1 — ByAn_1 = (-1)""ayag---a,, n=12..., (3.4)
und unter der Voraussetzung, dass By #0, k=1,...,n,
A, "L (=) ajag - - ay

_:b0+z

By, — Bj—1By,



3.2. UBUNGSAUFGABEN

Lemma 3.2 Ist mg =0, so ist der n-te partielle Nenner des Kettenbruches

1 (I—mo)mi| (A —mi)mg|

i i i

gleich

Bn:(l_mO)(l_ml)(l_mn—1)7 n:1727"'

Lemma 3.3 Es seien ap = (1 — mp—1)my,, mo=0und 0 <m, <1,n=1,2,

ol a e 1
11 11 11 1+L°
wobei
(o]
I = mimo - - - My
= (L=m)(l—mg)-- (1 —my)

Theorem 3.4 Es seien by, = (1 —gp—1)gn, 0<go <1l und0< g, <1,n=1,2,..

bi|  ba| b3 1—g90
122 B2 ,
T TR e
wobel
m PR
G — Z g192 dn

— (1-g)1—g2) - (1 —gn)

3.2 Ubungsaufgaben

1. Man zeige, dass aus

ar|  as]  ag|
b+ —+—+—+---=K#0
0 ‘bl ’bQ ’63
die Beziehung
ag|  as|  as] ao
by ol 22 S,y 20
e Tt 1+ 7

folgt.

2. Man beweise: Ist der Kettenbruch

1+1‘+1‘+1’+
1ot
1+5

konvergent, so ist sein Wert gleich 5

45

(3.6)

... Dann ist

. Dann gilt

(3.7)
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3.3 Jacobi-Briiche und orthogonale Polynome

Es seien «;, und 3, gegebene Zahlen mit 5, # 0. Fiir den n-ten partiellen Nenner des sogenann-
ten Jacobi-Bruches

\xfo‘ao a ]wéﬂal a \x%‘ag - (38)
schreiben wir P, (z) . Nach Formel (3.3) gilt dann
Poii(z) = (x — an)Pp(x) — BpProi1(z), n=0,1,2,..., Py(x)=1, P.1(z)=0. (3.9)
Der n-te partielle Zahler A, (z) geniigt der Rekurisonsformel
Apt1(z) = (2 — an)An(z) — BpnAn_1(x) n=1,2,..., Ai(z)=/0, Ao(x) =0, A_i(x)=1.

Dabei ist 3 1An(:r3) ein monisches Polynom vom Grade n — 1, welches unabhéngig von [y ist.
Wir schreiben deshalb @, (z) = Bo_lAnH(x), n=-1,0,1,... Es gilt dann

Qn+1($) = (w - anJrl)Qn(x) - ﬂnJrlanl , n=0,1,2,..., (310)

Qo(z) =1, Q_1(x) = 0. Die Polynome @, (x) nennt man die monischen Zihlerpolynome
beziiglich des Polynomsystems {P,(x)},~, . Aus (3.4) folgt

PnJrl(x)anl(x) _Pn(x)Qn(x) =—p1B2Bn, n=12... (3'11)

Theorem 3.5 Gilt o, € R und 3, > 0, so geniigen die Nullstellen xpi und ypi der Polynome
P,(x) und Qn(z) den Beziehungen

Tn+1,k+1 < Ynk < Tn+1,k -
Folgerung 3.6 Sind (n1,&1) und (ni,&}) die Trigerintervalle der OPS

{Pn(x)}nozoo und {Qn(v’ﬂ)}no:oo )

so gilt (n1,&}) C (m,&) . Ferner folgt 2.B. aus & < &, dass P, (x) fiir alle hinreichend grossen
n im Intervall (£},&1) genau eine Nullstelle hat.

Theorem 3.7 Sind die oy, reell und die B, positiv, so gilt

Bo@n-1(x) _ Zn: A,

Pn(x) kzlx_xnk ‘

3.4 Ubungsaufgaben
1. Zeigen Sie, dass die monischen Tschebyscheff-Polynome 27"U, (z) die Zédhlerpolynome
sowohl fiir 2'="T,,(z) als auch fiir 27U, () sind.
2. Die Polynome P, (v;z) seien definiert durch
Pop1(v;2) = (2 — o) Po(v; @) = B Pra(v32), n=1,2,...,
Py(yiz) =1, Pi(viz)=Pz)—y=2—(w+7).

Zeigen Sie, dass P, (v;z) = Py(x) — vQn—1(z) gilt, wobei mit Q,(z) die Zahlerpolynome
zum System { P, ()}, =, (Pn(z) = P,(0;x)) bezeichnet sind.
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3.5 Beweise

Beweis der Formeln (3.2) und (3.3): Wir fithren den beweis mittels vollstdndiger Induktion.

1. Induktionsanfang:
Al = b1A0 + alA,l = b1b+a1 B1 = blBQ + alel = b1
Ag = by A1 + azAg = ba(b1bo + a1) + azby, Bz = baB1 + asBy = baby + as .

2. Schluss von n auf n+ 1 : es ist

a a a a a a
Cn+1:bo+—1|+—2|+"'+—n|+ 1] :b0+—1|+---+7"| ,
by [b2 bn b |b1 p o Ol
n +
bn+1
also _
Ap,
C 1= =
n+ Bn
mit
A an+1
Ap = (bn + ) Ap_1+anAp o
bn+1
_ (bnanrl + anJrl)Anfl + bn+1anAnf2
bn+1
_ bn+1(bnAn—1 + anAn—Z) + an+1An—1
bn+1
bn—l—lAn + an-l—lAn—l
bn+1
und analog

E _ anran + anJranfl .

bn+1
Beweis von Lemma 3.2: Es ist By = b; = 1. Aus (3.3) folgt
Bn+1 = B, - (1 - mnfl)manfl
= 1-—mo)(l=mq)-- (1 —=mp_1) — (1 —mp_1)mu (1 —mg) -+ (1 —my_2)

= (1=m0)- (1—p_1)(1 — mn).

A
Beweis von Lemma 3.3: Mit ¢, = B und

|

n
_n+1 ':1_i_
Bt An i 1
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folgt aus Lemma 3.2

Bpyi=(1—-—mg) (1 =my) >0

und aus (3.5) mit ag =1

N

B = BiBj+1

Ant 14 Zn: (D= 1)(=a1) - (—ayp)

k=0
n
Sy e
2= my)- (L —my)
Es folgt
. . 1 1
lim ¢, = lim — =
n—00 n—o00 1 AnJrl 1+ L
FnJrl

Beweis von Theorem 3.4:
Fall gg = 0: Behauptung ist dquivalent zu Lemma 3.3.
Fall 0 < gg < 1: Aus Lemma 3.2 folgt

gl bl bl 1
11 |1 11 1+ K 1_b_1|_
11
mit
o
K — gog1 - 9n—1 90 (1—|—G).

— (1=g0) A —g1) - (1= gn-1) 100

3

Hieraus ergibt sich

by | 90 1+ K 1
—_— e — ... — _— == 1
1 T 9o~ =91+ K7)

1—
1+ K

1—g0 1 1—go
= 1 _— = .
go< * 90 1+G> go+1+G

3.6 Kettenfolgen

Definition 3.8 FEine Folge {ay}, =, der Gestalt ap, = (1—gn—1)gn mit 0 < go <1 und 0 < g, <
1,n=1,2,..., heisst Kettenfolge. Dabei nennt man {g,},~, eine Parameterfolge und go

einen Anfangsparameter der Kettenfolge {a,}, >, .
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1 o0 [e.e]
Beispiel 3.9 Die konstante Folge {—} ist Kettenfolge, wobei sowohl {L} als
N 45,4 2(n+1)J,,_
1
auch die konstante Folge {5} Parameterfolgen sind. Die Gleichungen
n=0

a:<1_1—m>1—m:<1_1+\/z1—ﬁ>1+\/21—ﬁ

2 2
zeigen, dass jede konstante Folge {a},~; mit 0 < a < 7 cine Kettenfolge ist.

Lemma 3.10 Sind {g,}, =, und {hy,},~, Parameterfolgen der Kettenfolge {a,},>, , so gilt
g < hg, k=1,2,..., genau dann, wenn gy < hg ist.

Lemma 3.11 Hat eine Kettenfolge {a,}, >, die Parameterfolge {gn}, =, mit go > 0, so hat
{an}, =, 2zu jedem hy € [0, go] eine Parameterfolge {hy}, >, -

o0

Folgerung 3.12 Jede Kettenfolge besitzt eine Parameterfolge {my}, =, mit mg = 0. Dabei gilt
My < gn,n=0,1,2,..., fir jede andere Parameterfolge {g,}, =, dieser Kettenfolge. Die Folge

{mn},=, nennt man die minimale Parameterfolge der entsprechenden Kettenfolge. FEine

Parameterfolge {M,}, =, , fir die M,, > g,, n =0,1,2,..., fir jede Parameterfolge {gn},>,
gilt, nennt man maximale Parameterfolge der entsprechenden Kettenfolge.

Lemma 3.13 Jede Kettenfolge besitzt eine maximale Parameterfolge.

Im weiteren seien mit {m,,},~, die minimale und mit {M,},~, die maximale Parameterfolge
der Kettenfolge {ay}, -, bezeichnet.

Theorem 3.14 Ist {b,}, >, eine Kettenfolge mit der Parameterfolge {hy,}, =, und mit der Ei-
genschaft ap, <b,,n=1,2,..., so gilt

My < hn <M,, n=01,2,...

Lemma 3.15 Ist die Kettenfolge {a,}, >, monoton nicht fallend, so sind die minimale Pa-
rameterfolge {m,}, =, streng monoton wachsend und die mazimale Parameterfolge {My},>,
monoton nicht fallend.

1~ 1~
Folgerung 3.16 Fir {a,},~, = {—} ist {Mp}, g = {—} .
4 n=1 2 n=0

1
Folgerung 3.17 Gilt fiir einen gewissen Index N a, > "= N,N+1,..., so folgt lim a, =
n—oo

1 1
1 Ist also by, > b > = N,N +1,..., soist {by},=, keine Kettenfolge.

Theorem 3.18 (Vergleichstest) Gilt0 < ¢, <a,,n=1,2,..., soist {c,}, =, ebenfalls eine
Kettenfolge.
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Lemma 3.19 FEs gilt

1
und,fallsanzz,nzlﬂ,...,

1 > 1
Folgerung 3.20 Gilt b, > 1= N,N+1,..., und Z (bn - Z) =00, so0 ist {bn},—, keine
n=N
Kettenfolge.

Beweis von Folgerung 3.16: Aus Lemma 3.15 folgt My 1 < M} und somit

1 1
1= (1= Mp)Mpyyq < (1 — My)M;, < 1

O

Beweis von Folgerung 3.17: Wir kénnen N = 1 annehmen. Die minimale Parameterfolge zu

1 oo oo
- st § , s0 dass sich aus Theorem 3.14 und Folgerung 3.16 die Ungleichun-
4 n=1 2(” + 1) n=0
gen
n < < 1
o(n+1) ~ =72
ergeben. ]

Beweis von Theorem 3.18: Wir definieren hg = 0, hy = ¢1, so dass h; < a1 = my. Es folgt
Cc1 :(1—h0)h1,0<h1 <mj.Ausc¢, = (1—hk,1)hk, O<hy<mp,k=1,...,n, folgt

Cn+1 < Ap4+1 = (1 - mn)mn—l—l < (1 - hn)mn+1 .
Somit existiert ein hy41 mit 0 < hypy1 < mp4q und cpp1 = (1 — Ay ) Ayt - O

Beweis von Lemma 3.19:

1-— _
Van, =+ (1 —my_1)m, < mn21+mn

n
QZw/akgn—i—mn—mO:n%—mn
k=1

n

S (va-3) <y

k=1
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1
Falls a,, > = 1,2,..., so folgt aus Theorem 3.14

n

1
" < < Z
oSn+1) = M=

so dass
1 1

osncie () () 3 })
U
(k)

Im weiteren verwenden wir die Bezeichnungen ay,’ fiir ap4r und {my,},~; fir die minimale

Parameterfolge der Kettenfolge {a%k)} Ool . Nach Lemma 3.3 ist
n=

1 o * " 1 P k=0,1,2 3.12
— ’1 — ‘1 — ’1 __L_k_ ks — U, Ly 4.y ( )
wobel
> M1 - - Mip
Ly = .
nZ:l (1 —mp1)(1 —myga) -+ (1 — mgy)

Offenbar gilt 0 < P, < 1 und

agy1
P, =1— L
Priq

so dass P11 # 0 und
ak-{—l:(l_Pk)Pk-i-l, 0<F<1, 0<Pk+1<1,k:0,1,2,...

Theorem 3.21 Die in (3.12) definierte Folge {P,}, >, ist die mazimale Parameterfolge zu

{GN}nozol .

Theorem 3.22 Die Parameterfolge {gn}, -, zur Kettenfolge {a,},=; ist genau dann deren ma-
zimale Parameterfolge, wenn

[e.e]
9192 " gn —
—(l-g)d—g2)-(1—gn)
gilt.
Theorem 3.23 Ist {g,}, =, irgendeine, nicht mazimale Parameterfolge zu {a,},=, , so gilt
lim 2% =1,
n—o0 gy
1
Folgerung 3.24 Fuallsa, =a,n=1,2,... , und 0 < a < 1 S0
1 1
lim mp, =5 (1-v1—4a) und M,=3(1+V1—4a).
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1
Theorem 3.25 Gilt lim a, = a, so folgt 0 <a < 1 und

n—oo
1
lim M, == (1++v1—4a) .
n—oo 2
Ist ausserdem My # 0, so gilt
1
lim m, = = (1 —v1—4a) .
Nn—00 2

3.7 Kettenfolgen und orthogonale Polynome

{P,(2)},=, sei das monische OPS zu dem positiv definiten Momentenfunktional £ und geniige
der Rekursionsformel (3.9). Mit (1;,&;1) sei das Trigerintervall von £ bezeichnet. Fiir ein fest
gewihltes s € R definieren wir R, (x) = P,(z + s). Dann folgt

Ry1(x) = (v — o) Ru(z) — BuRp_1(z), mn=0,1,2,...,

mit o, = a, — s, d.h. {Ry ()}, 2, ist das monische OPS zum Momentenfunktional M , definiert
durch Mz"] = L[(x — s)"]. Das entsprechende Trigerintervall ist gleich (n; — s,&5 — s). Wir
definieren

Bn

Yu(z) = T p— n=12...

Theorem 3.26 Es gilt n1 > s genau dann, wenn o, > s, n = 0,1,2,..., gilt und wenn
{1 (s)}, 2, eine Kettenfolge ist.

Folgerung 3.27 Es ist & < t genau dann, wenn «n, < t, n = 0,1,2,..., gilt und wenn
{ ()}, =, eine Kettenfolge ist.

Folgerung 3.28 Es gilt 1 < oy < &1, n=0,1,2,...

Theorem 3.29 Das Trigerintervall (m,&1) ist genau dann beschrinkt, wenn sowohl {an},
als auch {f,},=, beschrinkte Folgen sind.

Theorem 3.30 Es gilt (n1,&1) = (—00,00) genau dann, wenn {v,(x)}, =, fir kein x € R eine
Kettenfolge ist.

Somit ist jede der folgenden Bedingungen hinreichend dafiir, dass (1;,£1) = (—o0, 00) gilt:
(a) inf{a, :n=0,1,2,...} = —oo und sup{a, : n=0,1,2,...} = +o0.

(b) {an}, =, ist beschrénkt und {3,},7, ist unbeschrénkt.

(¢) lim a, = oo und liminf "
n—o00 n—00 (y_10p

>1
1
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Theorem 3.31 Es seix & (m1,&1), so dass {yn(x)}, >, eine Kettenfolge ist. Dann ist die ent-

n=1
sprechende minimale Parameterfolge {m,(x)},Z, gegeben durch

PnJrl(x)
(x — ap)Py(z)’

Mit {pn(z)},=, bezeichnen wir das ONPS zu £, d.h.

pu(z) = /Bo- - BnPu(r), n=0,1,2,...
Theorem 3.32 Ist (11,&1) beschrdnkt, so gilt

mp(x) =1— n=20,1,2,...

Jim [pa ()| =00 V& [m, &)

3.8 Beweise

3.8.1 Beweis von Theorem 3.26

Es sei M ein quasi-definites und symmetrisches Momentenfunktional, d.h. M[Ms,11] = 0,
n =0,1,2,... Wir setzen L[M,] := M[My,], n = 0,1,2,... Mit {S,(z)},2, bezeichnen wir
das monische OPS zu M . Dann gilt (vgl. Abschnitt 1.5, Aufgabe 1) S, (z) = (—1)"S,(x), d.h.
Som(z) = Pp(2?) und Sop11(2) = 2Qy (2?) mit monischen Polynomen Py, (z) und Q,,(x) m-ten
Grades. Aus L[r(z)] = M[r(2?)] folgt

L[ Pa] = M|[SomSen] (3.13)

und

L5[QmQn] = LxQm(2)Qn(2)] = M[Sam+152n41] (3.14)
wobei das Funktional £} (vgl. Abschnitt 1.4) iiber die Beziehung L3[M,,] := L[(z—z)z"] definiert
ist. {P,(z)},>, ist also das monische OPS zu £, und es ist Q,(z) = P2(z), wobei (vgl. Satz
1.26)

P = 2 [Puate) - S po

das monische OPS zu L} beschreibt. Ist M positiv definit, so sind nach Folgerung 1.9 auch £
und L} positiv definit. Offenbar ist (73", &) symmetrisch bzgl. 0. Wir schreiben (", ¢M) =

(=¢,¢) . Dann folgt (nf,&F) = (nF,¢?) mit nf > 0.

Wir gehen nun umgekehrt von einem quasi-definiten Momentenfunktional £ aus und definieren
M[Mop,] = LIMy,], M[Mapq1] =0, m =0,1,2,... Sind {P,(x)},=, das monische OPS zu £
und Q,(v) = P%(x), so definieren

Som(x) = Pp(2?) und  Sopmii(z) = 2Qm(z) (3.15)
das monische OPS zu M, denn es gilt (3.13), (3.14) und
M[S2ms2n+1] = 0, da M[M2k+1] =0.

Ist £ positiv definit mit 7, > 0, so ist L positiv definit auf (11,&) (vgl. Satz 1.26). Aus
Folgerung 1.9 erhalten wir dann die positive Definitheit von M mit (g, ¢M) = (=&, V&) .
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Satz 3.33 FEs seien M und L Momentenfunktionale mit
M[Mgm] == ﬁ[Mm] und M[M2m+1] == 0, m — 0, 1, 2, e

Dann ist das durch (3.15) definierte System {Sy,(x)},=, genau dann das monische OPS zu M,
wenn {Py(x)},2 das monische OPS zu L und {Qn(x)}, = das monische OPS zu L sind. M
ist genau dann positiv definit, wenn L auf (0,00) positiv definit ist, wobei in diesem Fall

() = (=¢,¢) und nf >0, & =¢°
gilt.

Neben (3.9) sei nun noch

Qnr1(7) = (= W)Qn(2) = 0nQn-1(z), Q-1=0, Q=1 (3.16)

und

Spt1(z) = xS, (x) — epSp—1(x), S.1=0, So=1 (3.17)
mit 09 = L§[Mo] und g9 = M[Mp] erfiillt. Aus (3.17) und (3.15) folgt dann mit n = 2m + 1
Pri1(2?) = 2°Qun(2?) — eomi1 P (27)

d.h.
Pry1(z) = 2Qm(x) — e2m+1Pm(z) -

Fiir n = 2m ergibt sich dagegen
me(x2) = me(x2) - 62mx62m71(x2) s

d.h.
Qm(x) = Pm(x) - 52QO71($) .
Wir erhalten

Qm-{—l(x) + 52m+2Qm(x) = me(x) - 52m+1[Qm(1') + 52QO—1(x)] s

also
Qm+1(z) = (T — e2mt2 — €2m+1)Qm(T) — E2m+182mQm—1(),
sowie
Phi1(x) + comi1 Po(z) = 2P (x) — €9 [Prn(x) 4+ €2m—1Pr—1(2)],
d.h.
Prii1(x) = (x — eame1 — €2m) P (2) — eomeom—1Pm—1(z), m=1,2,...,
und

Pi(z) = (x —e1)Po(x).

Somit gelten die Beziehungen

ag =¢1, Po=L[My]=M[Mo]=c¢o
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und
ap = €41 + €205 Bn=€mEom-1, n=12,...,
sowie
Yn = €42 +Eomy1, Nn=0,1,2,...,
5n:52n+152n, ’I’L:1,2,... s
und

do = Lo[Mo] = L[M] = L[z Py(z)] = L[P1(z) + e1P(x)] = €180 = €10 -
Satz 3.34 Es seien {Py(x)}, > » {Qn(®)},, 2 und {Sn ()}, =, OPS, die (3.9), (3.16) und (3.17)

gentigen. Dann gilt
Qu(x) = P(z), Som(x) = Pn(2?),  Somy1(z) = 2Qm(a?)
genau dann, wenn die Beziehungen
Bo=¢o, ao=¢€1, Qn=¢cmi1tEm, [n=¢cmem1, n=12...,

und
Tn = €242 + €41, On = €2pt1€2n, N =0,1,2,...

erfillt sind. Alle drei Momentenfunktionale sind genau dann positiv definit, wenn €, > 0, n =
0,1,2,..., gilt.

Satz 3.35 Es seien R_1(x) =0, Ry(z) =1,

Rpi1 = (2 — o) Rp(2) — B Rn-1(2),

B, #0,n=0,1,2,..., 5, >0, und N das entsprechende Momentenfunktional. Dann gilt:
a) N ist genau dann positiv definit auf (0,00), wenn eine Zahlenfolge {6/} *°. C R mit den
(a) g P ,00), ge {0}y
Figenschaften
5 >0,6,>0, n=1,2,..., (3.18)
ahy =08, + 61, n=0,1,2..., B,=0,, 1, n=12..., '
existiert.

(b) Es gilt N = L§ mit einem auf (0,00) positiv definiten Momentenfunktional L genau dann,
wenn neben (3.18) zusdtzlich 69 > 0 gilt.

Beweis.

(a) Ist N positiv definit auf (0,00), so folgt aus Satz 3.33, dass {R,(z)}, >, in Satz 3.34 die

n=0
Rolle von {P,(z)},2, spielt, wobei alle drei Momentenfunktionale positiv definit sind und

! ! /
oy = €1, 0, = €m+1 + €2n, By, = €2mEm—1,6n >0, n=1,2,...,

gilt. Wir haben nur noch ¢ = 0 und ], = ¢,, zu setzen.
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(b)
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Es sei nun umgekehrt {4],},, eine Zahlenfolge mit den Eigenschaften (3.18). Ist 6, = 0,

so ist Satz 3.34 mit g = ) und &, = d,,, n = 1,2,... , anwendbar, wobei P,(z) = R,(x)
zu setzen ist. Gilt § > 0, so wenden wir Satz 3.34 mit eg = /0, und &, = 0,_;,
n=1,2,..., an, wobei wir @Q,(z) = R,(z) setzen.

Ist {d],},=, eine Folge, die (3.18) und 4, > 0 geniigt, so setzen wir eg = 3)/6(,, en, = 8),_; ,
n=1,2,..., und wenden Satz 3.34 mit Q,(z) = R,(z) an.

Sind umgekehrt N' = £§ und £ auf (0,00) positiv definit, so wenden wir wiederum Satz
3.34 mit Q,(x) = R, (z) an und erhalten

/ /
Qp, = €apt2 + E2n11, ﬁn = &mt1€2n, € >0, n=0,1,2,...

Wir brauchen nur noch 8/, = €,41, n=0,1,2,... , zu setzen.

3.36 Wir verwenden die Bezeichnungen aus Satz 3.35.

Das Momentenfunktional N ist genau dann auf (0,00) positiv definit, wenn o), > 0,

n=0,1,2,..., gilt und wenn eine Folge {g,},=, existiert, so dass die Beziehungen
/
0<g0<1,0<g, <1 und ——"—=0~gn1)9n, n=12,..., (3.19)
Qp_19,

erfillt sind.

Es gilt N' = L§ mit einem auf (0,00) positiv definiten Momentenfunktional L genau dann,
wenn neben (3.19) zusdtzlich go > 0 gilt.

Beweis.

(a)

[e o]

Es sei N positiv definit auf (0,00). Dann existiert nach Satz 3.35 eine Folge {4, }, =, mit
den Eigenschaften (3.18). Daraus folgt schrittweise

/ / / !
an252n+1>0,04n>52n, n:071,27...,

= Fgn 10, =gnaty, 0<go<1,0<g, <1, n=12,...,

4

6én+1 :O‘;L_(Sén = (1—gn)o¢;1, ’I’LZO,1,2,... )
= ﬁ;L = (%n(sénfl = gnaln(l - gn—l)agmfl ,n=1,2,...,

B
= —— =0 =9gn1)gn, n=12,...
Q10
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Es sei nun umgekehrt (3.19) mit of, > 0, n = 0,1,2,..., erfiillt. Wir setzen &, = gno’,
und 8, = (1 —gn)a;,, n=0,1,2,... Dann folgt

6 >0,6,>0,n=12..., und o), =0, + 0y, 1, B =0,_10,, n=12,...
Aus Satz 3.35 folgt die positive Definitheit von N auf (0,00) .

(b) Offenbar ist 09 > 0 genau dann, wenn go > 0 gilt. Somit bleibt nur noch Satz 3.35,(b)
anzuwenden.

Die Aussage von Theorem 3.26 folgt nun direkt aus Satz 3.13,(a).
3.8.2 Beweis von Theorem 3.32
Aus Theorem 3.31 folgt
Po(z) = [1=mna(2)](® — an1)Pr-1(2)
= [ =mp1(@)][1 = mp—2(@)](z — an—1)( — an—2) Pr—2(z)
= [L=mp1(x)]- [ —mo(@)](z — an-1) - (z — a0).

Unter Verwendung von

ergibt sich daraus

[ —mo(@)]---[1 = mp1(2)](x — )b ---n

2 _
) = o e @ (@)@ — )

also

2 T — ag

[Pn@)] - BO[l _ mn(x)](x — Oén)ﬂ'n(x)
mit
N o pLCON
7Tn( ) ]}Il_mk(x) ’

Ist nun = < 1, so folgt 0 < v,(z) < yn(m). Nach Theorem 3.14 bestimmt die Kettenfolge

o
{7y ()}, =, ihre Parameterfolge nicht eindeutig, so dass wegen Theorem 3.22 an(x) < 00
n=1

gilt. Das bedeutet lim 7,(2) = 0 und zusammen mit Folgerung 3.28 lim [p,(z)]> =occ. O
n—oo n—oo
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Kapitel 4

Geburts- und Sterbeprozesse

4.1 Einfiihrung

Geburts- und Sterbeprozesse sind spezielle stationidre Markov-Prozesse, deren Zustandsraum die
Menge der nichtnegativen ganzen Zahlen Z ist. Mit p,,(t), m,n € Z4 , t > 0, bezeichnen wir
die sog. Ubergangswahrscheinlichkeiten, d.h. die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass das System
(z.B. die GroBe einer Population) wihrend der Zeitspanne ¢t vom Zustand m zum Zustand n
{ibergeht. Mit P(t), t > 0, bezeichnen wir die Ubergangsmatrix

(e 9]

P(t) = [ pun(t) ] oy -

Da der Prozess als stationér angenommen wird, héngt py,,(¢) wiklich nur von m, n, ¢ und nicht
davon ab, zu welchem Zeitpunkt das System den Zustand m erreicht hat. Das ist dquivalent zu
der Bedingung

P(s+1t) = P(s)P(t). (4.1)

Fiir t — +0 mogen die Ubergangswahrscheinlichkeiten folgenden Bedingungen geniigen:

Amt + o(t) : n=m+1,
1=t —pmt+o(t) : n=m,
Pmn(t) = (4.2)
tmt + o(t) s nm=m-—1,
o(t) : o m—n|>1.

Die Koeffizienten A, und p,, nennt man die Geburts- bzw. Sterberate im Zustand m . Sie
sollen den Bedingungen

A >0, fpy1 >0, m=0,1,2,..., up >0 (4.3)
gentligen.

59
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4.2 Die Chapman-Kolmororov-Gleichungen

Theorem 4.1 Die Ubergangswahrscheinlichkeiten pp,(t) gendigen sowohl den riickwiirtigen
Prn () = An—1Pmn—1(t) + fint1Pmn+1() — (An + fin)Pron (2) (4.4)

als auch den vorwéartigen Chapman-Kolmogorov-Gleichungen

p;nn(t) = )\mpm+1,n(t) + Mmpm-i-l,n(t) - ()\m + Nm)pmn(t) . (4-5)
Beweis. Es sei 6t > 0. Aus (4.1) folgt P(t + At) = P(t)P(At), d.h. wegen (4.2)

pmn(t + At) = pm,nfl(t))\nflAt + pm,nJrl(t)MnJrlAt + pmn(t)[l - ()\n + Nn)At] + O(At) .

Es folgt
t+ At) — t o( At
Prn Ai Prn®) _ \ s (8) + oot () — on - fn) () + (A t)’
woraus sich fiir At — +0 die Gleichung (4.4) ergibt. (4.5) beweist man analog mittels der
Beziehung P(t + At) = P(At)P(t). O
Wir machen nun den Separationsansatz
und erhalten aus (4.4) (da Q,, # 0)
f/(t) _ )\n—an—l + ,U'n-l—an—l—l - ()‘n + Mn)Fn — . (47)
f(t) F,
Bis auf eine multiplikative Konstante ist also
ft)=e"t. (4.8)

Die F), hingen offenbar von der Konstanten x ab, weshalb wir auch F,,(x) schreiben. Wir erhalten
F i(z):=0, —z F(z) = pnt1Fnp1 () F A1 Frm1(2) —( A+ ) Fr(xz), n=0,1,2,... (4.9)

Fy(z) kann offenbar beliebig gewéhlt werden. Damit sind die F,(x) durch (4.9) bis auf eine
multiplikative Konstante bestimmt durch die Anfangsbedingungen

Foi(z)=0, Fy(z) =1. (4.10)

Setzen wir (4.6) in die riickwértigen C-K-Gleichungen (4.5) ein, so sehen wir, dass die Q,,(z) bis
auf eine multiplikative Konstante durch die Anfangsbedingungen

Q_l(m) = O, QO(I’) =1 (4.11)
und die rekursive Beziehung

-z Qn(x) = AnQnJrl(x) + Mnanl(x) - (An + ,un)Qn(x) , n=0,1,2,..., (4'12)
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bestimmt sind. Aus (4.10)-(4.12) folgt, dass das Polynomsystem {m,Qy ()}, =, mit

PR REED VW
mo=1, my =0l 22, (4.13)
Ml“‘l’l/n

die gleichen Anfangsbedingungen und dieselbe Rekursionsgleichung erfiillt wie das Polynomsy-
stem {F,(z)},~, . Der Separationsansatz (4.6) fiihrt also auf

L tp (@) Fu(@), (4.14)

Tim,

wobei x > 0 gelten muss, damit P, (¢) fiir ¢ — oo beschrénkt bleibt. Damit kénnen wir den
Losungsansatz

Pon(t) = —— /0 et B (1) P () da) (4.15)

Tm

mit einem gewissen Mafl dQ2 machen. Wegen (4.2) gilt pyn(t) — Oy, fiir £ — +0, so dass
o
TmOmn = / Fo(z)F,(x) dQ(x) . (4.16)
0
Also miissen die Polynome F),(x) orthogonal bzgl. d)(x) sein.

Der Leitkoeefizient von F,,(z) ist gleich

(="
M1

)

so dass fiir die monischen Polynome ﬁn(x) =1 pp(—1)"F,(z) aus (vgl. (4.9)
tn1Fpi1(2) = (=2 4+ Ap + po) Fr (@) = A1 Fa ()
die Rekursionsgleichungen
Fopa(x) = (2 = Ay — o) Fn (@) = M1 in P ()

folgen.



