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Aufgabenkomplex 5: Inverse Matrix, Determinanten, Analytische Geometrie
Letzter Abgabetermin: 27. Januar 2014

5 a 2 -1
o : : .4 b 4 -3

1. Berechnen Sie, indem Sie nach der zweiten Spalte entwic Eln c 3 -9 !

4 d 5 -4
Losung:
4513421::1% 4 4 3 |5 2 -1 |5 2 -1 |5 2 -1
> ¢ 3_2:—a2 3 -2|+bj2 3 -2|—-c|4 4 -3|+d|4 4 -3
4 d 5 -4 4 5 -4 4 5 -4 4 5 -4 2 3 -2

= —a(—48—32—30+36+40+32) + b(—60—16—10+12+50+16)
— ¢(—80—24—20+16+75+32) + d(—40—12—12+8+45+16)

=2a—8b+c+5d
12 34
. . [31 92| . . :
2. a) Invertieren Sie die Matrix 5 4 1 3 mit Hilfe des Gaul3schen Algorithmus!
4 5 12 5
b) Losen Sie mit Hilfe der inversen Matrix die Gleichungssye
X1+ 2%+ 3X3+4x4=0 X1+2% + 3X3+4Xa= 7
X1+ Xo+ X3 +2%4=5 und 2X1+ 44X+ X3+3x4= 9 |
2X1+4X+ X3+3% =0 X+ Xo+ M3 +2%4= 1 °
4X1+ 5% +12%3 +5x4 = 8 41 +5% +12%3 +5x4 = 11
Losung:
ayl 2 3 4 1 0 00O 1234 1 0 0 O
3 1.9 20 0 1 00 o102 2 -t o0 O
2 4 1 3 0 0 10 0010-% —2 -+t =
4 5 12 5 0 0 01 ooo1 & 2 o -
1 2 3 4 1 0 00 1000-4% 2 2 -3
0 -5 0-100 -3 1 00 0100-% -2 0 2
O 0-5 -5/ -2 0 10 0010-% —5 —% &
0 -3 0-11| -4 0 01 ooo1 &£ £ o -%
1 2 3 1 0 00O
3 1
o 1 0 2 s s ? 0
o o 1 1 £ o0 -%o0
o o o -5/-% -3 o01

-2 19 15 —-15
) 1 -7 =11 0 10
,l_
Es ist alsoA =5 | _1 3 _s 5

11 3 0 -5
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b) AX=Db=X=A"1b. Um die ermittelte inverse Matrix nutzen zu kénnen, miisssmkwei-
ten Gleichungssystem die 2. und die 3. Zeile vertauschteverdurch den Zeilentausch an-
dert sich die Loésung des Gleichungssystems nicht.

0 -1 7 -1

o : 5 1 1 2
-1 _ -1 _

Die Losungen sindA 0 1 und A 9 |~ 0

8 -1 11 1

3. In dem Gleichungssystemy =y1, X3 =Yz, X2 =Yy3, axz+bxqa =Yys seieny; (i=1,2,3,4)
gegeben und; (i=1,2,3,4) gesucht.

a) Notieren Sie das Gleichungssystem in Matrixschreibsy@isstimmen Sie mit dem Gaul3-
schen Algorithmus die Inverse der Koeffizientenmatrix untieren Sie mit Hilfe dieser
Inversen die Lésung des Gleichungssystems!

b) Fur welche Werte der Parameteund b existiert die Inverse nicht? Geben Sie die ggf.
dennoch existierende Losung des Gleichungssystems an!

LOsung:
a) X1 =% 100 0\ (x yi
X3 =Y2 0 01O0||x]| |y
X2 =VYs3 0100]||xs] |ys
axg +bxg =ys 0 0ab/\x Va
1 0 0 0/1 0 0 O
0 01 00 1 0 O
01 0 00 0 1 O
0 0 a blo 00 1 cl) 8 (1) 8
1 00 01 0 0 O At=10 1 0o ol fallsb#0
01 0 00 0 1 O
o -8 o 1
0 01 00 1 0 O b b
0 0 a bj0O 0 0 1
1 0 0 0] 0 0 O é 8 (1’ 8 Vi Y1
0 1 0 00 0 1 O =10 1 o o Y2 | _ ¥s
0 01 00 1 0 O ) h Y3 . y2 )
0 0 0 bj0O —a 0 1 0 —§ 0 §/ \ya —ay,+ 1y,
1 0 0 01 0 0 0 Furb=£0 ergibt sich also die Losung
0 1 0 00 0 1 O ey SR
0O 0 1 0|0 1 0 O X1=Y1, X2=Y3, X3=Yo, MZT.
o 0 0 10 -2 0 ¢
falls b#0

b) Die Inverse existiert nicht, falls=0 gilt. Ist dies der Fall, so lautet das Gleichungssystem

X1 =Y1, X3=Y2, X2 =Y3, axz3=Ys.
Einsetzen der 2. in die 4. Gleichung ergidt; = ay, =y, sein. Flb=0 ist das Gleichungs-
system also nur dann lésbar, weag, =y, gilt.

Ist dies der Fall, so kanxy beliebig gewahlt werden, weil es Uberhaupt nicht im Glergis4
system vorkommt. Die allgemeine L6sung lautet dann &ise: y1, Xo = VY3, X3 =Y, X4 =1,
t beliebig.
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4. Bestimmen Sie den Spiegelpunkt des KoordinatenursprungsiaEbene 8+2y—4z=58 !
Losung:

Den Spiegelpunkt erhalt man, wenn man vom Koordinatenurgpdas Lot auf die gegebene
Ebene fallt und daran noch einmal das Lot daran setzt. Da aufBEbene der Vektor

3 0 3 3
2 | senkrecht steht,isk=| 0 |+t| 2 |=t| 2 | die Geradengleichung des Lots. Der

—4 0 —4 —4
LotfuBpunkt ergibt sich durch Einsetzen in die Ebenenglaeig: 3 3t42-2t—4(—4t) =2% =58,
t=2.

0 3 0 3 12
Somitist [ O | +2| 2 | der Ortsvektor des Lotful3punktesurfdO |+4| 2 |= 8
0 —4 0 —4 -16

der des Spiegelpunktes. Der Koordinatenursprung wirdialden Punk{12 8, —16) gespiegelt.

5. Bestimmen den Mittelpunkt und Radius des Kreises, der beitRm des Punktes-1, —2,10)
-1 3
um die Gerad&= (—7) +t (4) erzeugt wird, sowie die Gleichung der Ebene, in der dieser
—6 5

Kreis liegt!
LOosung:
Den Drehmittelpunkt erhalt man durch Fallen des Lot von degetpenen Punkt auf die Gerade.

—6 5

(- OAIAQE »oem

Man kann diese Uberlegung auch durch Projektion des Vektoré—1, —7, —6) nach(—1, -2, 10),

-1 3
Ist (—7) +t(4) der Lotful3punkt, so gilt, da das Lot senkrecht auf Geradatung steht,

0
also von( 5) auf die Geradenrichtung darstellen, dies
16

-1 3 5

Jedenfallsistl —7 | +2| 4 | = | 1 | Ortsvektor des Lotful3punktes. Der Drehmittelpunkt ist
-6 5 4

somit der Punkt5,1,4).

5 -1 6
Radius des Drehkreises ist die Lange des Lots, I{ol) — (—2) = ( 3) =9.
4 10 —6

Offensichtlich erfolgt die Bewegung in einer zur Gerademtung orthogonalen Ebene. Da diese

3 X 5
den Drehmittelpunkt enthalt, ergibt sie sich 2(14) ((y) - (l)) = 3x+4y+52—39=0.
5 z 4
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Also erfolgt die Rotation auf einem Kreis mit dem Radius 9 uen ®unkt(5,1,4) in der Ebene
3x+4y+5z=39.

11 5 20 3 -3
6. Gegeben seien die Vektorain=| 11 |, b=| 13 |,c=| 4 |,d=| 1| undv=| 9.
11 -30 -9 0 20

a) Ermitteln Sie die zwi undV orthogonale Richtung!

b) Projizieren Sie die Vektoreln—& undeé—a auf den bei a) ermittelten Vektor!

c) Ermitteln Sie den Abstand zwischen den Geraglersi+td undX=b-tV sowie den Ab-
stand zwischen den Gerades d+td undX==C+tv!

d) Welches der bei c) betrachteten Geradenpaare liegtén Eirene? Geben Sie deren Glei-
chung in parameterfreier Form an!

LOsung:

3 -3 i J k 20 2
a)uixv=1[1]x 9]1=| 3 1 0O|=|-60|=|-6].
0 20/ |-3 9 20 30 3

9
Projektion vonc—d= ( 7) :

—20

c) Der Abstand ist die Lange der Projektion eines beliebigerbindungsvektors der beiden
Geraden, also z.B. vdn-a bzw. vonc—a auf die bei a) ermittelte Richtung des gemeinsamen
Lots. Mit dem Ergebnis von b) erh&lt man

2
als Abstand zwische®=a-+td undX=Db-+tv: ||—3 (6) =3v/49=21 und
3

als Abstand zwischeX=a-+tt undX==C;-+tv: Hf)” =0.

d) Das erste Geradenpaar ist windschief, das zweite sangich. Also liegt das zweite in
einer Ebene. Der Normalenvektor dieser Ebene wurde scham) leerechnet, als Punkt der
Ebene kann jeder Punkt der beiden Geraden, z.B. @l%d 1,11) verwendet werden. Die
parameterfreie Ebenengleichung lautet somit

(O E)-CIE) () o



