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Aufgabenkomplex 3: Vektoren und Matrizen
Letzter Abgabetermin: 12. Dezember 2013

2 3 0 0
1.Seij=14|, = 5], 3= 21, Xa= 2
3 -1 11 12

Untersuchen Sie folgende Mengen darauf, ob es sich um érigé@nme handelt:

a) {aXy+ BX+X3, a,B € R},

b) {aX1+ BX+yX3, a,B,y € R},

c) {a% +BX2+%a, a,B €R},

d) {021+B22+yz47 a?B?VER} !

Wenn ja, geben Sie die Dimension und eine Basis an! Was ist@i#eMengen geometrisch
dar?

Losung:

a) Es handelt sich um eine Ebene, die den Pifikind die Richtunge®; undX, enthalt. Sie ist
genau dann linearer Raum, wenn sie den Koordinatenursgnthglt. Also muss es, € R
geben, fir diexx;+ BX+%; =0 gilt (Das ist gleichbedeutend damit, d&ss.inearkombina-
tion vonX; undX; ist.):

3
20 +3p =0 — a:—éﬁ
4a+5B+ 2=0 — —68+5+2=0,8=2,a=-3
30— B+11=0 3-(=3)—2+11=0, stimmt

Also istO=—3%; +2%+%3, das ist quivalent z&; = 3%; — 2%o.

Die Menge ist eine Ebene durch den Koordinatenursprungstsan linearer Raum mit der
Dimension 2. Offensichtlich sind alle Elemente als Lin@anbination vorX; undx, darstell-
bar, diese beiden Vektoren sind linear unabhangig. Als@iBt) {X;, %>} eine Basis.

b) Offensichtlich ist die Menge ein linearer Raum.
(Es gilt namlich (a1%1+B1%o+Yy1%s) + (A2%1+Bo¥o+yoXs) = (a1+a2)%1 + (Bi+B2)% + (i +
¥2)%3 und A (aXi+LXo+yX3) = (Aa)X1+(A B)Xo+(A y)X3, die Summe von 2 Elementen und
das Produkt eines Elementes mit einem Skalar gehort wiemeleenge).
Aus a) ist bekannt, dagg=3X; — 2%, gilt. Also ist aX;1+BXo+yXz3=aX1+LXo+y(3X1—2%2)
=(a+3y)X1+(B—2y)X,. Damitist{X;,X,} eine Basis des Raumes, die Dimension ist 2. Es
handelt sich um die gleiche Ebene durch den Koordinatenumgpvie bei a).

c) Es handelt sich um eine Ebene, die den Pépkind die RichtungeR; undX, enthalt. Sie ist
genau dann linearer Raum, wenn sie den Koordinatenursmuihgilt. Es entsteht dasselbe
Gleichungssystem wie bei a), nur dass in der 3. Zeile staZdel 11 die Zahl 12 steht. Aus
den ersten beiden Zeilen erhalt man wieder —3, =2, dann ist aber@—[(3+12=1+#0.
Also ist das Gleichungssystem unldsbar, der Koordinaggmung gehort nicht zu der Ebene.

Die Menge ist eine Ebene, die den Koordinatenursprung miotialt. Sie ist kein linearer
Raum.

d) Analog zu b) liegt ein linearer Raum vor. Nach c) Xgtvon X; und X linear unabhangig,
die beiden Vektoren sind auch untereinander linear unapaAlso sindXy, Xo undX, drei
linear unabh&ngige Vektoren und damit auch eine BasiRdeBie drei Vektoren spannen
den gesamten RaulRP auf.



Hdéhere Mathematik 1.1 — Aufgabenkomplex 3 — 18. Novembei3201 102

Die Menge ist der Raurit3, die Dimension ist 3. Eine Basis ist z.BX1,%2,%4}, man kdnnte
aber auch die kanonische Basis verwenden.

2. Eine in Richtung der Winkelhalbierenden des IV. Quadramnkerx-z-Ebene wirkende Kraft
verrichte an einem Korper auf der geraden Strecke vom RaBkt-10,18) zum Punk{9,2,4)
eine Arbeit von 141 J, wobei als Langeneinheit cm verwendetle. Bestimmen Sie den Be-

trag der Kraft in KN!

LOosung:

SieF der Betrag der Kraft, dann gilE =F——Z—

) .
I

1
0
-1
9 13 -4
Der zuriickgelegte Weg betrage= | 2 | —| —10 | =| 12| [cml.
4 18) ~14

AN 10F
— | o 12 | ecm="- cm=5v2F cm=141 J=141 Nm.
v2\ 1)\ 14 V2
141Nm 14100 10000

Daraus folgtF = N ~ N=2k
5V2pm 52 5

Folglich ist W = F - §=

Z

3. a) Wie kann der Winkel zwischen zwei vom Nullvektor versdaeen Vektoren im Raum
R" (neN) allgemein definiert werden? Welche Werte kann der so detnWinkel an-
nehmen?

b) Die in a) anzugebende Definition kann auch®M d.h. in der Menge der reellen Zahlen,
angewendet werden. Begrinden Sie, welche Werte der soattdilVinkel zwischen zwei

von Null verschiedenen reellen Zahlen annehmen kann!

Losung:
a) (2 Punkte)
6 — arcco Xy Der Winkel kann zwischen je einschlieRlich 0 un&180° liegen
X[V (Wertebereich des Arkuskosinus).

b) (2 Punkte)

Im R gilt ||X]| = /X-Xx= V2 =|x|. Der AUSdrUCkHYT! HVVH X )ﬁ/y‘ ist gleich 1 oder-1 je

nachdem, olx undy gleiches oder ungleiches Vorzeichen haben. Wegen arce@sdnd
arccos-1=mrkann der Winkel deshalb die Werte 0 un&180° annehmen.
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4. Eine Elektronikfirma stellt aus Draht, Spulen und Widerd&mBaugruppeB;, B, und B3
und aus den Baugruppen und aus Draht Ge@taind G2 her. Im Einzelnen werden fur
eine Baugrupp®; 12 Einheiten Draht, 3 Spulen und 2 Widerstande, fir eine RapeB,
15 Einheiten Draht, 2 Spulen und 4 Widerstande und fir einggBeopeBs 10 Einheiten
Draht, 2 Spulen und 2 Widerstande bendtigt. Fur ein Gegfaverden 2 BaugruppeB,, eine
BaugruppeBs und 20 Einheiten Draht benétigt, wahrend fir ein G&gjfe eine Baugruppe
B1, B2 und Bz sowie 30 Einheiten Draht benétigt werden.

a) Geben Sie die Aufwandsmatrizen fir den Zusammenhang usgafagsmaterial und Bau-

gruppen, fir den Zusammenhang von Baugruppen und Geratéa o den Zusammen-
hang von Ausgangsmaterial und Geraten an!

b) Ein Kunde bestellt 1000 Gera,;, 800 Gerates, und fur Austauschzwecke 100 Bau-

gruppenBy, 20 BaugruppeB, und 50 BaugruppeBs. Welche Mengen an Ausgangsma-
terial werden benotigt?

Losung:
a) Ausgangsmaterial — Baugruppen Baugruppen — Gerate
|jeB1 jeBy jeBs |[jeG1 jeGy
Draht 12 15 10 Bi| 2 1
Spule 3 2 2 Bo| O 1
Widerstand| 2 4 2 Bs 1 1
12 15 10 21
A=| 3 2 2 B=10 1
2 4 2 11
Ausgangsmaterial — Geréate
direkt uber Baugruppen:
|jeG1 jeGy
Draht 20 30 12 15 10\ /2 1 34 37
Spule 0 0 AB=| 3 2 2 oO1|=1 8 7],
Widerstand, O 0 2 4 2 11 6 8
20 30 54 67
C=|1 0 O insgesamtals® =AB+C=| 8 7
0O O 6 8
100 54 67 12 15 10\ /100
b)D(lggg) +Al 20| = 8 7 <1g88)+ 3 2 2 20
50 6 8 2 4 2 50
10760 2000 10960
= | 13600|+ | 440 = | 14040
12400 380 12780

Es werden 109 600 Einheiten Draht, 14 040 Spulen und 12 78@réti&hde bendbtigt.
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5. A sei eine beliebige Matrix. Mit welcher Matri2 muss man die MatriXA von rechts multi-

plizieren (d.h AB berechnen), damit
a) die 1. Spalte verdoppelt wird,

b) eine einspaltige Matrix entsteht, deren Komponentersdimmen der Zeilen der Matrix
A sind,

c) von der 2. Spalte das Dreifache der 1. Spalte abgezogen wir

d) die letzte und die vorletzte Spalte vertauscht werden,
e) die Spalten in entgegengesetzter Reihenfolge entstdtrerie letzte Spalte zur 1. Spalte

wird usw.?
Wie musste die Aufgabenstellung geandert werden, um diehgle Effekte fir Zeilen zu
erreichen?
Losung:
alr a2 a3 ain 2 00 - 0 2a11 a2 a3 aqn
a1 axp ax agn 010 0 Z2ap1 apy ap3 agn
a) | a1 az as3 azn 001-. O=| 2as1 as» as3 asn
am a2 am Amn 00O - 1 20m1 am2 g Amn
2 0 0 - 0
01 0 - 0
00 1. 0
00O0- ---1

T
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2 x Element aus 1. Spalte

oNelNolNe)

1

1 « Element jeder Spalte und addieren

— 3 Element aus 1. Spalte 1 « Element aus 2. Spalte
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a1 - Ap3 Ap2 Ap-1 A 1 0 00O
am-31 - 8n-3n-3 8n-3n-2 @m-3n-1 @m-3n| | O 1000

d)
Am-21 - 8m-2n-3 8m-2n-2 8m-2n-1 @m-2n| | O 0100
Am-11 - 8m-1n-3 8m-1n-2 m-1n-1 @m-1n| | O 0 001
dmi - 9mn-3 admn-2 Amn-1  aAm 0 0010

a1 - An-3 A n-2 ain aAn-1

an-31 " dm-3n-3 Am-3n-2 dm-3n Am-3n-1
dm-21 *** 8n-2n-3 dm-2n-2 Am-2n Am-2n-1
An-11 " dm-1n-3 Am-1n-2 8m-1n Am-1n-1

Ami ** dmn-3 8mn-2 amn amn-1

1 00O
0 1 000
0 0100
0 0 001
0 0010

T )

1 x Element aus vorletzter Spalte

1 x Element aus letzter Spalte

00O0-- 1
e)|0 01 - O
010 0
100-- O
T usw.

T 1 x Element aus vorletzter Spalte
1« Element aus letzter Spalte

Um die entsprechenden Effekte fur die Zeilen auszulosersstaidie Multiplikation von links
erfolgen. Wegen(AB)T = BTAT ware dabei jeweils die transponierte zu der oben angegebene
Matrix zu verwenden.



