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Abstract

Diese Arbeit widmet sich dem Matching bzw. dem Angleichen eineruBktwolke

an ein Referenzmodell im dreidimensionenalen Raum, wobeizteres eine Oberé-

chentriangulierung ist. Da dieses Problem des Matchings inefen Industriebereichen
wie z.B. in der Fertigungsautomatisierung, aber auch im aBiglichen Umfeld immer
mehr Anwendung ndet, steigt nicht zuletzt die Nachfrage an Sbfare, die dieses
Ausrichten robust durchfdhrt. In dieser Arbeit stellen wir einen Algorithmus vor,

der zumachst die Punktwolke und das Modell mit Hilfe der Hauptkomponeenana-

lyse grob ausrichtet und schlie¥ilichif die Feinregistrierung ein dem ICP (lterative
Closest Point) Ahnliches Verfahren anwendet. Der Unterschied ist, dass das Ker
spondenzenproblem mittels eines Flussproblems minimaler Kest modelliert wird.

Zur Optimierung des hier vorgeschlagenen Verfahrens entkétn wir desweiteren
einen Algorithmus, der die Anzahl der Dreiecke des Modells rezlart und bei dem
die Form des Modells weitestgehend erhalten bleibt. Somit ka eine Hierarchie von
Modellen erzeugt werden. Wir vergleichen das hier vorgestel Verfahren mit dem

ICP und stellen unsere numerischen Tests vor.

This thesis concerns the problem of matching a point cloud to eference model in
three-dimensional space whereas the reference model is angualation of a surface.
Since this problem has its applications not only in many braches of industry e.g.
production automation but also in everyday life the demandsrosoftware that per-
forms this matching robustly increase continuously. We proposa algorithm that at
“rst registers the model with the point cloud coarsely by using th principle compo-
nent analysis and nally performs the ne registration by appjing a similar method
to the standard ICP (Iterative Closest Point) method. The main d®erence is that
we model the problem of nding the correspondences by a minste ow-problem.
To optimize this proposed algorithm we develop a method to rede the number of
triangles in the model whilst preserving the shape of the modekdar as possible.
Hence we can form a hierarchy of models. Furthermore, the algbm is compared
with the ICP method by providing numerical tests.
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1 Einf dhrung

1.1 Bilderkennende Systeme

Im Zuge der immer besser werdenden Computer- und Kameratecknvird das Feld

der Anwendungen der komplexen optischen Systeme zur Bilderkemg stetig gier.
Diese kombinieren im Allgemeinen optische Mess@ée mit modernster Rechentech-
nik, um mit Hilfe von aufgenommenen Bildern Objekte zu identzieren. Sie werden
immer hAu ger eingesetzt und sind heutzutage mitunter unumdnglich.

Der gro%se Vorteil dieser Systeme besteht darin, dass die Aufnahnmaders als
bei der heridmmlichen Fotogra e digitalisiert werden und damit unmittdbar jede
mathematisch beschreibbare Verarbeitungsvorschrift (Algotitmus) auf die digitalen
Bilddaten angewendet werden kann. Dies bedeutet, die Velaitung der Daten ist
nicht mehr an die Beschénkungen physikalischer oder chemischer Verarbeitungspro-
zesse gebunden. Dabei bringt es der Fortschritt der Digitalteoik mit sich, dass im-
mer kompliziertere und rechenintensivere Algorithmen auf imer leistungsfihigeren
Rechnern in einer akzeptablen Rechenzeit laufehnen. Dies eé®net eine Vielzahl
von M@glichkeiten.

So bestehen heutige moderne Anlagen in vielen Industriezweige. a. aber auch in
der Autoindustrie aus einer betachtlichen Anzahl an Kamerasystemen, die vielseitige
Aufgaben Bbernehmen. Dies reicht von der einfacheberwachungsfunktion, dber
Barcodeerkennungen bis hin zum vollautomatischen und intigenten Erkennen und
Begreifen von Objekten. In der Fertigung dienen diese Objektkennungen z. B. der
°exibleren, fehled@rmeren und im Vergleich zum Menschen schnelleren,Agiseren
und kostenginstigen Produktion von Erzeugnissen.

Ein wichtiges Thema spielt dabei die Qual#itskontrolle, bei der das zu péifen-
de Objekt aufgenommen und anschlie¥send auf Fehler untersuclitdvDiese Fehler
betre®en meist die Geometrie des zberprdfenden Objektes. Um diese Fehler zu
erkennen, ist es erforderlich, neben der @izisen Aufnahme des zu untersuchenden
Objektes, e®ektive Algorithmen i die geschickte Segmentierung und Merkmalser-
kennung im Bild anzuwenden und schlie¥slich mit Hilfe anderer Adgthmen diese
Merkmale in einem Referenzdatensatz oder Referenzmodelederzuerkennen. Man
fdhrt einen Soll-Ist-Vergleich durch. Sind diese Algorithmenabust einsetzbar, so
kédnnen dieseldr die automatische Qualitskontrolle verwendet werden.
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1.2 Das Matching

Bei der im letzten Abschnitt angesprochenen Qualitskontrolle wird versucht, die
Merkmale der Fehler, die in einem Referenzmodell kodiert sinin der gleichen Form
bzw. Kombination in der Aufnahme der defekten Objekte wiedeu nden. Es wird
eine Zuordung der Merkmale im Modell zu den Merkmalen in der Amahme gesucht.
Ist die Zuordung so gewhlt, dass die Merkmale des Modells den zugeordneten Merk-
malen in der Aufnahme entsprechen und jeweils ihre Struktur uhKombinationen
untereinander bestndiglich Bbereinstimmen, so wurde das Modell mit der Aufnah-
me gematcht Die Bestimmung der besten Zuordnung bezeichnen wir aidatching.
Insbesondere im Dreidimensionalen ist dieser Vorgang oft ein Aeglhen bzw. Aus-
richten des Modells an die Aufnahme. Sind Modell und Aufnahmesgatcht, so kann
man das aufgenommene Objekt in der Regel bzgl. des Modellend zieren.

1.3 Anwendungen

Das Modell ist dabei vielseitig beschreibbar. So kann dies z. B. der Mustererken-
nung ein bestimmtes Muster sein [3], welches in der Aufnahme gdsueird. Ebenso
kann es die Form und GAYe des Objektes beschreiben.

Es ist auch maglich, dass zudAchst kein Modell vorhanden ist, sondern erst ein
Referenzmodell zu einem Objekt erstellt werden soll, um das @Bt spAter wieder-
zuerkennen. Dabei wird z. B. das Objekt aus verschiedenen Rigngen aufgenommen
bzw. gescannt und daraus ein Referenzmodell gebildet. Hierls¢ es notwendig, die
Bberlappungsbereiche der einzelnen Scans zu identi zieréderden zwei Scans mit-
einander verglichen, so ist ein Scan das Modell und das jeweitglere die Aufnahme.

Eine Anwendung ist auch die Objektlageerkennung, in der die ba eines aufge-
nommenen Objektes bzgl. der Koordinaten des Modells durchiedAnpassung der
Aufnahme an das vorhandene Modell ermittelt werden kann. Im&eich des Reverse
Engineerings v.a. im Maschinenbau ist es ebenso erforderligin aufgenommenes
Objekt mit einem Modell zu vergleichen. Soll z. B. ein Objekgefertigt werden, des-
sen Geometrie einem mittels CAD (Computer Aided Design) erstedih gra schen
Modell entspricht, so kann nach der Fertigung durch die Vermessg des Objektes
ermittelt werden, wie hoch der Grad dedbereinstimmung zwischen Modell und dem
tatsAchlich hergestellten Objektes ist.

Auch im tAglichen Umfeld ndet das Problem des Matchings und somit daslén-
ti zieren von Objekten in Bezug auf das Modell Anwendung. Als Bispiel seien Fin-
gerabdruckerkennung und Fahrerassistenzsysteme genannt.

Diese vielseitigen Anwendungsbereiche [23] unterstreichen Bedeutung und Nach-
frage an Software, die dieses Matching robust auéirt, und deuten auch auf die
KomplexitAt dieses Themas hin. Deshalb wird mit hoher Intengdt in verschiedenen
Richtungen geforscht, um das Matching immer e®ektiver zu résieren. Dies beinhal-
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tet auch die Methoden der Segmentierung und Merkmalserkenmy zu verbessern.
So liegt z. B. oft das Problem der Wiedererkennung bestimmté&ormen des Modells
in der Identi kation und Extraktion von Merkmalen, die gegen bestimmte Faktoren,
wie Lichtein®Asse, Objektrotationen und Skalierung invariant sind.

Je e®ektiver die Software ist, die das Matching dural¥firt, desto besser und leis-
tungsfahiger sind die rechnergegtzten optischen Systeme in Bezug auf die Objekt-
und Merkmalserkennung und umso mehr steigt ihre Akzeptanz in d@raxis.

In dieser Arbeit konzentrieren wir uns vorwiegend auf das Fireh und Optimieren
von Methoden, die dem Matching einer Objektobe#&chenvermessung an ein Refe-
renzmodell dienen. Genauer werden wir jedoch die Aufgaberikiag im Kapitel 2
formulieren, in dem wir ein konkretes Problem betrachten,e&ssen Anwendung in den
Bereich der Objektlageerkennungdllt. Dieses Problem beschreiben wir im Kapitel 4
mathematisch, stellen Ildsungsanatze vor und modellieren das mathematische Mo-
dell. Im darau®olgenden Kapitel 5 wird dieses mathematische &gl geBst und in
Kapitel 6 ein resultierender Algorithmus vorgestellt. In Kapiel 7 werden wir das
Verhalten unseres Algorithmus mit anderen Algorithmen mitted numerischer Tests
vergleichen, bevor wir schlie¥lich unsere SchlussfolgerungeKapitel 8 ziehen wer-
den.
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2.1 Die Aufgabenstellung

Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, die Lage eines dreidimensaen Objektes (siehe
Abschnitt 2.2), dessen grobe Position bekannt ist, bezogen auf éfwordinatensys-
tem im Raum genau zu bestimmen. Dieses Problem ndet vor allem sendung in
der Fertigungsautomatisierung, in der es & g erwinscht ist, die Lage eines vor-
liegenden Objektes pézise zu ermitteln, um anschlie¥end an diesem Objekt weitere
verarbeitende Schritte durchzubhren. Die Positionsbestimmung soll dabei Bylichst
schnell, pasize und automatisch, d. h. ohne manuelles Eingreifen, egeh.

Die Ober°Ache des Zielobjektes liegt als gra sches Modell vor, welsheinerTrian-
gulierung der Objektober°Ache entspricht. Weiterhin wird mit Hilfe eines optischen
Messgedts die Objektober°ache aus einer festgelegten Blickrichtung in der zu bestim-
menden Position dreidimensional vermessen, woraus eine so gaetaBD-Punktwolke
resultiert. Jene repésentiert die reale Lage der Objektobe&che im Raum bezogen
auf ein Koordinatensystem, wobei jeder Punkt aus den entspremtdenx-, y- und
z-Koordinaten besteht.

Um die Lage des gemessenen Objektes im Raum zu bestimmenjgees, die 3D-
Punktwolke dem dreidimensionalen gra schen Modell anzupasseh h. zu matchen.
Hierbei sei angemerkt, dass erst durch das Matching jeder Punked Punktwolke
mit einem Teil des Objektes identi ziert wird und folglich de Lage des Objektes
im Raum bestimmt ist. Das daraus resultierende Problem bestehtadn, diejenige
Rotation und Translation zu nden, die die Koordinaten des Mdells in jene der
Punktwolke Bberfidhrt.

In den folgenden Abschnitten werden das Objekt, das dazugiige gra sche Mo-
dell und die aus der Vermessung erzielte Punktwolkedher beschrieben.

2.2 Das Zielobjekt

Das zu betrachtende Objekt soll eine Bse sein, wobei nur ein Teil des Objektes
von Interesse ist, da nur diesendi die Positionsoptimierung vermessen werden soll.
Seine Ober#che BAsst sich im Grunde durch zwei elementare Geometrien arern.
Die Annaherung besteht aus einer Halbkugel, die am Rand °ieYsend in eir€reis
Boergeht.
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2.3 Das zugeh @rige gra sche Modell

Wie oben erwéhnt, steht ein gra sches Modell der ObjektoberAche zur Verfigung.
Dieses Modell ist die Triangulierung der OberAche (Dreiecksnetz) und liegt als STL-
Datei vor. STL steht dabei # SurfaceTesselationLanguagavas schon darauf hin-
weist, dass dieses Format die Speicherung einer Ob#&chentriangulierung im Dreidi-
mensionalen untersiizt [2]. Durch zwei mit diesem Format verankerte Regeln wird
gesichert, dass erstens kein Dreieckseckpunkt mitten auf eir€ante liegt und zwei-
tens bedingt durch die festgelegte Reihenfolge der AuistungedDreieckseckpunkte
die Orientierung eines Dreiecks bzw. die Richtung nach au¥a niert ist.

Weiterhin bietet dieses Format die Codierung einer RGB-Famb fily jedes Dreieck,
welche in dem vorliegenden Fall eine Gewichtung jedes Drelis de niert. Je hdher
dieser Wert ist, desto séirker soll das jeweilige Dreieck bei dem Angleichen in Betrach
gezogen werden, da bei Dreiecken miwheren Werten die zu erwartende Fluktua-
tion der korrespondierenden Messpunkte bedingt durch den Herlitmgsprozess der
Hilsen geringer ist.

2.4 Die zugeh drige gemessene 3D-Punktwolke

Wie am Anfang dieses Kapitels beschrieben, resultiert die Punkoblke aus einer Teil-
vermessung des tatichlich hergestellten Objektes mittels eines Kamerasystems-J
des Objekt kann bedingt durch den Herstellungsprozess von den détldaten inner-
halb eines bekannten Toleranzspektrums abweichen, wobet didhe der Abweichung
von der jeweiligen Stelle des Objektes aldhgt. Dies #hrt dazu, dass die Objektauf-
nahmen nicht notwendigerweise deckungsgleich mit dem gra shModell sind und
insofern auch untereinander °uktuieren.

Das Kamerasystem vermisst den Teilbereich des Objektdgquidistant entlang der
x-Achse und y-Achse bezogen auf das Kamerakoordinatensystem, sesdain Gitter
entsteht, zu dem an jedem Gitterpunkt der Abstand zwischen x-y4&ene und dem
Durchsto¥aungspunkt bekannt ist. Dieser Punkt ist der erste Schryttinkt zwischen
der Ober°Ache des Objektes und der Geraden, die durch den Normalenwaktler
x-y-Ebene und dem jeweiligen Gitterpunkt de niert ist.

Falls kein solcher Schnittpunkt existiert, so ist der Abstandswertlurch einen ent-
sprechend hohen Wert gekennzeichnet. Um diese Werte und solchessiverte, die
bedingt durch das Kamerasystem ungenau sind, von den anderen Adnstiswerten
klar abzugrenzen, liefert das Kamerasystem neben den Messda&me so genannte
Qualitymap, in der zu jedem Gitterpunkt der Wert fiv die Giite des entsprechen-
den Messwertes angegeben wird. Konkret sind die Gitterpunkteilenweise in einer
Textdatei und die dazugeldrige Qualitymap in einer Bilddatei hinterlegt.
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Um die Arbeit weitestgehend in sich scllissig zu halten, geben wir hier eine kurze
Bberblicksliste dber die in den rAchsten Kapiteln verwendete Notation. Wiedblich
bezeichne

2 N = f1;2;3;:::g die Menge aller naiklichen Zahlen,
2 Z2=10;1;i 1,2;i 2;:::9g die Menge aller ganzen Zahlen,
2 R=(jl1 ;1) die Menge aller reellen Zahlen,

2 Ry =[0;1 )bzw.R;, = (i1 ;0]die Menge der positiven bzw. negativen reellen
Zahlen einschlie¥lich der O,

N

h¢ ¢i das Standardskalarprodukt mithx; yi = xTy und k¢k die aus dem Skalar-
produkt induzierte Euklidische Norm,

2 |s=| £ :{'Z:£ 5 fiv | ein Intervall und s 2 N,
S

2 j Cj die Kardinalit &t einer MengeC,

N

convC die konvexe Hile einer MengeC,

N

dxe mit x 2 R, den rAchstgml¥seren ganzzahligen Wert vax,
2 Diag den Operator Diag :R" 7! R"" mit

Oal 0 ::: 01
Diag(a): %0 a2 -, §’
. .0
0O ::: 0 a,

N

argminf (x) fiv einen De nitionsbereichD und eine Funktionf : D 7! R die
x2D

Menge
Xo:= fx 2 D :f(x) minimalg;

falls jX,j & 1 und sonst das eindeutige Element auX, und analog
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2 argmaxf (x) die Menge
x2D

X®:=fx 2 D : f(x) maximalg;
falls jX *j & 1 und sonst das eindeutige Element auX °.

Alle weiteren Symbole, die in den Achsten Kapiteln verwendet werden und nicht
in der obigen Liste erscheinen, haben die in der Literatulbliche Bedeutung.
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In diesem Kapitel wird zurdchst die Problemstellung aus Kapitel 2 mathematisch
formuliert, ebenso werden Grundbegri®e de niert. Im Weiterewerden Angitze vor-
gestellt und diskutiert, die sich der I&sung des Problems arhern und abschlieYsend
wird das mathematische Modell beschrieben, welches die Grimge # die weite-
ren Analysen in dieser Arbeit bildet. Im Kapitel 5 wird dann auf de Lédsung des
mathematischen Modells eingegangen.

4.1 Mathematische Formulierung

4.1.1 Grundlegende De nitionen

Um das in Kapitel 2 ervéihnte gra sche Modell und ebenso die aus der Messung her-
vorgegangene Punktwolke mathematisch beschreiben zéinken, kidren wir zunéchst
einige Grundbegri®e beginnend mit der De nitiorPunkt.

De nition 4.1.1. Seip 2 R3, dann nennen wirp Punkt und eine Menge vomn

Im Weiteren féhren wir den Begri® des Dreiecks ein, um anschlie¥zend die schon
in Kapitel 2 erwahnte Triangulierung de nieren zu nnen. Darauf aufbauend ist es
m#églich, das gra sche Modell des Zielobjektes zu beschreiben.

De nition 4.1.2.  Seienq; q; ¢ drei Punkte. Dann wird das geordnete TripeD =
(q; q; ) als Dreieck bezeichnet, falls die Vektoremy j qund ¢ ¢linear unabhangig

sind. Die Menge
a

©
4= r2R:r=q+ ,1(hi P+ ,20i Ymit ,1;,22Rs; 1+ ,2- 1

nennen wir die dem DreieckD zugetbrige Dreiecks®Ache und den Vektor N 2 R3
mit N = (qij &) £ (gi &) den Normalenvektor des DreiecksD, wobei £ das
Kreuzprodukt ist. Die Punkte q; q; ¢ heivaerEckpunktedes DreieckD.

Es sei bemerkt, dass durch die festgelegte Reihenfolge der Eoke, eine Orien-
tierung der entsprechenden Dreieckgithe gegeben ist.

Um die Triangulierung einer Objektober#che (Dreiecksnetz) mathematisch be-
schreiben zu Bnnen, gibt es in der Literatur viele Angize. So wird der Begri® der
Triangulierung in [8] als Paar X; ©) eines Polyeder und eines Hondomorphismus
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A, der die geometrischen Realisierung voX in eine kompakte regulire Fldche im
dreidimensionalem Raum (Mannigfaltigkeit im dreidimensioalen Raum) abbildet,
de niert. Dabei wird das Polyeder als Zerlegung der Bthe betrachtet. In [10] wird
zunAchst der Begri® des Polygonzugs und &er daraus resultierend der Begri® der
Triangulierung festgelegt. B diese Arbeit erscheint jedoch die De nition der Trian-
gulierung Bber einen Graphen, dessen Knoten Eckpunkte von Dreiecken desiben
und dessen Kanten die Verbindungen zwischen diesen Knoten rgentieren, am
geeignetsten. ZuAchst de nieren wir den Begri® des ebenen Graphen und daraus
ableitend den Begri® der Triangulierung.

De nition 4.1.3. SeiE %R eine Ebene. Ein PaaiG = (V; E) mit einer endlichen
KnotenmengeV %2 R® und einer endlichen Kantenmeng& hei¥tebener Graph falls

2 jede Kante ausk eine Teilmenge vorE ist, die homdomorph auf das Intervall
[0; 1] abgebildet werden kann,

2 die Bilder von 0 und 1 unter solch einem Hosomorphismus zwei Knoten End-
punkte der Kante) ausV sind,

2 verschiedene Kanten unterschiedliche Mengen an Endpunktealden und

2 das Innere einer Kante keinen Knoten aug und keinen Punkt aus einer ande-
ren Kante enthalt.

Wie in [11, Abschnitt 4.2] erwahnt, wird die Ebene durchE n(V | S E) in Regionen
geteilt, die mit facesbezeichnet werden. Genau ein face ist unbesahkt, welches in
[11] outer face genannt wird. Die anderen faces werdemner faces bezeichnet. In
dieser Arbeit nennen wir den Abschluss eines inner facelsene Fiche

Die De nition 4.1.3 ist eine Voraussetzung@r die folgende De nition der Tri-
angulierung, in der wir die Triangulierung als Graphen de reren, dessen Knoten
Eckpunkte von Dreiecken und dessen Kanten die Verbindungenrdeckpunkte sind.
Jeder Knoten besitzt dabei ein Label, so dass zu dem Knoten bekanst, welche
Dreiecke er bildet.

merierung der Dreiecke.
SeiT = (V;E) ein Graph, dessen Knotenmeng¥ die Menge der Eckpunkte von
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die Eckpunkte der Dreiecke dann den entsprechenden Knotereghen. Seien weiter

Ist T zusammenlangend und gibt es einen HoBomorphismus
A !

m m
©: 4,70 4, Y E

i=1 i=1
so dass VE;EE) mit VE =©(V) und EE die Menge mit

EE = fO(S) : S Strecke zwischeru und v;fu;vg 2 Eg

lierung T zugeldrigen Dreiecke

Die Triangulierung ist also ein planarer Graph, denn der eber@raph, der durch
den HomBomorphismus © beschrieben wird, ist o®ensichtlich eine konladdarstel-
lung des planaren Graphen in der Ebene [11, Abschnitt 4.3]. Himi ist zu bemerken,

fenheit der Dreiecke, ob der daraus erzeugte Graph die Eigehaften einer Triangu-
lierung erfillt.

4.1.2 Die Beschreibung des gra schen Modells
De nition des Modells

Um von der Triangulierung zu der De nition des gra schen Moddd zu gelangen,
weisen wir jedem der Triangulierung zugeafrigem Dreieck noch einen Wert aus [Q]
zu, um die im Abschnitt 2.3 erwéhnten Gewichte £\ jedes Dreieck zu beakcksichtigen.

De nition 4.1.5. Ein Tupel M = (T;!) wird Modell genannt, fallsT = (V;E) eine

Im weiteren Verlauf dieser Arbeit werden wir das Symbdl fiv das Modell und
4 v fiv die Vereinigung der DreiecksAchen der zugefirigen Dreiecke verwenden.
Also ist 4 , durch

de niert.

10
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Transformation des Modells

Wie schon in Abschnitt 2.1 ervéhnt, ist das Ziel eine Transformation zu berechnen,
die die Koordinaten des Modells in die der Punktwolkaderfdhrt. Folglich ist es
erforderlich, die Transformation des Modells ebenfalls ma¢matisch zu beschreiben.
Sei dazuR 2 R332 eine orthogonale Matrix undt 2 R® ein Translationsvektor. Dann
bezeichnen wir die FunktionTy, : R® 7! R® mit

Tre(W) = Rw+ t

als Transformation vonw fir die orthogonale Matrix R und den Translationsvektort.
Weiterfdhrend wird nun die Transformation auf einem DreiecP = ( q; q; ¢) durch

TF(Qj;t (D) = (Trye (D Try (h); Try (%))

und auf einer TriangulierungT = (V; E) mittels
a

i © ¢
TS (T) = ' Te(V); TR (W) T (WG fuwg 2 E

de niert, wobei die Label der Knoten vonT durch die TransformationTg,, erhalten
bleiben sollen undTg, (V) die Menge aller mittelsTg,, transformierten Elemente aus
V ist.

Da Ty, ein HomBomorphismus ist, gilt folglich, dassTg. (T) wieder eine Triangu-
lierung ist. Des WeiterenAndern zwar die zugefirigen Dreiecke vonTF’;’;t (T) ihr Lage
in R® gegemoer den zugelrigen Dreiecken vonT , bleiben jedoch konsistent bzgl.
der Normalenvektoren, da diese Transformation nicht die Labeler Knoten Andert.

Um nun abschlie¥send die Transformation auf einem Modell zu deenén, muss nur
noch die Gewichtungsfunktion beécksichtigt werden.

De nition 4.1.6. SeiM =(T;!) ein Modell, R eine orthogonale Matrix undt ein

Translationsvektor, dann bezeichnen wir die Funktion
3 3 7

Tre(M) = TE(T)! T (9

als Transformation des Modells bzgl. einer orthogonalen Mat R und eines Trans-
lationsvektorst, wobei T3, ' ' die Inverse vonTg, bezeichnet.

Projektion auf das Modell

In diesem Abschnitt de nieren wie die Projektion eines Punktes 2 R® auf ein Modell
M = (T;!). Die Denition ist notwendig, um z.B. den rdchstgelegenen Punkt auf
dem Modell zu dem Punktp zu bestimmen.

Die Projektion soll eine Funktion sein, die einen Punkt in den #chstliegenden
Punkt auf dem Modell abbildet. Jedoch kann es zu einem Punkt mehrere rAchst-
liegende Punkte auf dem Modell geben. Man betrachte dazu Altding 4.1, in der

11
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das Modell durch zwei Dreiecke dargestellt ist. Haben die Purkt,; d, den gleichen
Abstand zup, so ist die Projektion nicht eindeutig. Um dieses Problem zu vereiden,
bestimmen wir zurAchst die Menge der Achstliegenden Punkte auf dem Modell zu
einem Punkt p und identi zieren den Punkt der Menge, der auf der Dreieckgiche
mit dem niedrigsten Index liegt, als die Projektion des Punkdsp auf das Modell.

lierung T und S, die Menge der A&chstliegenden Punkte auf dem ModeM zu dem
Punkt p, also

n (0]
Spi= d24y :kdj pk, -k dj pk, 8424

Sei weiter |y : R® 7! 4  eine Funktion und & ein p 2 R® bezeichnek, 2

Projektion eines Punktesp auf das ModellM, falls | v (p) 2 S, und keind 6 |  (p)
existiert mit d 2 Sp\4 | filv k < k.

4.1.3 Modellierung der Scandaten

Die Daten, die man aus der Vermessung des Objektes @thund in Abschnitt 2.4
angesprochen wurden, werden wir in den folgenden Kapiteln isieals Punktwol-
ke bezeichnen. Jedoch wird im Abschnitt 4.3.2 die Eigenschafeiétigt, dass die
MessdatenAguidistant entlang der x- und y-Achse der Kamerakoordinaten aufge-
nommen wurden. Um diese Eigenschaft zu bisksichtigen, erweitern wir den Begri®
der Punktwolke um den derScandaten wobei die Scandaten immer bezogen auf ein
Modell M de niert werden. Zugtzlich wird hier auch die Fluktuation der Messdaten
durch eine Zufallsfunktion, deren absoluter Betrag besdhnkt ist, mit einbezogen.

12
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De nition 4.1.7. Sei P eine Punktwolke der GBYen = s; ¢S, mit s;;S, 2 N

Dreiecke. Sei weiter zu einem;y 2 R die GeradeG., mit
80 1 9

< X
Gy =. QYA r2R,
) r

gegeben unDg, : R? 7! R® sei eine Funktion einer orthogonalen MatrixR 2 R33
und einem Translationsvektort 2 R® mit

8
<(xy;1)T v Gey \ Tgy(4m) =35

Dre(Xy):= .  argmin kgk, sonst.
92Gxy \ T (4 m)

j» <" fir ", 0Kklein und eine bijektive FunktionGg : f1;:::;50£f 1;:::;50 7! P

mit
3

Gr(i;]) = Dry Xo+(ii Dtyo+(ji Dty +(0;0,»(i;j))"  8is]
fiv eine orthogonale MatrixR und einen Translationsvektort, so wird die Punktwol-

ke P Scandatendes ModellsM genannt.

Das Aquidistante Gitter aus Abschnitt 2.4 wird in der De nition 4.1.7 durch f (xo+

Yaungspunkt durch die FunktiorDg. beschrieben.

4.1.4 Das Optimierungsproblem

In den letzten Abschnitten wurden alle begtigten Begri®e eingafhrt, um das Op-
timierungsproblem dieser Arbeit zu formulieren. SeieM = (T;!) ein Modell und

L Tre (M)(P) 24 i,

abbildet, wobei | 1, (v, die in Abschnitt 4.1.2 de nierte Projektion ist.
Dann beschreiben wir das Problem aus Kapitel 2 mathematisch iin

X
min_ f(Rit):= 11 (D K oo ()(P) i PKZ; (4.1)

R2P ;t2R3
p2P

13
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wobei P die Menge der orthogonalen Matrizen und 1., die Gewichtungsfunktion
des ModellsTr (M) ist. In diesem Zusammenhang wird das MaY. digr fAnpassung
zwischen Modell und Punktwolke durch den mittleren Abstand zwechen Modell und
den Punkt der Punktwolke beschrieben.

Im nAchsten Abschnitt werden wir Anétze zur Ldsung des Optimierungsproblems
vorstellen und diskutieren.

4.2 Ans Atze / Stand der Technik

Wie schon in Kapitel 1 verdeutlicht, ndet das Problem (4.1) in leicht abgeanderter
Form zahlreiche Anwendungen. Ebenso umfangreich ist in der kitatur die Flle an
Vorschldgen bzw. Angitzen [5, 17, 22], dieses Problem zéden. Es kristallisieren sich
jedoch im Wesentlichen zwei Kategorien aus diesen Aaizen heraus [21]. Die erste
befasst sich mit der Grobregistrierung. Das Problem hierbei isgine Rotation und
Translation zu nden, so dass die Lage des transformierten Modtkelgrob mit der
der Punktwolke Bbereinstimmt. Meist méchte man einen, guten\ Anfangswert der
Rotation und Translation erhalten, um danach ein iterativesverfahren anzuwenden.
Die zweite Kategorie optimiert dann lokal das Funktionaf in (4.1), wobei bei diesen
Ansétzen schon vorausgesetzt wird, dass die Lage der Punktwolke lymit der des
Modells Bbereinstimmt.

4.2.1 Grobregistrierung

Fiv die Grobregistrierung gibt es vielerlei Methoden, deren@ektivitat jedoch stark
von der Form des zu matchenden Objektes und der Deckungsgtdieit des Modells
mit der jeweiligen Punktwolke abkngt. Deckungsgleich bedeutet in diesem Zusam-
menhang, dass das Funktionaf im globalen Minimum null ist und es zu jedem
Dreieck des Modells nach der optimalen Transformation eindtunkt der Punktwolke
gibt, der in der Umgebung des jeweiligen Dreiecks liegt. Sifdodell und Punktwolke
wenigstens anahernd deckungsgleich, d. h., das Funktiondl ist am Minimum nahe
null, so ist z.B. die Methode der Hauptkomponentenanalyse eineddlichkeit, die
Lage zwischen Punktwolke und Modell grob itBbereinstimmung zu bringen.

Bei der Hauptkomponentenanalyse werden der Schwerpunkt undeddrei Haupt-
komponenten (siehe Abschnitt 4.3.1) des Modells und der Punkblke bestimmt. Als
Hauptkomponente versteht man diejenige Richtung, die orthamal zu allen anderen
schon bestimmten Richtungen ist und in der ausgehend vom Schwenit die Varianz
bezogen auf den Abstand zu den Modellpunkten bzw. Punkten inedier Richtung am
grésten ist. Die Methode ist, diejenige Transformation zu ermiti@, die die Schwer-
punkte aufeinander legt und die jeweiligen Hauptkomponentedes Modells in die
jeweils anderen der Punktwolkaiberfiéhrt.

14
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Andere Verfahren bedienen sich der Extraktion von meist punkéezogenen loka-
len Merkmalen, sogenannteifreatures Diese beinhalten Eigenschaften, die die lokale
Umgebung charakterisieren. In [20] werden z.B. die Gau¥scheddmung und die
mittere Kr dmmung als Feature verwendet. Diesedanen aber auch von anderer Natur
sein. Werden z. B. Farben verwendet, so ist die Farbinformatiogbenso ein geeignetes
Merkmal. Oft werden Features auch so gedlt, dass markante Stellen in Punktwolke
und Modell wie z. B. scharfe Kanten erkannt werden.

Hierbei ist zu bemerken, dass diese Merkmalegglichst robust sowohl in Modell
als auch in der Punktwolke erkennbar sein sollten, so dass nachl Berechnung dieser
Merkmale korrespondierende Features in Modell und Punktw ermittelt werden
kédnnen. Dies bedingt letztendlich auch, dass die Features atibns- und translati-
onsinvariant sind. Ferner weisen wir darauf hin, dass jeweils @rPunkte (linear un-
abhangig) aus der Punktwolke, deren korrespondierende Punktingar unabhangig)
im Modell bekannt sind, schon hinreichend sind, um eine eindegé Transformation
zu berechnen. Siehe dazu auch den Beweis des Satzes 5.3. HausAbschnitt 5.3.2.

Um geeignete Featurepunkte und deren Korrespondenzen zu mgegibt es eine
Reihe von Andtzen. In [20] werden, um zwei Punktwolken zu registrieren, ébiete
mit Ahnlichen Features gesucht und mit Hilfe des Relaxation Lakbeg Verfahrens
eine Zuordnung zwischen den Gebieten in der einen Punktwoléed Gebieten in der
anderen bestimmt, um so letztendlich die gesuchte Transformati zu bestimmen.

Ahnlich ist das Vorgehen in [21]. Br zwei zu registrierende Triangulierungen wer-
den Segmente bzw. Gebiete gebildet, die sich durch eine Ebenié einem nur klei-
nen Fehler anhern lassen, d. h., es werden elementare Geometrien gesucle,dhs
Objekt beschreiben. In diesem Fall sind es Ebenen. Die éfwnten Gebiete werden
mit einem vollverbundenen Graphen G; Eg) in Beziehung gestellt, wobei jedes Ge-
biet ein Knoten ist und jeder Kante ausEg eine Gewichtung zugeordnet wird, die
von den Parametern der zugedrigen Ebenen ablngt. Resultierend erl@lt man zwei
Graphen, zu denen Subgraphenisomorphismen mit mindestens idk@oten gesucht
werden. Mit Hilfe eines de nierten MaYsegif die Ahnlichkeit der Subgraphen werden
so die am besten korrespondierenden Subgraphen bestimmt, wardoiglich auch die
Transformation berechnet werden kann.

Im weiteren Verlauf stellen wir iterative Verfahren i die Feinregistrierung vor,
die alle einen Startwert bedtigen.

4.2.2 Feinregistrierung

Der erste Ansatz # die Feinregistrierung ist die direkte Minimierung des Funko-
nals. Dazu schlagen Rabbani und van den Heuvel in [23] einen Algoemus vor,
der das Funktional in (4.1) mit einem Standardverfahrengr nichtlineare least squa-
res Probleme, dem Levenberg-Marquardt-Verfahren, minimit. Die dabei bemtigten
partiellen Ableitungen werden durch nite Di®erenzen appramiert, ebenso wird die
Rotation durch Quaternionen repésentiert. Die Autoren erhalten einen global kon-
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vergenten Algorithmus. Dieses Verfahren hat den Nachteil, dasgedBerechnung der
Jacobi-Matrix im Levenberg-Marquardt-Algorithmus sehr kosenintensiv ist, jedoch
den entscheidenden Vorteil, dass in jedem lterationsschritt tséchlich eine Abstiegs-
richtung gewahlt und das Funktional minimiert wird. In den folgenden Vefahren
werden die partiellen Ableitungen nicht mehr beachtet und tglich werden auch de-
ren Iterationsschritte weniger kostenintensiv.

Die Feinregistrierung betre®end taucht in der Literatur sehr & g der Name des
Iterative Closest Point Algorithmus (ICP) auf. Dieses Verfahra geht zumick auf Besl
und McKay [6] und ist ein Verfahren, um eine Punktwolke in einReferenzpunktwolke
einzupassen. Dabei wird zu jedem Punkt der einen PunktwolkendPunkt der jeweils
nAchstliegenden Punkte in der Referenzpunktwolke bestimmt dranschlie¥send jene
Transformation der einen Punktwolke berechnet, die den Abstahnzum Quadrat zwi-
schen den korrespondierenden Punkten im Mittel minimiert. J&s Vorgehen wird
die Referenzpunktwolke. Sei weiteA® := fal’:::::a’g die zur Iteration i berech-
nete Punktwolke mit A© := A. Dann wird zur Iteration i + 1 jene Punktwolke
c® = fd?;:::; g berechnet, fir die

1 ° ° EZ

"2 b2B:°a” i I minimal 8 =1;:::;n
2

gilt.
Nun wird eine Rotationsmatrix R() und ein Transformationsvektort) bestimmt,
so dass das Funktional
L1 - X (i) . ). 2
h(R;t) := kRaj i q i tkz
j=1

minimal ist. Jenes Vorgehen wird mitA(+D = fR(‘)a(li) i 10 R | thg wie-
derholt, bis die Anderung in h zweier aufeinander folgender Iterationen hinreichend
klein ist. Dieses Verfahren wird als sehr genau und schnell beseben [12], die G-
te des Verfahrens ist jedoch stark von dem Anfangswert adhgig und damit nicht
robust gegember der anfinglichen Transformation.

Einen Ansatz, um dieses Problem zu verringern, wird in [12] vaggchlagen. Dabei
gehen die Autoren wieder von einer Punktwolké& und einer Referenzpunktwolked
aus, wobei sie annehmen, dass die Punkte aigjegember den Korrespondenzpunk-
ten in B verrauscht sind und beschreiben dies mit einer NormalverteilgrN (*; 8).
Daraus folgernd formulieren sie das oben genannte Problenr denpassung zweier
Punktwolken A;B als Likelihood-Sclétzung bezglich der Transformation mit zu-
sétzlichen Matching-Gewichten, die die Wahrscheinlichkeider Korrespondenz zweier
Punkte angeben. Ein Spezialfall dieser Formulierung ist da®en genannte ICP.

Nun wenden sie das Expectation-Maximization-Prinzip auf jem Likelihood-Sclt-
zung an, in dem sie iterativ die Erwartung der Matching-Gewltte berechnen und
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anschlie¥end mit deren Hilfe die Likelihood-Satzung bzgl. der Transformation ma-
ximieren. Sie erhalten den so genannten EM-ICP (Expectatieklaximization) als
Resultat, welcher Konvergenz garantiert.

Fiv ein gleichmAlziges und gleichgerichtetes Rauschen wird durch die Varigz

Skalierungsfaktor interpretiert wird. Bei hohen Werten vor#zverhalt sich der EM-ICP
sehr robust, hingegen bei kleineren Werten wie der ICP. Daraableitend schlagen
die Autoren vor, die Varianz ¥.anfanglich gro¥z zu whlen und iterativ mittels eines
einfachen Vorgehens zu verkleinern, um einen robusten Algarnus zu erhalten, der
jedoch ebenso genau wie der ICP ist. Za&lich wird noch eine Reduzierung der
Anzahl der Punkte vorgenommen, die iterativ, je mehr man sichet Lésung rAhert,
wieder aufgehoben wird. Die Autoren erhalten einen Algorithaos, der robuster und
schneller ist, wobei die Reduzierung der Punktanzahl wesentli dazu beitAgt.

Um noch auf weitere Verbesserungsvorsdge v den ICP hinzuweisen, sei an
dieser Stelle der Vorschlag aus [13] e#wnt, in dem anfanglich ein approximierter
kd-Baum erstellt wird, um die Suche nach dem#chstliegenden Punkt in jeder Itera-
tion im ICP zu beschleunigen. Ein parallele Implementieruniy das ICP ist in [18]
vorgeschlagen.

4.3 Die mathematische Modellierung

In diesem Abschnitt greifen wir die Ideen aus Abschnitt 4.2 auf unsitellen das in die-
ser Arbeit behandelte mathematische Modell zur édsung der Aufgabenstellung vor.
In Anlehnung an dieBbliche Aufteilung der Aufgabe in Grob- und Feinregistrierung
bauen wir die Modellierungéhnlich strukturiert auf. In Abschnitt 4.3.1 suchen wir

zunAchst nach einer guten Anfangsposition des Modells gegber der Punktwolke.

Anschlie¥send stellen wir den Ansatz in Abschnitt 4.3.2 vor, mit dem mausgehend
von dieser Anfangsposition das Funktional in (4.1) minimiererDanach widmen wir

uns dem Problem des Preprocessings bzw. der Datenaufbereguom die Laufzeit

zu verringern.

4.3.1 Grobregistrierung

In Abschnitt 4.2.1 wurden einige Vorschige vorgestellt, wie ein guter Anfangswerf
ein spéteres iteratives Verfahren zur Bsung des Problems in (4.1) gefunden werden
kann. Aus den Gegebenheiten erscheint uns die Hauptkomponerdealyse als die
beste Herangehensweise, da Form und @#enverfltnisse von Modell und Messung
gré¥stenteilshbereinstimmt und diese Methode sowohl einfach zu implementém,
als auch schnell zu berechnen ist. Ferner erwarten wir, dass sks Verfahren einen
guten Anfangswert zur ldsung des hier beschriebenen Problems liefert. Nachteilig
ist allerdings, falls z. B. das Modell nicht komplett durch dieMessung abgebildet
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wurde, dass die Hauptkomponenten des Modells mit denen der Mesgunicht Boer-
einstimmen mAssen und so einen schlechten Anfangswert liefern. Abhilfe scha®en
Featureextraktionen sowohl im Modell als auch in der Punktw&e, auf die wir in
dieser Modellierung nicht eingehen.

4.3.2 Feinregistrierung

Da die direkte Minimierung des Funktionals in (4.1) zu komg@x erscheint, greifen wir
fiv die Feinregistrierung die Idee des ICP auf. Dazu ski: R® 7! 4 , eine Funktion,
die einem Punkt der Punktwolke einen korrespondierenden Pkinauf dem Modell
zuordnet. Fir diese werden nurR 2 P und t 2 R® bestimmt, die die Summe
X
f(Rit):=  kRk(p)i ti pk;
p2P

minimieren. Anschlievsend wenden wir die Transformation mR;t optimal auf das
Modell an. Hierbei ist zu bemerken, dass keine Nachbarschaftsletzingen betrachtet
werden, sondern zuAchst nur Punkt-zu-Punkt-Korrespondenzen.

Der ICP wird, wie oben ervéhnt, als sehr genau und schnell beschrieben, jedoch
weniger robust, da dieser lokal optimiert und somit in lokale Miima konvergiert, die
unter UmstaAnden weit entfernt von der eigentlichen Optima#lsung sind. Das Ziel ist
es, die zwei ersteren Eigenschaften #ilbernehmen und die letztere zu verbessern.

Eine mégliche Schwiche im ICP scheint die Wahl #v k zu sein, zu einem be-
stimmten Punkt p 2 P jeweils den rchstliegenden Punkt im Modell zu nehmen.
Dies bedeutet mitunter, dass mehreren Punkten au® ein und derselbe Korrespon-
denzpunkt zugewiesen werden kann, was ein Widerspruch zu degeatlichen realen
Verhaltnissen ist. Deshalb v@hlen wir flv die Korrespondenzpunktsuche eine eher
globale Herangehensweise.

Flussproblem minimaler Kosten

Die Idee fiv die Korrespondenzpunktsuche ist gegéber der im ICP, die Punkte aus
P Dreiecken ausl' zuzuordnen, wobei die Anzahl der Punkte, die ein und demselben
Dreieck zugeordnet werden, nach oben besghkt werden sollen. Ist ein Punktp, 2 P
einem DreieckD; zugeordnet worden, so ergibt sich der jeweilige Korrespondennkt
ki von p; aus
! 4, (p) = argminkdj pk>: (4.2)
d24 |

Da 4; 6 ; abgeschlossen und konvex un&*® zusammen mit dem Euklidischen
Skalarprodukt ein Hilbertraum ist, existiert dieser Korresponénzpunkt und ist auch
eindeutig [15, Abschnitt 3.1].

Wir modellieren die Korrespondenzpunktsuche mit Nebenbedinggen als Fluss-
problem minimaler Kosten. Dazu seiG = (V; E) das in Abbildung 4.2 dargestellte
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dem jeweiligen Dreieck zugeordnet werden darf. Sei weitelednaximale Kapazitt
aller weiteren Kanten gleich eins und die minimale Kapazt aller Kanten gleich null.

Versehen wir die Kanten {;j ) fiv allei =1;:::;nundj = n+1;:::;n+ m mit
Kosten, die abhngig von der Distanz zwischen dem jeweiligen Punkt und Drelec
sind, die Knoten 1::::n zusitzlich mit einer Quelle mit Bberschuss eins und den
Knoten n+ m+1 mit einer Senke von;j n, so erhalten wir ein Flussproblem minimaler

der Kostenvektor mit

6= 'kpi | 4 (P ki 4m(|0i)k§¢T 8i=1;:::;n
und | 4, : R®7!'4 ; die Projektion aus (4.2) fiv allej = 1;:::; m. Dann modellieren
wir das Korrespondenzenproblem mittels des folgenden Optienungsproblems:
min c'x
sit: ETXXj. =u1’ 8 =1;:::;n; 4.3)
X= X{;X3iiinxE o ox 210, 1g™;

unde=(1;1:::;1)" 2 R™ der Vektor, der nur Einsen enthlt.

Eine o®ene Frage bleibt noch, wie die maximalen Kapa&ien u zweckmaviig be-
stimmt werden kénnen. Hierbei gehen wir davon aus, dass die Punkte der Punkt&el
auch Scandaten sind und die Koordinaten des Modells grob mieden der Scanda-
ten nach der Grobregistrierunglbereinstimmen. Wenn die zwei Bedingungen it
sind, liegt die Kameraebene bezogen auf das Modell @&mernd parallel zurx-y-Ebene
und folglich ist annéhernd bekannt, wieviele Punkte eine bestimmte Dreieckathe
des Modells abbilden, da die Punkte der Scandateaguidistant entlang derx- und
y-Achse liegen.
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4 Die Modellierung

Punkte Dreiecke

Abbildung 4.2: Darstellung des Flussproblems minimaler Kosten

Wir berechnen dabei nur die grob gesdizte Anzahl der Punkte, die auf eine
bestimmte Dreiecks@che fallen und nicht die exakte Anzahl, da anzunehmen ist, dass
diese durch die grobe Anpassung von Modell und Scandaten nichtsaagekaftiger
ist, jedoch hdheren Rechenaufwand erfordert.

Seienf (Xo+ (1§ Dt;yo+(ji ty):i=1;::158;) =1;:::1;59die Gitterpunk-
te auf derx-y-Ebene # s;;s, 2 N und t4;t, > 0. Dann gibt der Wert ns mit

n. = S1 ¢Sz
T (S0 Dt ®(s2i Dty

eine Scltzung der Anzahl der Gitterpunkte an, die auf einer Fcheneinheit liegen.
Projiziert man nun mittels © : R® 7! R® mit

©(v) = (v(1);v(2);0)"

die Knoten der DreieckeD; des Modells auf diex-y Ebene und berechnet die Eche
Fi des projizierten Dreiecks, so edit man durch

Np, := Fi ¢ng

die mittlere Anzahl der Punkte, die das DreieckD; abbilden.
Folglich dridckt np, ein Ma% @y die Anzahl der Punkte aus, die dem Dreieck zuge-
wiesen werden. Um nun die maximale Kapa#t u festzulegen, bestimmen wir den
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4 Die Modellierung

nAchstg®lseren ganzzahligen Wert vamy,, d. h.

Falls nun die Summe der Maximalkapazéten vonu so gevihlt wird, dass sie gbvaer
gleich n ist, so existiert eine zulssige Bsung des Optimierungsproblems (4.3), und
da die Menge der Bsungen endlich ist, existiert auch eine Optimadsung von (4.3).
Auf die LAsung des Problems (4.3) werden wir in Kapitel 5.3 eingehen.

An dieser Stelle sei noch bemerkt, dass mit obiger Herangehenswsish die Be-
ricksichtigung von Ausreivsern einfach realisieraasht, in dem ein zuétzlicher Knoten
fn+ m+2gzuV dazugefigt und E um die Kantenmenge

erweitert wird. Setzt man die Kosten auf den Kanten der Meng& auf null und
beschénkt man von oben die Kapaziat der Kante (n+ m+2;n+ m+ 1) auf die
maximale Anzahl an Ausreivsern, so wird erreicht, dass diejenigearRte, deren Zu-
ordnung zu allen Dreiecken hohe Kosten verursachemwlen, als Ausreivser deklariert
werden.

Dies ist jedoch auch eine Herangehensweise, um dieA&sigkeit des Problems zu
erreichen. Dazu erweitern wir ebenfalls die Knotenmendeum den Knotenn+ m+2
und die KantenmengeE um [E. Falls z. B. die Bedingung

xn
n- u(i)

i=1
nicht erféllt ist, so kann man durch das Setzen von hohen Kosten auf den Kan
B nf(Nn+m+2;Nh+m+1)9 Und durch das Setzen der maxi,gmalen Kapad#t der Kante
(Nn+m+2; Nn+m+1) auf einen Wert, der gé¥ser gleich j . u; ist, die ZulAssigkeit
realisieren. Diese Mglichkeit werden wir # die numerischen Tests in Kapitel 7
nutzen, wenn nicht mehr jeder Punkt eine Kante zu allen Dregken hat. Siehe hierzu
den Abschnitt 4.3.3.

Transformationsoptimierung

Aus einer zulissigen Bsungx des oben beschriebenen Optimierungsmodells Alth
man die Korrespondenzpunkte auf dem Modell zu jedem Punkt d&unktwolke, in
dem die Projektion |4, ,(p) aus (4.2) mitj(i) 2 fj :xi(j)=19 fivalep 2 P
angewendet wird. Diese De nition ist wohlde niert, dajfj : x;(j) = 1gj =1, wenn x
eine zulssige Bsung ist. Nun sind die Korrespondenzpaare bekannt und das weéer
Vorgehen ist wie im ICP mit dem Unterschied, dass die Abdhde zu den Dreiecken
unterschiedlich gewichtet werden. Wir minimieren das Funkbnal f mit
X
f(R;t):= L (DjiykRK(p) i ti pik’ (4.4)

i=1
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4 Die Modellierung

und wenden die TransformationTg; fé R;t optimal auf das ModellM an.

4.3.3 Aufbereitung der Daten

Wie schon in [12] festgestellt, siehe dazu Abschnitt 4.2.2, balart es sich bei iterativen

Algorithmen oft, um an Schnelligkeit und Robustheit zu gewinen, anfAnglich die

Datenmenge zu verkleinern, d. h. konkret die Anzahl der Punktin der Punktwolke

und die Anzahl der Dreiecke im Modell. Um jedoch nicht an Genagikeit zu verlieren,

wird die Datenmenge sukzessive in demaohsten Iterationen, je mher man sich an
dem Minimum be ndet, wieder erdht. Dabei soll das mathematische Modell mit
der erhBhten Datenmenge aufgrund der in der vorhergehenden Iteiam berechneten
LAsung_leicht Bsbar sein.

Des Bfteren ist diese Herangehensweise sogar unverzichtbar, dia ie Ldsung
des mathematischen Modells mit der vollen Datenmenge oft ente Ressourcen be-
ansprucht werden. Kennt man jedoch eine approximiertedsung, so wird die Be-
rechnung der ldsung des mathematischen Modells aucifgro¥e Datenmengen oft
deutlich schneller.

Um diese Vorgehensweise in den in Abschnitt 4.3.2 beschriebeneratwen Ablauf
zu integrieren, ist nun die Idee, zuAchst die PunktwolkeAquidistant entlang der x-
und y-Achse auszu#nnen und das Modell mit nur wenigen Dreiecken zu approxi-
mieren, falls die Datenmenge zu groY. istifdiese reduzierte Datenmengeadsen wir
das in Abschnitt 4.3.2 beschriebene Flussproblem (4.3) und ertel so eine ldsung.

In der nAchsten lIteration erlBhen wir die Datenmenge, d. h., wir heben die An-
zahl der verwendeten Dreiecke an. Um nun dieglsung aus der ersten Iteration zu
verwenden und das in dieser Iteration zudsende Flussproblem minimaler Kosten zu
vereinfachen, entfernen wir die Kanten, von einem Punkt ddPunktwolke zu all den
Dreiecken, die nicht an das Dreieck grenzen, zu welchem derrRt in der vorherge-
henden Iteration zugeordnet wurde.

Genauer legen wir fest, dass ein Punkt der Punktwolke, der zurseen Iteration
dem DreieckD zugeordnet wurde, in dem Optimierungsmodell derathsten Iteration
nur Kanten zu den Dreiecken erflt, die das DreieckD und dessen Nachbarn in
dem Modell mit der erdhten Anzahl an Dreiecken ersetzen. Diese Vorgehensweise
kann nun, in dem die Anzahl der Dreiecke sukzessiv gt wird, fir alle weiteren
Iterationen fortgefidhrt werden.

Um sie jedoch umzusetzen, bétigen wir eine Hierarchie von Modellen, deren erste
Stufe das Modell nur grob und alle weiteren immer feiner appximiert, wobei festge-
legt sein muss, welche Dreiecke in deBheren Stufe welches Dreieck in der geringern
Stufe ersetzen. Die Umsetzung solch einer Hierarchie werden wirAbschnitt 5.1 des
néchsten Kapitels aughhrlich beschreiben. Des Weiteren ist noch zu &ten, wann
zwei Dreiecke im selben Modell benachbart sind.

— N . T
De nition 4.3.1.  Zwei DreieckeD;; D; hei%erbenachbartfalls4; 46 ;.
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4 Die Modellierung

Ist die hgchste Stufe von allen Modellen erreicht, so edft ein Punkt der Punkt-
wolke, der zur vorhergehenden Iteration dem DreiedR zugeordnet wurde, in dem
Optimierungsmodell der aktuellen Iteration nur Kanten zu den DreieckD und dessen
Nachbarn.

ZusaAtzlich ist es auch néglich, die Anzahl der Punkte zu reduzieren und diese
stufenweise wieder zu edhen. Jedoch betrachten wir in dieser Arbeit eine feste
Anzahl von Punkten Bber alle Iterationen.
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5 AnsAtze zur L Asung des
mathematischen Modells

In diesem Kapitel Bsen wir das im Kapitel 4 vorgestellte mathematische Modell und
bilden die Grundlage & den in Kapitel 6 aufgelisteten Algorithmus. Im rAchsten
Abschnitt werden wir einen Ansatz zur Erstellung einer Hierarchieron Modellen
vorstellen, um die in Abschnitt 4.3.3 skizzierte Datenaufberiing durchzufdhren. In
den weiteren Abschnitten geht es um die dsung der Optimierungsprobleme (4.3)
und (4.4).

5.1 Aufbau einer Hierarchie von Modellen

Der in diesem Abschnitt beschriebene Ansatz zur Erstellung einer Haechie basiert
auf einer Idee aus [9], die jedoch kein Optima#itskriterium erf@lt. Dabei wird aus
einer vorgegebenen Triangulierund = (V;E) eines Bildes im Zweidimensionalen,
d.h. V % R?, iterativ eine Menge ¥ ¥ V ausgevéhlt, fiv die fq;pg 62E fiv alle
g;p2 ¥ gilt. Die Autoren bezeichnen die Menge als unaldimgig.

Diese Menge und deren zugéhige Kanten werden aus der Knotenmengé bzw.
aus der Kantenmeng& entfernt. Danach werden i jeden Knoten, der ausV/ entfernt
wurde, diejenigen Knoten ausgeahlt, zu denen eine gemeinsame Kante existierte,
und zwischen diesen mittels des eindeutigen Delaunay-Kritems [10, Abschnitt 9.2]
neu trianguliert. Es entsteht eine neue Triangulierung® = (¥ ;E), die aus weniger
Knoten besteht und damit weniger Information entilt. Iterativ angewandt entsteht
so eine Hierarchie von Dreiecksnetzery; T1;:::; Tk mit Vo 3% V; 3% 11 3% Vi und
T, = (V;;E;) 8i = 1;:::;k und k 2 N. Die Idee der unablngigen Menge ist
dabei, die Topologie des Modells von einer Iteration auf digndere nicht zu stark
zu verAndern.

Bevor ein Knoten entfernt wird, werden #v jeden Knoten Kosten bestimmt. Der
Knoten wird entfernt, der mit den bereits in dieser Iterationentfernten Knoten eine
unabhdngige Menge bildet und unter allen Knoten, die diese Bedingg erfilen,
die geringsten Kosten hat. In [9] werden die Kosten alhgig von den partiellen
Ableitungen der dem Knoten zugeordneten Bildintenséit und einemAhnlichkeitsmaYs
der Intensitét zu der jeweiligen Umgebung des Knotens bestimmt.

Diese Idee der Hierarchiebildung wirddr die hier beschriebene Herangehensweise
adaptiert, allerdings wird sie auf Dreiecksnetze (Obegthen) bzw. auf einer Triangu-
lierung im Dreidimensionalen erweitert. AuYserdem wird das Kerium zur Bestim-
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5 Angétze zur Ldsung des mathematischen Modells

mung der Kosten pro Knoten veandert. Um jenen Ansatz auf Ober#chen imR3
zu erweitern, bedienen wir uns dennoch der eindeutigen Defey-Triangulierung im
Zweidimensionalen. Sei als®; = (V;; E;) die Triangulierung zur Iteration i.

Nun ist es das Ziel, zuAchst die Kosten & jeden einzelnen Knoten aus/ zu
berechnen. Dalir bestimmen wir in Abschnitt 5.1.3 ein Di®erenzvolumen zwischen
T; und einer Triangulierung, deren Knotenmenge nicht diesen kKxwen, jedoch alle
anderen enthélt. Dieses Volumen gibt dann die Kostendr jeden einzelnen Knoten
an. Nun wird die Triangulierung T; durch eine Triangulierung ersetzt, deren Kno-
tenmenge um den Knoten mit den geringsten Kosten voW, abweicht. Zugitzlich
werden alle Knoten der neuen Triangulierung, die den Nachldaroten des Knotens
mit den geringsten Kosten entsprechen, markiert, so dass sie inske Iteration nicht
mehr entfernt werden. Diese Vorgehensweise wird wiederholisimur noch Knoten,
die nicht mehr entfernt werden difen, vorhanden sind oder eine bestimmte Anzahl
zu entfernender Knoten erreicht ist. Dann bildet die Menge deentfernten Knoten
die unabhAngige Menge® und die durch Ersetzungen entstandene Triangulierung
die Triangulierung zur Iteration i + 1.

Um aus einer Triangulierung eine neue Triangulierung zu erttgln, die bis auf
einen Knoten die gleiche Knotenmenge und bis auf alle Kantetie zu diesem Knoten
inzident sind, die ebenso gleiche Kantenmenge hat, triangeiten wir zwischen den
Nachbarknoten neu und erhalten so neue Dreiecke.

Um dies zu erreichen, projizieren wir im Abschnitt 5.1.1 alle Nabarknoten auf
eine geeignete Ebene, um dann im Abschnitt 5.1.2 mittels Delaay im Zweidimen-
sionalen zu triangulieren.

5.1.1 Bestimmung einer geeigneten Projektion

Seiv der Knoten, der aus der Meng¥; entfernt werden soll. Dieser sei so géhlt, dass
V; nfvg und E; ohne die inzidenten Kanten vorv noch einen zusammerngenden
Graphen bilden. Dann werden zuéchst zu dem Knotenv alle zugetrigen Dreiecke
D; von T; bestimmt, von denen der Knoterv ein Eckpunkt ist.

Es bezeichnelp mit jJpj = r fir r 2 N die Indexmenge dieser Dreieckd, ; fiv
allej 2 Jp die zugetrigen Dreiecks@chen undG = (; E,) einen Graphen mitV,,
jWj > 3, die Menge aller Eckpunkte dieser Dreiecke urtgl, die Kantenmenge mit

E,=ffuwg:fu;wg?2E; und u;w 2 V,g:

Nun ist das Ziel, die Vereinigung der Dreieck#&chen4 := SjZJD 4 ; homéomorph
auf ein zweidimensionales Objekt, in dem Fall eine Eberi& mittels der Projektion
e R37VE mit

 g(d) = min kw i dk,

P ¢
abzubllden so (gassﬂr (f.’(”e Dred(éckeD = Iql'q'l'q'2 mit | 2 Jp die projizierten
Drelecke | E q' i E qf1 i E q'2 eine Triangulierung bilden, deren Knoten sich auf
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5 Angétze zur Ldsung des mathematischen Modells

der Ebene be nden. Um die hier erdhnte Triangulierung von der Triangulierung
T; besser unterscheiden zudanen, werden wir die Triangulierung, die nur aus einer
reduzierten Anzahl der Dreiecke gebildet wirdreduzierte Triangulierung nennen.
Spéter soll dann mittels Delaunay neu trianguliert werden. ZuAchst betrachten wir
das Problem, die Parameter der EbenE entsprechend zu bestimmen. Wir fordern,
dass f den NormalenvektorN der EbeneE

gilt, wobei N; der Normalenvektor des Dreieck®; ist. Anschaulich werden so durch
die Bedingung (5.1) alle Dreieck®; mit j 2 Jp von der gleichen Seite auf die Ebene
projiziert. Dies ist keine hinreichende Bedingungif die Bijektivit At von | gj4 . Sie soll
jedoch hier verwendet werden, um den Normalenvektor der Ebek zu bestimmen.

Damit zusatzlich fév die weitere Berechnung die Innenwinkel, die durch die Eek
punkte des projizierten Dreiecks bestimmt werden, nicht zu #g sind, soll der Nor-
malenvektor N weiter so gevéhlt werden, dass die Skalarprodukte in (5.1) dyglichst
gro¥s werden.

Deshalb formulieren wir folgendes Optimierungsproblem, umed Normalenvektor
der EbeneE zu bestimmen:

max c

N 2R3

st: NN, c 8 2Jp (5.2)
kKNK, - 1

wobei gelten soll, das&N;k, =1 fiv alle j 2 Jp.

Dieses Optimierungsproblem ist ein second-order-cone-progr§/, Abschnitt 4.4.2]
und kann exzient mit dem Innere-Punkte-Verfahren gadst werden.

Falls der aus der lBsungN® des Problems (5.2) resultierende Zielfunktionswert
kleiner oder gleich null ist oder |gj4 kein HomBomorphismus ist, wird der Knotenv
fiv das Entfernen nicht gevahlit. Erf it N° die Bedingung (5.1) und sew ein Punkt
in V, mit w"N*® minimal, dann beschreibt

©
E= p2R*:p'N°= w'N"

a

eine zweidimensionale Ebene, so dass alle weiteren Element&\gun dem Halbraum
liegen, der durch die Ebene gebildet wird und in den der Nornmevektor N © zeigt.

Auf diese Weise erhalten wir dr jeden hier betrachteten Punkt ausV, mit pas-
sendem Normalenvektor eine passende EbeBeso dass lokal die Dreiecke um den
entsprechenden Knotew m@glichst, vorteilhafl projiziert werden k énnen, und einen
Homgomorphismus © 4 7! | ¢(4) mit© ~ | gjs .

5.1.2 Durchf @hrung der Triangulierung

Nach der durchgedihrten Projektion aus Abschnitt 5.1.1 erhalten wir nach Konstuk-
tion DreieckeDjp fiv allej 2 Jp, deren Eckpunkte auf der Eben& liegen und die eine
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reduzierte Triangulierung (/?; EP) bilden. Da die Knoten ausV, nfvg alle auf einer
Ebene liegen, kann nun zwischen diesen mittels Delaunay im Zdienensionalen neu
trianguliert werden. SeienDjOI fiv alle j 2 J\g die Dreiecke, die durch die Neutrian-

gulierung bestimmt werden, Wobelflgj mit jfgj = s die entsprechende Indexmenge
mit s 2 N ist. Die DreieckeDf| seien so beschrieben, dass alle Normalenvektoren in
die gleiche Richtung wie der Normalenvektor der Eberte zeigen. Des Weiteren seien
40| 2 Ju die zugelbrigen Dreiecks#ichen. Wir nehmen an, dass es genau eine

TeilmengeJg@ von JY gibt, so dass

49%) g(4); (5.3)

j23d

die DreieckeD{ fiir allej 2 J§ eine reduzierte Triangulierung ¥/ ¢; E®) erzeugen und
alle Kanten von EP, die nicht inzident zu v sind, Elemente der Kantenmenge der
reduzierten Triangulierung ¢/¢; E9) sind.

Gibt es keine Teilmengelg mit den obigen Eigenschaften, so wird der Knotem
nicht fiv das Entfernen gewvéhlt. In Abbildung 5.1 ist ein Beispiel dargestellt, in dem
diese Indexmengdg mit den genannten Eigenschaften nicht existiert, da die Kantb
im rechten Bild nicht mehr vorhanden ist.

(a) Vor Neutriangulierung (b) Nach Neutriangulierung

Abbildung 5.1: Beispiel fiv die Nichtexistenz vonJd

Anschaulich sollen nun die Eckpunkte aller Dreieck® fir j 2 J§ mittels der
Umkehrfunktion © * von © wieder in die Menge/; abgebildet werden und die Dreie-
cke D[ flv j 2 Jd, die aus den abgebildeten Eckpunkten der Dreiecllil;-d fivj 235
erzeugt werden, sollen zusammen mit den Dreieckén fiv j 62)p eine neue Trian-
gulierung bilden. Die DreieckeD!" sind dann #r D¢ = (d/; q; @) und j 2 J§ gegeben
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durch i _ _ ¢
D' = © Yd);© H(a); © (ap)

Wir bezeichnen die zugetrigen Dreiecks@chen vonD! mit 4 ' fdr j 2 J§ und
die entsprechende Vereinigung der Dreieckfi¢hen mit4 ". Es ist o®ensichtlich, dass
die Funktion2: 4" 7! (4™ mit2 ~ ! gjs» wieder ein HomBomorphismus ist.

Wegen (5.3) ist die Funktion @ 1(3( ¢) @ber 4 " wohl deniert. Des Weiteren
gilt, dass man v jeden Ho@omorphismus i aus_der De nition 4.1.4 vonT; einen
Hom@omorphismusf: 4" [ ~ g5 4; 71 { 4"[ T 5 4, mittels

( iy
Ao ((©T( Q)  hberd?
' i sonst

konstruieren kann, der die Menget " [ SjGZD 4 ; auf eine Ebene abbildet. Folglich
ist der Graph, der durch die Dreiecke’ fiv j 2 J3 und D; fiv j 62]p erzeugt wird,
nach Konstruktion eine Triangulierung.

Hierbei sei ebenso bemerkt, dass durch das Weglassen des Punktesne neue
Triangulierung entsteht, die jedoch im Allgemeinen weniger €ails als die vorherige
enthAlt.

5.1.3 Berechnung eines geeigneten G iAtekriteriums

Wie schon am Anfang von Abschnitt 5.1 erdhnt, bendtigen wir Kosten v jeden
Knoten v, die die Ve@nderung der Triangulierung kennzeichnen, wenn der Knoten
ausT; entfernt wird. Fi&v diesen Zweck berechnen wir ein Di®erenzvolumen zwischen
der Triangulierung T; und der neuen Triangulierung.

Dazu betrachten wir zurAchst das DreieckD; und das entsprechende DreiedR
fdr j 2 Jp. Dann bilden wir die konvexe Hille der Eckpunkte vonD; und D und
bestimmen deren VolumerV,. Berechnet man nun das Volumeng alle j 2 Jp, so
erhdlt man ein Gesamtvolumen

Analog bestimmen wir dieses Volumenéf alle Djd und deren entsprechende Drei-
eckeD] fiv | 2 J3 und erhalten ein erneutes GesamtvolumeX. Dann de nieren

wir den Wert jV i Vj als Kosten fir die VerAnderung der Triangulierung, wenn der
Knoten v entfernt wird.

Nun kénnen i alle Knoten ausV, Kosten berechnet und eine entsprechende Tri-
angulierung bestimmt werden, dies nicht enthalt. Folglich ist es mit dem Verfahren,
welches am Anfang des Abschnitts 5.1 beschrieben wurdedglich, eine Hierarchie
von Modellen zu erstellen.
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Um zusétzlich noch, wie in Abschnitt 4.3.3 angedeutet, zwischen deringelnen
Triangulierungen eine Verbindung zu erzeugen, wird ein Dieek D' filv | 2 J3, das
nun der Triangulierung Ti.; angetdrt, mit allen Dreiecken D; fi&v j 2 Jp in der
Triangulierung T; verlinkt, falls sie mindestens einen Eckpunkt mitD{' gemeinsam
haben.

5.2 Grobregistrierung

In diesem Abschnitt wird beschrieben, wie die Hauptkomponenterom Modell in die
der Punktwolke Aberfdhrt werden. Zurdchst beschreiben wir die Hauptkomponen-
tenanalyse im Allgemeinen, welche im Englischen mit principleomponent analysis
bezeichnet und daher oft mit PCA abgefirzt wird.

5.2.1 PCA im Allgemeinen

Die Hauptkomponentenanalyse ist eine Transformatiom : R' 7! R" mit - 1,
auch bekannt als Karhunen-Loeve-Transformation, die angewdt auf eine Menge

vonk . 1 Vektorenfay;:::;ag ¥%R', deren Mittelwert 1=k }‘:1 g gleich null ist,

Eigenwertzerlegung von der gesgizten Kovarianzmatrix AAT = QTaQ ergibt. Als
Hauptkomponenten bezeichnet man dabei die Eigenvektorem:::; q].

Wie schon aus der Transformatiotd erkennbar ist, kann man mit Hilfe der Haupt-
komponentenanalyse eine Dimensionsreduktion multivariat&aten durchfdhren, was
auch das Hauptanwendungsgebiet der Hauptkomponentenanalysklét. W Ahlt man

Eigenwerten, so wird durch die Transformation der Informatinsgehalt der Daten wei-
testgehend erhalten, da nur die Information verloren geht,id mit den Eigenvektoren
der kleinsten Eigenwerte korrespondiert.

5.2.2 Anwendung der PCA auf das Problem

Das Augenmerk der Anwendung der Hauptkomponentenanalyse liggtdieser Arbeit
nicht auf der Dimensionsreduktion, sondern auf der Bestimmunged Hauptkompo-
nenten der Punktwolke und des Modells, um jene aufeinander regen und damit
die Punktwolke und das Modell gleich auszurichten. Wir kestimen also eine Trans-
formation Typ : R® 7! R3, die angewandt auf die Punkte ., 4 ;, eine Menge von

Vektoren liefert, deren Hauptkomponenten denen der Punktike P entsprechen.
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Dazu bestimmen wir zuchst mittels des in Abschnitt 5.2.1 beschriebenen Vorge-
hens die Hauptkomponenten der Punktwolk®, was die Verschiebung der Punktwolke
P um den Mittelwert

1 X
tp == — P (5.4)
n i=1
voraussetzt. Wir erhalten eine orthogonale MatrixQp .

Da in den obigenBberlegungen die Hauptkomponentenanalyse nuiifeine diskrete
Punktmenge angewendet werdendknen, das Ziel ab%r ist, die Hauptkomponenten
des Modells, also die Menge der Vektoren ads := U, 4; zu bestimmen, ver-
wenden wir die in [19] beschriebene HauptkomponentenanalySene Analyse stellt
eine Erweiterung der hermmlichen Hauptkomponentenanalyse dar, da sie auch die
Hauptkomponenteni@ber kontinuierliche Gebiete bestimmen kann.

Zunéchst berechnen wir den Mittelwert vord und anschlie¥send die Hauptkompo-
nenten, um so die orthogonale MatriXQy und den Translationsvektorty, zu erhalten.

Seien dalv Al =[al;al;al];:::;A™ =[a]'; a'; al'] ¥2 R* 3 Matrizen, deren Spalten
die Dreiecks@chen4 ;;::::4 ,, mittels
© . . . a
4,= ara=a;+ @+t +1,- L3t 0 8i=1;::5;m

erzeugen. Zuétzlich de nieren wir die Menge
© a
(1

W = 1)2R? i1+ 1,0 1
Dann bestimmen wir analog zu den Auﬁhrunzgen in [19] den Mittelwert von4 durch
1
E4)= —— ada;
V(4 ) a24

R .
wobeiV(4) := _,, ldadas Volumen von4 ist. Da die Funktionen A : W 7! 4
mit A (1) = al +[a);a5]* bijektiv sind, folgt fér
o o Peai haa
e Labi hab; abi

symmetrisch und posi%iv de nit [8, Abschnitt 3.3], dass

V(4)= 1da
Za24 1[4 m 7

lda+ :::+ lda
23.24 1 a24 m Z

P —— p—
detGd! + :::+ detG,,d*
312W 12,WZ:LZ:Lill

p Y
detGl + 0t detGm ¢ d: 2d11
s .0 0

p P
% detG; + :::+ detG,
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und analog
1 Z
E4)= —— ada
V(4 a24
1 X £1” tit i i [
= . + 1 + 1 1 1
v ~ detG; o ay 18y 2850 ,d! | (5.5)
0,1
1 Xp o2
= - Al @IA
V@) detG,A ;
i=1 =
6
ist.

Wir setzen nun den Translationsvektorty, := E(4 ) und verschieben alle Vektoren
in 4 um den Vektorty, , so dass dessen Mittelwert sich zu null ergib_t. Danach erhalten
wir & := fbj t:b24g und die entsprechenden Matrizen€ = [&);6);a}] fiv alle

i=1::::; :m. Nun kann die Kovarlanzmatrlx mittels

3 1 Z
Cov # = 3~ aa' da

vV £ a#®

analog zu (5.5) ermittelt werden [19] und es ergibt sichif

6 = Mhaﬂz;aizi hal,; abi
' hel;eli hal;ahi
dass .. . s d 01 1 ;1
Cov # = -  det€&ck mito= @ 1 1A (5p
V& t %3

ist.

Aus (5.6) wird mittels der Bberlegungen aus Abschnitt 5.2.1-die orthogonale Matrix
Qm bestimmt, deren Spalten die Eigenvektoren von Cow® sind. Abschlievaend
ergibt sich aus den obigen Betrachtungen die gesuchte Transfation T mit

T(@)= QpQu(aj tm)+ ty (5.7)

5.3 Feinregistrierung

Die Aufgabe in diesem Kapitel ist es, die Optimierungsprobleme.@) und (4.4) aus
Kapitel 4 zu ldsen, wobei letzteres auf die Anwendung eines in Abschnitt 5.3:@r-
gestellten Satzes beruht. Im Achsten Abschnitt werden wir einige Bsungsverfahren
vorstellen, mit denen das Problem (4.3) gékt werden kann. Insbesondere wird dabei
auf die Ldsung des Problems mittels des Formens des Lagrange-Dualearauf wir
spater das so genannte Bndelverfahren anwenden, eingegangen.
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5.3.1 Verfahren zur L @sung des Korrespondenzenproblems

Das in Abschnitt 4.3.2 vorgestellte Optimierungsproblem zur B#immung der Kor-
respondenzen ist ein Flussproblem und kann deshalb mit der dafvorgesehenen
Standardsoftware gabst werden. Das wohl bekannteste Verfahren ist dabei das Sim-
plex-Verfahren.

Das Simplex-Verfahren

Zur Lésung des Flussproblems minimaler Kosten eignet sich der Netzw&iknplex-
Algorithmus besonders gut, siehe dazu [4, Abschnitt C.4]. Nun betchten wir fol-
gendes lineare Optimierungsproblem zu (4.3):

min  c'x

e Ty — R SR .

st: ex;j=1 8 oinm (5.8)
Dx - u; ¢
X = XP;Xgiiinxh o x 2 [051M:

Da es sich in (4.3) um ein zssiges Flussproblem handelt, hat auch das Opti-
mierungsproblem (5.8) eine BAsung. Da weiter die dem Flussproblem entsprechende
Knoten-Kanten-Inzidenz-Matrix total unimodular ist und sowohl die Kapazitaten als
auch die, Lieferanten\ und ,Konsumenten ganzzahlig sind, hat es wegen;[0"®
kompakt eine ganzzahlige Optima#lsung [4, Abschnitt 11.12]. Des Weiteren ist je-
de zulssige Basiglsung von (5.8) ganzzahlig, weshalb die mittels Simplex-VaHren
berechnete OptimalBsung von (5.8) auch eine Optimaisung von (4.3) ist. Folglich
|Asst sich das Problem (4.3) mittels des Simplex-Verfahrengsken.

Ein Softwarepaket, welches die Implementierung dieses \@hnfens beinhaltet, ist
z.B. das ILOG CPLEX, das urspénglich von Robert E. Bixby entwickelt und 1997
von ILOG erworben wurde [1]. Dieses Softwarepaket werden Vi numerische Tests
in Kapitel 7 verwenden, um die Simplex-Methode mit anderenarfahren zu verglei-
chen.

Ein weiteres Softwarepaket ist die MCF-Bibliothek (minimumcost-°ow), welche
durch das Konrad-Zuse-Zentrum#r Informationstechnik Berlin bereitgestellt wird.
Diese Bibliothek ist eine Netzwerk-Simplex-Implementierungnd dient der Lésung
von Flussproblemen minimaler Kosten.

Bestimmung einer approximativen L BAsung

Die bisher vorgestellten Solverdsen das Problem (4.3) exakt und liefern immer eine
zulassige IBsung, falls eine existiert. Da es jedocliif den in Kapitel 4 beschriebenen
Anwendungszweck ausreicht, nur eine approximativedisung zu berechnen, ist die
Idee, die BedingungDx - u durch die Lagrange-Multiplikatoren in die Zielfunktion
zu schreiben und das Lagrange-Duale mittels desiBdelverfahrens zudsen.
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Unter einer approximativen L&sung verstehen wir in diesem Sinne einedéung
g, deren Zielfunktionswertc™® 2 [c"x" | ";c"x" + "] ist und die Nebenbedingung
DX - u nur approximativ erflllt, d.h. j ", - Dr - u+ "5, wobei";", , 0 klein
gewahlt ist und x° eine Optimalldsung von (4.3) ist. Der Wert von" bzw. ", gibt
somit die minimale Gite der Approximation an. Des Weiteren ist also eine appro-
ximative L@sung nicht notwendigerweise z@bsig. Das Ziel ist, durch das Berechnen
einer approximativen Ldsung gegerber der Berechnung der exaktendisung weniger
Operationen zu bewtigen.

Es ist anzunehmen, dass die Berechnung einer approximativeAdung i\ den in
dieser Arbeit beschriebenen Anwendungszweck ausreichend ist, dB.zdie Kapazi-
tAtsgrenzen der Dreiecke nur gesétrte Werte sind und somit nicht zwangshu g mit
den tatsAchlichen Wertengbereinstimmen.

Lagrange-Relaxation

In diesem Abschnitt wird der Begri® der Lagrange-Relaxation Behrieben. Dazu
betrachten wir das lineare Programm (primales Problem)

min c¢'x
st: AX- b
x. 0

5

mit x 2 RS, einem Kostenvektorc 2 RS, A 2 R'°S einer Matrix und b2 R' einem
Vektor fiv s;t 2 N.
Die so genanntd_agrange-Funktionist dann de niert durch

L(,;x):= c'x+(bj AX)T,; (5.9)

wobei, 2 R' und , - O die Lagrange-Multiplikatoren sind. Aus der Lagrange-
Funktion in (5.9) ergibt sich die korrespondierende duale Flktion mittels

M, ) :

inf L(,;x)
X, 0 (5.10)

b', +inf (cij AT,)"x
x, 0
und das zugelvige duale Problem aus
max b',
maxu(,), st: AT, - c
0 - 0

Die Technik, die harte Nebenbedingungdx - b in die Zielfunktion in (5.10) zu
schreiben und dies@ber, - 0 zu maximieren, nennt marLagrange-RelaxationDas
heivit, i ein bestimmtes, wird die Lagrange-Funktion zurchst lber x minimiert.
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Diesesx ist nicht notwendigerweise zulssig, jedoch erlit die Lagrange-Funktion
einen Bestrafungsterm, der ab#ngig von der, Starke der Verletzung\ ist. Bei der Ma-
ximierung der Lagrange-Funktion@ber , - 0 wird aber nun ein, gewahlt, so dass
der Bestrafungsterm néglichst klein ist. Folglich werden bei dieser Technikstar-
ke\ Verletzungen vermieden, jedoch muss die NebenbedinguAg - b nicht mehr
streng erfllt sein.

Seix*, 0 eine zulissige Bsung des primalen Problems ungd - 0 eine zuBissige
LAsung des dualen Problems, dann gilt

R, (ATHT2="TAR b’ (5.11)

Aus (5.11) folgt schlie¥lich, dass der Zielfunktionswert des dem Problems eine
untere Schranke v den Zielfunktionswert des primalen Problems angibt. Manennt
die Beziehung

min c’x . max b,
st: Ax- b st: AT, - c
x, 0 -0

5 5

die schwache Dual#t. Bei linearen Programmen gilt sogar diestarke Dualitat [4,
Satz C.4]

min c"x = max b,
st: Ax- b st: AT, - ¢
x, O - O

5 5

Nicht selten wird in der Praxis das duale Problem anstatt des pmalen gefst, da so
schwierig handhabbare Ungleichungen zénhst weggelassen bzw. deren Verletzung
als Bestrafung mit Hilfe der Lagrange-Multiplikatoren in derZielfunktion bericksich-
tigt werden kénnen und folglich ein leichter zudsendes Problem resultiert. Oft ist es
auch ausreichend, eine gute untere Schrankér fden Zielfunktionswert des primalen
Problems zu erhalten.

Bilden des Lagrange-Dualen

Nun wenden wir die Technik der Lagrange-Relaxation auf das &blem in (4.3) an.
Sei dazuX die Menge mit

© a
X = x=(x3;0x) 210, 1g"" :ex; =1 8 =1;:::;m
3 P .
Dann gilt filv u2 N™ mit 2, u(i), n
) Y
: Ty — i T . T
IR SX=min stpch (ui DTy
%) Y

maxu'y+ min(ci DTy)"x (5.12)
y- 0 Xx2X

= max t(y)
y- 0
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mit t(y) ;= u'y+ m2|>r(1 (ci DTy)™x:
X
Somit liefert das Lagrange-Duale eine untere Schrankérfden Zielfunktionswert

des primalen Problems. Die Funktiont(y) ist konkav und die Menge der Subgradi-
enten any ist gegeben durch [15, Abschnitt 5.2 b)]

convfs2 R™:s=uj Dx"(y)und x" 2 Lg ;
wobeilL die Menge der ldsungen des Problemsz)rp(ni DTy)Tx ist.
X

Wie schon oben endhnt, ist die Optimalldsung des Problems (4.3) Optimatisung
des linearen Optimierungsproblems (5.8) und ist endlich.

Da weiter X endlich ist, hat das duale Problem aus (5.12) nach dem Satz der
starken Dualitét [4, Satz C.4] eine endliche Optimatisung und der Zielfunktionswert
stimmt mit dem der primalen Lésung®berein. Folglich gilt sogar die Gleichheit in
(5.12).

Weiter stellen wir fest, dass das innere Problem

min(ci DTy)"x (5.13)
xX2X

fiv ein festesy leicht zu Isen ist, da die Nebenbedingurigx - u bei der Optimierung
nicht mehr beachtet werden muss und folglichc(j DTy)"x minimal wird, wenn
jenes Element ausx; fiv alle i gleich eins gesetzt wird, bei dem der entsprechende
Eintrag von cj DTy am niedrigsten ist. Hierbei wird deutlich, dass die #isung nicht
notwendigerweise eindeutig ist, da es durchaus mehrere Elet®ein x; geben kann,
die dieselben entsprechenden Werte ic( DTy); haben. Um die ldsung eindeutig
festzulegen, nehmen wir immer das erste Element axisdessen entsprechender Wert
in (ci DTy); am niedrigsten ist.

Da wir nun ein Element aus der Mengé bestimmen und folglicht(y) an der Stelle
y auswerten und den entsprechenden Subgradienten ermitteldrknen, Bsst sich das
Bindelverfahren auf das verbleibende Problem

maxt(y) (5.14)
y- 0

anwenden.

B indelverfahren

Das BAndelverfahren ist ein iteratives Verfahren zur Minimierug nicht glatter kon-
vexer Funktionen. Dabei ist die zu minimierende Funktion miels eines Orakels ge-
geben, welches zu einem Argument der Funktion den entsprecden Funktionswert
und einen Subgradienten aus dem Subdi®erential liefert.

In jeder Iteration dieses Verfahrens wird das Orakelif einen bestimmten Punkt be-
fragt. Anschlie¥aend wird mit Hilfe der aggregierten Subgradiem ein lokales Schnitt-
ebenen-Modell von dieser Funktion gebildet. Nun wird dieses Mell minimiert, wel-
ches zudizlich durch einen Regularisierungsterm augmentiert wurdeind die Ldsung

35



5 Angétze zur Ldsung des mathematischen Modells

liefert einen neuen Punkt als Kandidaten. Zeigt die Funktinsauswertung im Kandi-
daten keinen guten Fortschritt, wird das Modell verbessert un@in neuer Kandidat
bestimmt (ein Nullschritt), sonst wird der Kandidat das neue Zentum des Modells
(ein Abstiegsschritt). Man kann zeigen, dass die Folge der so geereien Zentrums-
punkte gegen einen Minimierer der Funktion konvergiert, wen es solche gibt. Br
weitere ErlAuterungen verweisen wir auf [15, 16, 24, 14].

Die Software, die wir v unsere Testzwecke in Kapitel 7 nutzen, ist eine C++-
Bibliothek mit dem Namen ConicBundle von Herrn Prof. Dr. Helmberg, TU Chem-
nitz und unterliegt der GNU-Lizenz.

Eine Heuristik zur Berechnung einer ganzzahligen L gsung

Da das BAndelverfahren ein iteratives Verfahren ist, liefert es eenNaherungsbsung
yy von (5.14) und ebenso eine #herungsBsung xy, des primalen Problems (5.8),
die mit dem aggregierten Subgradienten korrespondiert, jedh im Allgemeinen nicht
ganzzabhlig ist. Diese Mherungsbsung liefert im Allgemeinen eine bessere Approxi-
mation zu der eigentlichen Optimalfsung von (4.3) als eine ganzzahligedsung von
(5.13) filr yy . Deshalb stellen wir hier einen Algorithmus i die Berechnung einer
ganzzahligen Mherungsfsung (muss nicht zwangdlu g zulAssig sein) aus einer nicht
ganzzahligen Mherungsisung vor.
Fiv die mittels Béndelverfahren berechnete Bherungsbsungxy, gilt

xXn
(xn)i() =1

j=1

ansehen, dass Punki dem Dreieckj zugelrig ist. Da die Na&herungsBsungxy, die
gleiche Dimension wie der Kostenvektoc hat, kdnnte man (x5 ) wieder als Kos-
tenvektor betrachten und das Flussproblem mit diesen Kosten eznt I8sen. Jedoch
lieYae sich das erneute Flussproblem nicht einfachésén als das vorhergehende. Man
kénnte allerdings bei dieser Vorgehensweise vorher Kant@sthen, die hohe Kosten
haben, d. h., bei denen der entsprechende Wert varj niedrig ist, um so die Schwere
des Problems zu verringern. Dieses Vorgehen ist jedoch sehr kostufwandig und
garantiert keine OptimalitAt, weshalb wir eine Heuristik zur Bestimmung einer ganz-
zahligen Ldsung vorschlagen, die zwar auch kein Optimaditskriterium erfilt, aber
schnell zu berechnen ist.

fir alle j .
Die hier vorgeschlagene Heuristik besteht aus zwei Phasen. Um anglich die
Kombinationsanzahl der Korrespondenzen zu reduzieren, werdin der ersten Phase
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Korrespondenzpaare ausgedlt, die eine hohe Wahrscheinlichkeit haben. Des Wei-

chende Werte &3 )i(j) am gré¥ten und einen Wert von @ser (6 haben, zu der
Menge Z; hinzugefdgt und aus V, entfernt. Wir beschrénken die Anzahl der hin-
zugefigten Punktindices, damit die spitere LAsung zufissig bleibt. Der Wert von
(x§)i(j) muss gB¥ser als ® sein, damit ein und derselbe Punkt auch nur genau ei-
nem Dreieck zugewiesen wird. Wir de nieren als@f G; = fI 2V, : (x§)i(j), 0,59

Dann ergeben sich die Menge#;:::;Z, nach der ersten Phase durch
Zi NZ; [ Q
fivallej =1;:::;mund Vy;:::; Vi, mittels
A I
[m
Vi YV, n Z (5.15)

In der zweiten Phase wird der PunktindeX’in V; gesucht, dessen entsprechender
Wert (xy )+(j) zwar gro¥ ist, jedoch auch einen relativ gro¥sen Abstand zum zwei
grévaten Wert inf (x§ )i(j) : i 2 Vg hat. Der Grund fiv dieses Vorgehen ist, dass wir
es # einen solchen Punktindex inV; als sehr wahrscheiglich betrachten, dass dieser
Punkt zu Dreieck ] zugehbrig ist. Fiv die Funktion A : jm:l ViEfL::;;mg 7! R
mit 8

o <1 filv V, nflg=;
AlT) =0 qin G060 GO0 gonst
" k2Vjnflg (xy (@)
I8sen wir deshalb )
max  A(l;])
12V 6] (5.16)

st (xp)(i), O7¢K;

wobeiK := 2n\1/a§x (xy)s(j) eine Konstante ist. Das Problem (5.16) hat immer eine
S2V;6;])

Lésung, falls die Vereinigung der MengeNl| nicht leer ist, da V; endliche Mengen

und man erhalt folglich eine LAdsung von (4.3). Die Bsung des Problems (5.16) ist

allerdings nicht notwendigerweise eindeutig, weshalb wir auder LAsungsmenge von
(5.16) zurAchst diejenigen Paarel(j ) betrachten, deren zweite Komponente minimal
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ist, und von denen das Paarl(s) ermitteln, dessen erste Komponente minimal ist.
Wir bezeichnen dieses Paar mitf; [* . Die MengeZ, ergibt sich dann aus

no
Zf\:: Zf\[ f\

und die MengenV;;:::; Vi, werden wieder mittels (5.15) neu bestimmt. Gilt#v Zj,
dassjZyj = u(]) ist, so darf kein weiteres Element der Mengg; hinzugefigt werden.
Folglich kann die MengeV; fi das erneute Starten der zweiten Phase nicht mehr
glnbezogen werden. Dies bedeutet letztendlich, dass sich Wahrscheinlichkeiten in

js1 Vi fir alle Punktindices in 4 anteilig erhdhen. Deshalb veéindern wir flr das
weitere Vorgehen die iherungsisungxy, durch

SRR I

+
Li ()s(M)

Fér alle s 2 V; mit s 6281(Sq V, setzen wirZ, := Z;[f sg. Dieser Schritt fdhrt zu
keiner zulssigen Bsung mehr, sondern nur zu einer approximativendsung in (4.3),
da nun die UngleichheitsnebenbedingunBx - u nicht mehr erfillt ist. Wie schon
oben ervéhnt, reicht es jedoch, eine approximative #isung & (4.3) zu berechnen,
weshalb wir an dieser Stells dem Dreieck|“zuweisen und nicht z. B. seinen Nachbarn.
Nach diesem Schritt wird die Menge/; auf die leere M@ge gesetzt.

Nun wird die zweite Ph§se solange neu gestartet, bis'" =1 Vi = ist. Da in jeder
ltegation ein Element aus -, Vj = ; entfernt wird und nur endllch viele Elemente
in %,V sind, wird diese Iteratlon nach endlich vielen Schritten abdeeochen. Nun
|Asst SICh aus den Mengeis;:::;Z, eine ganzzahlige approximative isung &
(4.3) konstruieren, die die Bestimmung von Koorespondenzpaar erlaubt, jedoch
nicht notwendigerweise ziAssig ist.

(G)s(0) = (3)s(i) 8 64 und8s2V\

Techniken zur Verbesserung der Konvergenz

In diesem Kapitel wird eine Idee vorgestellt, um die Konvergendes Bindelverfah-
rens zu verbessern. In (5.14) muss die Funktidfy) noch unter der Nebenbedingung
y - 0 minimiert werden. Um diese Nebenbedingung zu déien, sind zugitzliche
Pridfschritte im Béndelverfahren mtig. Um diese zu vermeiden, bedarf es der Maxi-
mierung Bber den gesamten Raum, weshalb wir die Ungleichungsnebenbegdimg im
primalen Problem durch eine Gleichheitsnebenbedingung etzen und entsprechen-
de konvexe Bestrafungsfunktioneri; : R™ 7! R zu der Zielfunktion addieren. Wir
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erhalten
min c'x + Pm fi(v) = min c'x+ Pm fi(v)+max (vi Dx)Ty
X2X v i=1 TIRT X2X ;v i=p TIRT y2Rm :

st: Dx=v

_ P
max min (61 DTy)Tx+ I i)+ VTy

5

= max f(y);

y2RM
H — H . T T P T, . 1p. T
wobeifY(y) = )r(g;(n_v(q D'y)'x+ ,fi(v)+Vv'yist.Seis2 N,%; "2 Rmit ¥%2; "> 0

und “g;:::; 7L Stézstellen mit "o ;= u(i)und *| == 71+ T firallej =1;:::;s.
Dann de nieren wir die Bestrafungsfunktionerf; durch

8
20 filv v - u(i)
fi(vi) = 24 u@) evii )+ CH D) fvvi 2 ()07
1 sonst
fiv 8i = 1;:::;m. Diese sind nach Konstruktion wie auch in Abbildung 5.2 dar-

gestellt, stickweise linear und konvex. Die Konstanten';%beein°ussen dabei die
Hdhe der Bestrafung. Wir werden dieseif die in Kapitel 7.2 durchgefihrten Tests
empirisch bestimmen.

Es ist o®ensichtlich, dass

. . P
min c"x , min c'x+ . fi(v) , max f(y)
x2X x2X v y2Rm (517)
st: Dx - u St Dx = v

und fir 2! 1 die Ungleichungen in (5.17) zu Gleichungen werden. Folgliehalten
wir durch das Lésen des Problems

max f{(y) (5.18)
y2Rm
fiv ein 2 <1 eine untere Schrankedr den Zielfunktionswert und gleichzeitig eine
approximative Lédsung des primalen Problems.
Das Bédndelverfahren kann nun auf das Problem (5.18) analog zu abangewandt
werden, wobei sich die Menge der Subgradienten vbfy) an der Stelley durch
n 0
conv s2 R™:s=Vv°(y)i Dx°(y)und (x*v°) 2 [ (5.19)

mit [~ die Menge der ldsungen des inneren Problems
X
min (cj DTy)"x+  fi(vi)+ vy
X2X v
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Abbildung 5.2: Gra sche Darstellung einer Bestrafungsfunktior;

und die Auswertung vont(y) sich an der Stelley durch die obige Vorgehensweise und
die zuddtzliche Minimierung vonf;(v;) + v; ¢y; ergibt.

Wie ,gul die durch die Anwendung des Bindelverfahrens auf (5.18) ermittelte
approximative LAsung die Bsung des eigentlichen Problems in (4.3) approximiert,
werden wir durch numerische Tests in Kapitel 7 veranschauliche

Damit wurde ein weiteres lBsungsverfahren beschrieben, um das mathematische
Modell in Abschnitt 4.3.2 zu Bsen. Durch die I8sung des mathematischen Modells
ist es nun mAaglich, die Korrespondenzpaare in jeder Iterationdf die Minimierung
der Summe in (4.4) zu berechnen.

5.3.2 Transformationsoptimierung

Um die Funktion in (4.4) zu minimieren, bedarf es der direktelAnwendung des
folgenden Satzes [6, 5].

Gewichte mitw; 2 (0; 1]. Sei weiter P die Menge der orthogonalen Matrizen iR 3
und h:P £ R37! R eine Funktion mit

X
h(R;t) := wikRa; i b tkx

i=1
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_ P
Dann hat die Funktionh anR = UTV undt= Raj bmita= 1~ ' wa,

_ P i=1 Wi _

b= ero L, wh ein globales Minimum, wobel);V die aus der Singérwert-
1= —

zerlegung vorN := . wi(a i a)(bhi BT = VT8U resultierenden orthogonalen

Matrizen sind.

xXn
h(R;t) = wikRai i b tk?
i=1
= wkRa’i P+ Raj bj tk?
i=1
X0 - e X _
= wikRalj KPk® + 2w; Rali W;Raj bi t + wkRaj bj tk’
i=1 |i=l {Z } i=1
=0

(5.20)
P
da ., wi(Ra’; H)=0 nach Konstruktion von &% K. Aus (5.20) folgt, dass
. . X 0 2
min h(R;t) = min a(R) := wikRaj bk
i=1

und die Funktion h(R;t) fir t = Raj bbzgl. der zweiten Komponente minimal wird.
Wir betrachten nun

X

a(R) wikRa?j B

xXn xXn
wikRaXk?i 2 wi(Ra)TH+ w; kbk?
[ 2 (R 521)

X0
=2  w((Ra)TH+c
i=1
= j 2traceRN) + c;
P
wobeic= L, wi(kaXk? + kifk?) ist. Dann gilt
. . ¢¢
argmax(trace (RN)) = argmax 'trace’ URVTS§ =U'V: (5.22)
R R
Gleichungen (5.21) und (5.22) implizieren
argming(R) = UTV
R

und es folgt die Behauptung. O
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Die Anwendung dieses Satzes liefert die beste orthogonale Matund den bes-
ten Translationsvektor, die nun@ber die De nition 4.1.6 der Transformation £ die
nAchste Iteration auf das Modell angewandt werdenganen.
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6 Algorithmus

Die folgende Vorgehensweise entspricht dem aus dieser Arbeit téstenden Algo-
rithmus zur Berechnung einer Transformation, die angewandiuf ein trianguliertes
Ober°achenmodell eines Objektes die Modellkoordinaten in diener Objektvermes-
sung Boerfidhrt, so dass Modell und die Vermessung aneinander angeglichemdsi

Algorithmus 1. Seimax-iter die maximale Anzahl an Iterationen #\ die Feinregis-
trierung. Dann lautet der in dieser Arbeit vorgeschlagene Algaghmus, wie folgt:

Schritt O;

Schritt  1;

Schritt 2;

Schritt 3;

Schritt  4:

Schritt 5;

Schritt 6:

Schritt 7:

Bilde eine Hierarchie von Modellen mittels des in Abschnitt 5.be-
schriebenen Algorithmus und verringere gegebenfalls die Rdanzahl
der Messpunkte durch eindiquidistante AusdAnnung.

Berechne den Schwerpunkt vom feinsten Mode}, und der Scandaten
tp mittels (5.5) bzw. (5.4).

Bestimme die Hauptkomponenten vom feinsten ModefQy und der
ScandatenQp durch die Eigenwertzerlegung von (5.6) bzw. mittels der
Anweisungen in Abschnitt 5.2.1.

Berechne die Transformatioril mit Hilfe von (5.7) und wende diese auf
das g®bste Modell an. Setzeter := 0 und setze das aktuelle Modell
auf das gebste.

Bestimme den Kostenvektorc fiv das Flussproblem in (4.3) iy das
aktuelle Modell und die ausgednnten Scandaten.

Ldse das entsprechende Problem (5.18) mittels degvilelverfahrens
und berechne eine ganzzahligeAerungsbsungxy, fik (4.3) durch die
Anwendung der in Abschnitt 5.3.1 beschriebenen Heuristik. Bestim-
me die entsprechenden Korrespondenzpaare aus dieseéh&rungsh-
sungxy; -

Berechne die beste Transformatiof® durch die Anwendung des Sat-
zes 5.3.1.

Setzeiter IViter+1 und T IYT(T(®). Gilt f ér die zu T zugeMbrige
orthogonale Matrix R und den Translationsvektorf, dassiter > max-
iter, so verlasse den Algorithmus. Die gesuchte Transformation i$t
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6 Algorithmus

Schritt 8:

Ist kein feineres Modell vorhanden: Wende die Transformatiofi auf
das aktuelle Modell an und gehe zu Schritt 4. Sonst: Setze daddueelle
Modell auf das nachfolgend feinere Modell und wende die Trsforma-
tion T auf das Modell an. Gehe zu Schritt 4.
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7 Numerische Tests

Um das Verhalten des in Kapitel 6 beschriebenen Algorithmus zuntersuchen, werden
in diesem Kapitel entsprechende numerische Tests durché@jeft. Jedoch werden sich
die Tests im Wesentlichen auf die Feinregistrierung konzengtien, da das Prinzip der
Hauptkomponentenanalyse wohlverstanden ist.

Die Implemetierung der Grobregistrierung bzw. Feinregisterung wurde in MAT-
LAB 2007a bzw. C++ vorgenommen. By alle hier aufgefhrten Tests wurde ein
2-Kernprozessor Genuine Intel der TU Chemnitz mit 2 GHz und einem Arbeitsspei-
cher von einem GigaByte verwendet. Als Betriebsystem wurde dabSuSE 10.3 Linux
mit der Kernelversion 26:2212 eingesetzt.

Im nAchsten Abschnitt werden wir andinglich die verwendeten Testbeispiele be-
schreiben und im darau®olgenden Abschnitt die noch nicht bestinbem Parameter
des Algorithmus 1 festlegen. In den darau®olgenden Abschnitterravder Algorith-
mus mit anderen Verfahren verglichen bevor wir im Abschnitt B. unsere Schlussfol-
gerungen ziehen.

7.1 Testbeispiele

Im Grunde verwenden wir & die Tests in den rAchsten Abschnitten drei Testbei-
spiele, d. h.drei Modelle mit den jeweils entsprechenden Sdaien unterschiedlicher
Grélse, die einerseits am realen Objekt aufgenommen aber auchhtilfie des Modells
generiert wurden.

7.1.1 Testbeispiel 1

Das erste Testbeispiel ist unser Zielobjekt, welches in Abschnitt2beschrieben wur-
de. R dieses Obijekt liegt ein Modell vor, das aus 2800 Dreieckeadteht und dessen
AusmaYze 5 in der Breite, 5 7 in der LAnge und 13 in der Héhe sind. Wir bezeichnen
dieses Modell mitMreal in nachfolgenden Versuchen.

Zusatzlich sind zu diesem real aufgenommene Scandaten vorhandeie nach vier
verschiedener@quidistanten Ausdinnungen aus 1874, 3277, 5513 bzw. 7548 Punkten
bestehen. Die Anzahl an Punkten ist teilweise ungerade, da erstedAusdinnung
der Punkte vorgenommen und danach die Qualitymap (Abschnitt.2) auf die aus-
geddnnten Scandaten angewandt wird.

ZusaAtzlich zu diesen aufgenommenen Messdaten generieren wir $icaen zu dem
Modell, so dass diese Daten das komplette Modell abbilden. Damurd in diesem
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7 Numerische Tests

Falle ein Aquidistantes Gitter auf derx-y Ebene erstellt, dessen AusmaYiebifier sind
als die des auf dex-y Ebene projizierten Modells. Derz-Wert ergibt sich nun durch
den Schnittpunkt des Modells mit der Geraden, die durch denudkt (x;y;0)" und
den Vektor e; = (0;0;1)" gebildet wird. Falls dieser Schnittpunkt nicht existiert,
so gilt der Punkt (x;y;0) als Ausrei¥aer und wird in die Berechnung nicht einbezo-
gen. Au¥serdem gilt, dass der Schnittpunkt in diesem Testbeispiaimer eindeutig
bestimmbar ist, falls dieser existiert. Nach diesem Vorgehen eitem wir Scandaten
mit den folgenden GBYsen: 629, 1400, 1735, 2508 und 3921.

Um die Hierarchie an Modellen zu bilden, wird das in Abschnitt 5.beschriebene
Verfahren angewandt und wir erhalten éinf Stufen an Modellen, wobei die jeweilige
Anzahl der Dreiecke in Tabelle 7.1 dargestellt ist. Das Symb# steht dabei f i
die Anzahl.

Stufe der Hierarchie | 1 | 2 | 3 | 4 | 5
# Dreiecke Mreal | 128 | 289 646 | 1531 2800

Tabelle 7.1: Dreiecksanzahl der Hierarchiestufen des Modd\llseal

7.1.2 Testbeispiel 2

Fi dieses Beispiel wird ein Modell generiert. Dazu de nierenimein Aguidistantes
Gitter, dessen Werte im Intervall [ 1;1]£ [ij 0;5;05] liegen. Danach wird mittels
Delaunay im Zweidimensionalen zwischen den Gitterpunkten iamguliert. Sei die
Reihenfolge der Eckpunkte der Dreiecke so galt, dass wir eine Triangulierung im
Zweidimensionalen erhalten. Um nun eine Triangulierung im [@idimensionalen zu
formen, de nieren wir zumchst die Funktionh : D 7! R mit

h(x;y)=0;6IO 1i x2i (2y)2j 0156 2%* ¢gi 20¥°

und D = f(x;y)2 R2:1j x2j (2y)?>, Og den De nitionsbereich vonh. Diese
Funktion ist eine Zusammensetzung aus einer it und z-Richtung gestauchten Halb-
kugel und der Gau¥s-Funktion. Sie erzeugt den Graph, der in Alidiing 7.1 zu sehen
ist.

Anschlie¥zend wird an allen Eckpunkten, die im De nitionsberéicD liegen und
mindestens ein Eckpunkt einer Dreiecks&che sind, die sich komplett im De nitions-
bereich be ndet, der Funktionswert der Funktionh berechnet. Dieser Wert gibt den
Wert fiv die dritte Dimension aller dieser Eckpunkte. Infolgedessenedhieren die
Eckpunkte mit den entsprechenden Kanten nach De nition 4.4.eine Triangulierung
im Dreidimensionalen. De nieren wir zudtzlich noch eine Gewichtungsfunktion, die
alle Dreiecke auf den Wert 1 abbildet, so edit man ein Modell.

Ausgehend von zweRguidistanten Gittern mit (j 1 + 0;1i; j 0;5 + 0;05) fiv alle
i;)j =0;:::;20 bzw. ( 1+0;05; i 0;5+0;025) fiv i;j =1;:::;40 erstellen wir so
zwei Modelle, die aus 674 bzw. 2624 Dreiecken bestehen. Ddiezeichnen wir das
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7 Numerische Tests

Modell mit der hdheren Anzahl an Dreiecken alsodell 1 und das jeweils andere als
Modell 2.

Wendet man nun wieder den Algorithmus zur Bestimmung einer Hiarchie von
Dreiecken wie in Abschnitt 7.1.1 an, so edit man die in Tabelle 7.2 gezeigte Drei-
ecksanzahl pro Stufe, wobei die Abbildung 7.1 diegrfdas Modell 1 illustriert.

Stufe der Hierarchie 1 2 3 4 5
# Dreiecke Modell 1128|289 | 646 | 1531 | 2800
# Dreiecke Modell 2| 110| 272 | 568 | 674 i

Tabelle 7.2: Dreiecksanzahl der Hierarchiestufen der Modelleund 2

Analog zu Abschnitt 7.1.1 werdendy beide Modelle ebenso Scandaten unterschied-
licher Grév.e generiert. B das Modell 1 erzeugen wir dabei Scandaten mit 89, 347,
782, 1349, 2037 und 2172 Punkten undvfdas Modell 2 Scandaten mit 187, 755,
1696, 2961 und 4720 Punkten.

7.1.3 Testbeispiel 3

Im diesem Abschnitt gehen wir analog zu Abschnitt 7.1.2 vor, jedbowird die Form
des Modells zuatzlich durch gleichverteilte ZufallsgB¥en veindert. Des Weiteren
wird die Anzahl der Scandaten ebenso durch eine gleichverteilZufallsgidse fest-
gelegt. A das Generieren der zdligen Werte nutzen wir dabei die MATLAB-
Funktion rand.

ZunAchst wird mit Hilfe einer binAren gleichverteilten Zufallsgéyze ausgedhlt,
welches von den beiden Modellen aus Abschnitt 7.1.@rfdie weitere Ve@nderung
genommen wird.

Sei alsof (x;;yj) 11 =0;:::;s;j =0;:::;tg die Menge der Gitterpunkte desaqui-
distanten Gitters aus Abschnitt 7.1.2 mits;t 2 N. Um nun die Form des Modells zu
verdndern, wird der Zielfunktionswert einer zulllig generierten Funktion im R3 zu
dem Funktionswert der Funktionh an den Gitterpunkten addiert, die im De nitions-
bereich der Funktionh liegen. Damit jedoch nicht das komplette Modell veindert
wird, sollen die zufllig generierten Funktionen nur lokal wirken. Das hei%t, slaben
nur auf einem beschiinkten Gebiet Werte, die von Null verschieden sind.

Um das Modell noch interessanter zu gestalten, bestimmen wir auélgan mit Hilfe
einer weiteren gleichverteilten Zufallsgi/ze» 2 f 1;2; 3g die Anzahl der zu addieren

die zufdllig generierte Funktion zu de nieren. Um die GéYe des besdcimken Ge-
biets festzulegen, betrachten wir einen gleichverteiltenufallsvektor 3 = (34;3,) 2
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7 Numerische Tests

Modell 1 mit 2624 Dreiecken
Modell 1 mit 1292 Dreiecken

(@) (b)

Modell 1 mit 266 Dreiecken
Modell 1 mit 591 Dreiecken

Modell 1 mit 110 Dreiecken

Abbildung 7.1: Darstellung einer Hierarchie von Modellerdf Modell 1

angibt.
Dann kénnen wir flv einen gleichverteilten Zufallsvektor = ("1;"5;"3) 2f 1,29£
f1;2g £ [0;15; 3] die Funktion k.. : D 7! R durch
3 ’ 3 ’
’3Sin ’11/4)(—% sin ’21/4)(—% fm (X,y) 2 [01;01 + 31]£ [02;02 + 32]
sonst

ti‘(;°;' (X, y) =
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7 Numerische Tests

de nieren. Das Intervall [015; Q3] ist so gevéhlt, damit die absoluten Werte vonb*
gréser gleich dem Maximalwert der GauYs-Funktion, jedoch klairgeich der Halfte
der Maximalausdehnung der Halbkugel iz-Richtung sind.

Das entstandene Modell, worauf wir ebenso das in Abschnitt 5.1 dmhiriebene
Verfahren anwenden, um eine Hierachie bilden, bezeichnerr wiit Mrand.

Die Scandaten erzeugen wir analog zu Abschnitt 7.1.1, wob#i Bine gleichverteilte
Zufallsgidsgu 2 f 45;46;:::;90g9 %2 N die Anzahl der Gitterpunkte desAquidistanten
Gitters durch P2 bestimmt wird.

7.2 Empirische Parametertests

Dieser Abschnitt widmet sich vorwiegend der empirischen Bestimmg der Para-
meter, die #r den Algorithmus 1 berbtigt werden. Dabei werden wir den Wert g
die relative Genauigkeit der Zielfunktion im Bindelverfahren, ebenso das verwendete
Abbruchkriterium und den Wert fiv 2bei der Bestimmung der Bestrafungsfunktion
im Abschnitt 5.3.1 ndher untersuchen. B das BAndelverfahren verwenden wir das
im selben Abschnitt ervéhnte Softwarepaket.

Die hier verwendete Implementierung des lhdelverfahrens verwendet dabei eine
innere und Auvzere Schleife, wobeiNf die innere Schleife ein Parametet fiv die
relative Genauigkeit verlangt wird. Sie wird erfolgreich @érminiert, falls

fy

<1
1+ f}

erflllt ist. Es bezeichnetf, den vorhergesagten Fortschritt v den ndchsten Schritt
und f; den aktuellen Funktionswert vonf(y) (siehe (5.18)).
Die AuYsere Schleife wird abgebrochen, falls
ksk - kﬁ; (7.1)
2 n

wobeik eine Konstante undd, die Anzahl der dualen Variablen bzw. die Anzahl der
verwendeten Dreiecken und n die Anzahl der Punkte ist. Das Symbok bezeichnet
den aggregierten Subgradienten in (5.19), nachdem jede®ilent des Vektors durch
die Anzahl der Punkte, die Kanten zu dem entsprechenden Drelkebaben, geteilt
wurde.

7.2.1 Parameter f @ die relative Genauigkeit

In diesem Abschnitt wird der Parameter By * empirisch bestimmt. Dabei verwenden
wir das Modell aus Abschnitt 7.1.1 und die zwei Modelle aus Abscitin7.1.2, wobei
alle entsprechenden Scandaten genutzt werden.
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Zeit in Sekunden

Zeit in Sekunden

Zeit in Sekunden

Modell 1, Punkte: 4720

——0.1
14/| —0.001
——1e-05
le-07 =~
12 0.1/1e-07| 2
- - —1e-07/0.1 g
10f - g
2
o
8 <
o
8
L E
6r g
al
2t/
1 2 3 4 5 6 7 8 9

Iteration

05}

0.45 |

o
IS

0.351

o
w

0.25¢

o
)

0.15r
0.1r
0.05¢

Modell 1, Punkte: 4720

—0.1
——0.001
—1e-05
le-07
0.1/1e-07
- - —1e-07/0.1

1

Iteration

(a) Modell 1, Punkte: 4720

Modell 2, Punkte: 2037

—o01
|| —o0.001
12 ——1e-05
le-07
10H 0.1/1e-07 g
- - - 1e-07/0.1 2
Q
8 E
o
<
(]
5 g
§
at
2t ]
1 2 3 4 5 6 7

Iteration

0.4R\

o
w

0.25-

I
N

0.151
0.1

0.05¢

Modell 2, Punkte: 2037

—01
——0.001
—1e-05
le-07
0.1/1e-07
- - - 1e-07/0.1

1

Iteration

(b) Modell 2, Punkte: 2037

Modell Mreal, Punkte: 3277

16

Modell Mreal, Punkte: 3277

—01 1.44 —0.1
——0.001 \ ——0.001
14r — 1e-05 1o\ ——1e-05
1e-07 : 1e-07
121 0.1/1e-07 2 0.1/1e-07
- - - 1e-07/0.1 2 1r - - - 1e-07/0.1
[=}
10¢ s
- Zo08
o g S
- So6
6 L g
A 0.4
o)/ 02 =
1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Iteration

Iteration

(c) Mreal, Punkte: 3277

Abbildung 7.2: Ergebnissedr unterschiedliche relative Genauigkeiten

Um gleichzeitig eine Aussagéber die Robustheit zu bekommen, verschieben wir
das Modell nach der Grobregistrierung entlang einedguidistanten Gitters im In-
tervall von [j 0;8;0,8]F ¥ R3, woraus man 5 = 125 Auswertungen erf#lt. Aus den
gewonnenen Messwerten bilden wir den Mittelwert und verwendeliesen gemittelten
Wert fi die Diagramme in Abbildung 7.2.
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7 Numerische Tests

Dabei betrachten wir die gewonnenen Messwertérfdie erste bis neunte Iteration
im Algorithmus 1 und verwenden fv den Parameter! die Werte 001; 10 3 * fily
j =1;:::;3. Da in den ersten lIterationen durch die verschiedenen Stufeler Hier-
archie das eigentliche Modell, zu dem die Scandaten gemadteterden sollen, noch
nicht verwendet wird, erscheint es sinnvoll,dr die ersten Iterationen einen anderen
Parameter # 1 zu nutzen. Deshalb untersuchen wir auch das Verhalten des Algo-
rithmus, wenn wir den Parameter! fir die ersten Iterationen, solange das feinste
Modell der Hierarchie noch nicht verwendet wird, auf ©1 bzw. 10’ und danach auf
10 7 bzw. 001 setzen. Die Ergebnisséif die Kombination sind in den Diagrammen
in Abbildung 7.2 durch eine gestichelte Linie dargestellt. Di&onstante k in (7.1)
legen wir auf Q05 und den Wert & Y2auf 6 bzw. " = maxf 0;1u(i); 1g fest.

Fiv ein Modell mit den entsprechenden Scandaten messen wir digwendete Zeit
nach der jeweiligen Iteration B die komplette Berechnung. Analog wird auch die
mittlere Abweichung von Scanpunkt zu dem aktuellen Modell deHierarchie nach
der jeweiligen Iteration berechnet. In der Abbildung 7.2 istihks die bembtigte Zeit
und rechts die mittlere Abweichung in AbRngigkeit von der Iteration dargestellt.
Wir reprasentieren die Ergebnisse in der Abbildung 7.2, wobei wir aus deeun
verschiedenen Tests nur die charakteristischen Graphen zeigen

Da die Abweichung in den ersten vier bzw.dhf Iterationen, bedingt durch die
Verwendung der Hierarchie von Modellen, zu unterschiedlicheModellen berechnet
wurde, liegt das Hauptaugenmerk auf den letzten Iterationernn der Abbildung 7.2
ist zu beobachten, dass, wenn der Parametérvorerst filr die ersten Iterationen auf
10 7 und dann auf Q01 gesetzt wird, erldlt man die kleinste mittlere Abweichung
nach der neunten lIteration unter allen getesteten Werten voA. Diese Kombina-
tion bengdtigt sogar weniger Zeit nach der neunten Iteration, als wenman fiv alle
Iterationen 1 auf den konstanten Wert 10° setzt. O®ensichtlich erlt man bessere
Ergebnisse, wenndr die ersten Iterationen eine Bhere relative Genauigkeit gefordert
wird.

Es ist auch zu beobachten, dass gro%e Werte vodeutlich weniger Zeit beanspru-
chen und die mittere Abweichung nach der neunten Iteration amoch recht nah der
berechneten Abweichungdr kleinere Werte von? ist.

Aus den erhaltenen Ergebnissen setzen wir den Parameteim Algorithmus 1 fiv
alle weiteren Tests auf Wert 107, solange noch nicht das feinste Modell verwendet
wird, und sonst auf QO1.

7.2.2 Konstante vor der Norm des aggregierten
Subgradienten

Fiv die Konstante k in (7.1) gehen wir analog zu den Aughrungen in Abschnitt
7.2.1 vor, wobei wir den Wert von! auf den im selben Abschnitt vorgeschlagenen
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Die Ergebnisse sind dabei in Abbildung 7.3 dargestellt.
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(a) Modell 1, Punkte: 4720

Abbildung 7.3: Ergebnissedr unterschiedliche Konstanten im Abbruchkriterium

Wir beobachten in Abbildung 7.3, je kleiner die Konstantek gesetzt wird, de-
sto mehr Zeit wird berbtigt und desto kleiner sind die mittlere Abweichungen. Br
k = 0;005 wird jedoch mherungsweise viermal mehr Zeitdf die Berechnung der
neun Iterationen bemtigt als filv k = 0;05 und die erreichte mittlere Abweichung
unterscheidet sich kaum zu der berechneten Abweichundy fk = 0;05. Um eine gute
mittlere Abweichung zu erhalten und dennoch nicht zu viel Zezu bendtigen, setzen
wir den Parameterk fiv die weiteren Tests in den kommenden Abschnitten auf,@5.

7.2.3 Parameter f i die Bestrafung

Analog zu Abschnitt 7.2.1 bestimmen wir in diesem Abschnitt den Paraeter flv %2
(siehe Abschnitt 5.3.1) empirisch. Wir setzen den Wert, wie im selben Abschnitt
vorgeschlagen, und die Konstantk auf 0; 05. In der Abbildung 7.4 sind die Ergebnisse
fiv die Werte %= 0;5;105; 205; 305 dargestellt.

Aus den Kurven in den Abbildung 7.4 ist deutlich erkennbar, das®f kleine Werte
von Yzdie berbtigte Zeit am kleinsten ist und die berechnete mittlere Abwekung
sich kaum von den berechneten mittleren AbweichungemNf grévaere Werte voris
unterscheidet. Je kleinekzdesto kleiner ist der Bestrafungsterm, der zu der Zielfunk-
tion in (5.18) dazu addiert wird, wenn die Nebenbedingun®x - u nicht erf@lt ist.
Folglich werten wir die Ergebnisse so, dass es o®ensichtlich hicinend ist, wenn die
Nebenbedingung nur Aherungsweise eflt ist. Wir setzen deshalb%zauf 0,5 fiv alle
weiteren Tests.

Damit sind alle Parameter i den Algorithmus 1 empirisch bestimmt und wir i&n-
nen nun den Algorithmus 1 mit anderen Algorithmen wie z. B. demGP vergleichen.
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Modell Mreal, Punkte: 3277 Modell Mreal, Punkte: 3277
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Abbildung 7.4: Ergebnissedr unterschiedliche Parameter# die Bestrafung

7.3 Vergleich verschiedener Algorithmen f i die
Feinregistrierung

In diesem Abschnitt wird anhand verschiedener Verfahren getestavie sich die Idee
aus Abschnitt 4.3.2, die maximale Anzahl der Punkte, die einemrBieck zugewie-
sen werden défen, bei der Koorespondenzpunktsuche in der Feinregistrigrg zu
beschénken, auf die Konvergenz des iterativen Verfahrens auswirlDabei liegt die
Konzentration im Wesentlichen auf zwei Aspekten: Wie gro%s dieitttere Abwei-
chung von einem Punkt zum Modell nach jeder Iteration ist und elche Zeit #r die
Berechnungen der Iterationen bedtigt wird.

Wir vergleichen dafiv den Algorithmus 1 mit einem modi zierten Algorithmus
1, der die Korrespondenzpunksuche exakt mittels des NetzweBknplex aus dem
Softwarepaket CPLEX Bst, und dem Standardverfahren ICP. Um zutzlich die In-
formation zu bekommen, ob die Verwendung der Hierarchie vonddellen lohnend
in Hinsicht auf die Schnelligkeit und Genauigkeit ist, starten Ww das ICP einerseits
unter Einsatz der Hierarchie von Modellen und andererseits uett der bloYsen Verwen-
dung des feinsten Modells. Um die verschiedenen Algorithmen bessaterscheiden
zu kénnen, nennen wir den Algorithmus, der die Korrespondenzpurskiche mittels
des Netzwerk-Simplexdst, Algorithmus 2 und das ICP, bei dem die Hierarchie ge-
nutzt wird, ICP _H.

Fiv die Testzwecke verwenden wir die Testbeispiele aus Abschnittl7l, 7.1.2 und
7.1.3, wobei die Anzahl der Dreiecke des feinsten Modells ungk dAnzahl der ent-
sprechenden Scandaten der Tabelle 7.3 zu entnehmen sind.

vektor. Um wieder eine Aussagéber die Robustheit zu erhalten, wird das Modell
nach der Grobregistrierung zuichst um den Wert von»;, » bzw. » um die x-,y- bzw.
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z-Achse gegen den Uhrzeigersinn gedreht und anschlievsend um demnovebk,; »s; »)

verschoben. Danach wird die Feinregistrierunghf alle Verfahren durchgedihrt und

man erhdlt die bendtigte Zeit und die mittlere Abweichung. Dieser Vorgang wird v
jedes Modell neunmal wiederholt.
In Tabelle 7.3 geben wir die gemittelten Messwerte an, wobeiedZeit in Sekunden

und die mittlere Abweichung (gekennzeichnet durch die Alkzung, Abw) in Tabelle

7.3) von Scanpunkt zu Modell i alle verwendeten Testbeispieled¥ eine Auswabhl

der ersten 50 Iterationen (Iter.) angegeben ist.

ICP ICP _H Alg. 2 Alg. 1

Iter. Zeit Abw. Zeit  Abw. Zeit  Abw. Zeit  Abw.
Modell Mrandl , #Dreiecke: 674,#Punkte : 3376

4 21 0,118 1,88 | 0,12 9,63 | 0,0949 | 7,37 | 0,0881
5 26,2 0,0973 | 2,02 | 0,1 10,2 | 0,0829 | 8,16 | 0,0743
10 53,8 0,0537 | 2,73 | 0,0607 | 12,9 | 0,0646 | 10,9 | 0,0498
20 107 0,0259 | 4,16 | 0,0343 | 18,2 | 0,0574 | 15 0,035
30 160 0,0177 | 5,59 | 0,0254 | 23,5 | 0,0544 | 18,9 | 0,0293
40 212 0,0134 | 7,02 | 0,018 28,8 | 0,0526 | 22,6 | 0,0199
50 265 0,0104 | 8,44 | 0,0135 | 34,1 | 0,0514 | 25,8 | 0,0105
Modell Mrand2 , #Dreiecke: 2624,#Punkte : 1417

5 41,9 0,0629 | 1,08 | 0,0633 | 3,88 | 0,0505 | 3,79 | 0,0579
6 50,2 0,0554 | 1,16 | 0,056 4,12 | 0,0452 | 5,24 | 0,0533
10 83,8 0,0397 | 1,49 | 0,0403 | 5,12 | 0,0325 | 11 0,0405
20 168 0,0224 | 2,3 |0,0225 | 7,5 | 0,0182 | 25,7 | 0,022
30 251 0,015 3,11 | 0,015 9,88 | 0,0122 | 40,8 | 0,015
40 335 0,0105 | 3,93 | 0,0105 | 12,3 | 0,00862| 57,9 | 0,0107
50 419 0,00745| 4,74 | 0,00745| 14,6 | 0,0061 | 81,4 | 0,00776
Modell Mrand3 , #Dreiecke: 674,#Punkte : 3370

4 20,7 0,0908 | 1,83 | 0,0904 | 9,16 | 0,0574 | 6,98 | 0,061
5 25,9 0,0775 | 1,97 | 0,0773 | 9,69 | 0,0482 | 7,65 | 0,0529
10 51,8 0,0563 | 2,68 | 0,0563 | 12,2 | 0,035 10,1 | 0,0375
20 103 0,034 |41 | 0,034 17,3 | 0,0277 | 13,7 | 0,0232
30 155 0,021 5,52 | 0,0209 | 22,4 | 0,0251 | 16,8 | 0,0151
40 207 0,0131 | 6,95 | 0,0131 | 27,7 | 0,0242 | 19,9 | 0,00974
50 259 0,00818| 8,37 | 0,00817| 33 0,0238 | 22,9 | 0,0061
Modell Mrand4 , #Dreiecke: 2624,#Punkte : 7451

5 217 0,0928 | 5,25 | 0,0923 | 33,2 | 0,0695 | 25,8 | 0,0616
6 260 0,082 5,58 | 0,0821 | 35,2 | 0,0611 | 30,2 | 0,0549
10 433 0,0553 | 6,92 | 0,0568 | 43,1 | 0,0484 | 45,5 | 0,0363
20 866 0,0227 | 10,3 | 0,0235 | 62,3 | 0,0389 | 78,7 | 0,0153
30 1,3e+03 | 0,00957| 13,6 | 0,00987| 81,6 | 0,0363 | 110 | 0,00679
40 1,73e+03| 0,00409| 17 0,00419| 101 | 0,0356 | 140 | 0,00303
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ICP ICP _H Alg. 2 Alg. 1
Iter. Zeit Abw. Zeit  Abw. Zeit  Abw. Zeit  Abw.
50 2,27e+03\ 0,00178| 20,4 \ 0,0018 | 120 \ 0,0355 | 175 \ 0,00135
Modell 1 #Dreiecke: 674,#Punkte : 4720
4 29,3 0,074 2,5 | 0,074 13,7 | 0,0551 | 10,6 | 0,0566
5 36,6 0,0657 | 2,69 | 0,0658 | 14,5 | 0,0477 | 11,7 | 0,0504
10 73,2 0,048 3,67 | 0,0481 | 18,2 | 0,0332 | 15,6 | 0,0351
20 146 0,0299 | 5,63 | 0,0299 | 25,4 | 0,0243 | 20,8 | 0,0226
30 219 0,02 7,6 | 0,02 32,6 | 0,021 25,1 | 0,016
40 293 0,0137 | 9,57 | 0,0137 | 39,8 | 0,0195 | 29,1 | 0,0117
50 366 0,00945| 11,5 | 0,00945| 47,1 | 0,0186 | 33 0,00864
Modell Mreal , #Dreiecke: 2800,#Punkte : 1874
5 59,4 0,184 1,29 | 0,191 5,51 | 0,142 4,72 | 0,149
6 71,3 0,177 1,4 | 0,186 5,92 | 0,139 5,21 | 0,144
7 83,2 0,171 1,5 |0,182 6,33 | 0,136 5,67 | 0,14
10 119 0,158 1,830,172 7,57 | 0,128 6,91 | 0,13
20 238 0,136 2,92 | 0,157 11,7 | 0,107 10,2 | 0,11
30 356 0,12 4,04 | 0,151 15,8 | 0,0904 | 13,2 | 0,0936
40 475 0,102 5,14 | 0,148 19,9 | 0,0765 | 16,3 | 0,082
50 594 0,0831 | 6,25 | 0,147 23,9 |1 0,0649 | 19,4 | 0,0734
Modell Mreal , #Dreiecke: 2800,#Punkte : 5513
5 175 0,191 3,63 | 0,202 23,3 0,133 20 0,135
6 210 0,182 3,92 | 0,195 24,8 | 0,128 22,8 0,128
10 350 0,16 5,11 | 0,177 30,6 | 0,115 30,1 | 0,109
20 701 0,134 8,14 | 0,158 45,2 | 0,095 42,1 | 0,0869
30 1,05e+03]| 0,115 11,2 | 0,149 59,9 | 0,0805 | 51,2 | 0,0738
40 1,4e+03 | 0,0902 | 14,3 | 0,145 74,6 | 0,069 59,3 | 0,0626
50 1,75e+03| 0,0663 | 17,4 | 0,142 89,2 | 0,0596 | 67,2 | 0,0499

Tabelle 7.3: Vergleich verschiedener Algorithmenif die Feinregistrierung

Aus den Ergebnissen in Tabelle 7.3 stellen wir zAohst fest, dass die Verwendung
der Hierarchie der Modelle eine erhebliche Verbessung in Bezaug die Berechnungs-
zeiten bringt, wenn man die begtigten Zeiten von dem ICP und ICPH vergleicht.
Dieses Resultat ist das erwartete, da unter Verwendung der Hiechie deutlich we-
niger Abstandsberechnungen zwischen Modell und Punk#tig werden. Interessan-
terweise nnen, wie i Modell Mrand3 zu sehen, unter Verwendung der Hierarchie
sogar bessere Wertadf die mittlere Abweichung erreicht werden.

Weiter beobachten wir, wenn man die Verbesserung der mittlaréAbweichung pro
Iteration fir alle Verfahren # die ersten Iterationen vergleicht, dass die Idee, die
Anzahl der Punkte, die einem Dreieck zugeordnet werdendden, zu beschénken,
eine Verbesserung bringt. Jedoch ist die Berechnungzeilr fiede Iteration im Algo-

55
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rithmus 1 und 2 deutlich gBYser als die badtigte Zeit fiv die Iteration im ICP _H.
Somit erhdlt man in Bezug auf die bestigte Zeit und mittlere Abweichung bis auf
das Testbeispiel aus Abschnitt 7.1.1 die klar besseren Ergebniséedas ICP_H.

Interessant ist auch der Vergleich zwischen Algorithmus 1 und 2.eBachtet man
die ersten Iterationen, so bedtigt der Algorithmus 1 pro Iteration weniger Zeit, liefert
jedoch meist gBsere mittlere Abweichungen. O®ensichtlich liefert die appimative
LéAsung des Korrespondenzenproblems in Abschnitt 4.3.2 in diesemsZmmenhang
schlechtere Ergebnisse in Bezug auf die mittlere Abweichung, svaber auch durch
die Heuristik hervorgerufen sein kann, da diese keinem Optimigiskriterium unter-
liegt. Fiv die letzten Iterationen ist meist zu beobachten, dass der Algthmus 1 die
besseren mittleren Abweichungen liefert.

Im Allgemeinen hangt das Verhalten der Algorithmen stark von dem jeweiligen
Modell ab. So liefert der Algorithmus 1 bessere Ergebnisse als d&¥_H fir das
Modell Mreal, jedoch nicht # alle anderen.

Es ist zu beobachten, dass die mittlere Abweichung zwar in jedderation kleiner
wird, wenn wir den Algorithmus 1 anwenden, aber dennoch nached5Q Iterati-
on deutlich gd¥er als null ist. Da die Scandatenif die Modelle Mrand und Mo-
dell 1 generiert wurden, ist die tatéchliche mittlere Abweichung jedoch null. Um das
Verhalten des Algorithmus 1 noch besser zu verdeutlichen, wer wir im nAchsten
Abschnitt zwei konkrete Testbeispiele betrachten.

7.4 Konvergenzverhalten f i zwei Testbeispiele

Um das Verhalten des Algorithmus 1 Aher zu untersuchen, werden wir in diesem
Abschnitt zunAchst ein Testbeispiel aus Abschnitt 7.1.3 betrachten, welchesrvin
Abbildung 7.5 dargestellt haben. Die Anzahl der generierten Pikte ist dabei 2303.
Das Modell, welches aus 2624 Dreiecken besteht, wurde nach @eobregistrierung
20 Grad gegen den Uhrzeigersinn um dieAchse gedreht. Die Abbildung 7.5 stellt
links diese Ausgangslage von Modell und Scandaten und rechts dege nach der
20: Iteration dar. Die Scandaten wurden zur besseren lllustratioausgedwnt.

Wie man sieht, wird das Modell wieder zuickgedreht und Scandaten und Modell
werden in die gleiche Ausrichtung gebracht. In Abbildung 7.6 isin weiteres Testbei-
spiel dargestellt, welches analog zu Abschnitt 7.1.3 erzeugt mde. Der Unterschied
besteht darin, dass das Modell nicht auf der Grundlage der Fuhi&n h(x;y) aus
Abschnitt 7.1.2 sondern aus der oberenaife eines Torus mit Innenradius 1 und Au-
Yaenradius 3 gebildet wurde. Die Anzahl der Dreiecke ist dabeP8hd die Scandaten
bestehen aus 3833 Punkten. Das Modell wurde diesmal nach dem@negistrierung
um 90 Grad gegen den Uhrzeigersinn gedreht, so dass, wie in Abbildun6 links zu
sehen, sich die Punkte der Scandaten, die zu den Erhebungen diesus korrespon-
dieren, genau zwischen den Erheben des Modells be nden. Redht die berechnete
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(a) Ausgangslage (b) Lage nach 2Q Iteration

Abbildung 7.5: Konvergenzverhalten & Beispiel 1

Lage zwischen Modell und Scandaten nach der:S@eration im Algorithmus 1 dar-
gestellt.

(a) Ausgangslage (b) Lage nach 5Q Iteration

Abbildung 7.6: Konvergenzverhalten# Beispiel 2

In Abbildung 7.6 ist zu beobachten, dass Scandaten und Modell i den Algo-
rithmus 1 nach 50 Iterationen nicht ausgerichtet werden. O®sithtlich sind die be-
rechneten Korrespondenzpaare so gahit worden, dass eine Drehung um die-Achse
sowohl mit als auch gegen den Uhrzeigersinn den Funktionswertsdeu minimieren-
den Funktionals in Satz 5.3.1 vergd¥ern wivde. Folglich wird der mittlere Abstand
zwischen Modell und Scandaten in den weiteren Iterationenafit mehr reduziert.
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7.5 Erreichbare Genauigkeiten f @ eine
Zeitvorgabe

Fiv den letzten numerischen Test geben wir eine Zeit vor und beteen die erreichte
mittlere Abweichung in dieser Zeit. Dabei vergleichen wir deAlgorithmus 1 mit dem
ICP_H. Da die Iteration im Algorithmus 1 mehr Zeit beansprucht als d Iteration
im ICP_H, wenden wir, falls die gesditzte Zeit fir die nAchste Iteration im Algo-
rithmus 1 grévzer als die noch valfjbare Zeit ist, iv alle weiteren Iterationen auch
den ICP_H an. Fiv diese Testzwecke nehmen wir das Testbeispiel aus Abschnitt 7.1.
mit realen Scandaten der GéY.e 1366 und 7548.

Um wieder die Aussagélber die Robustheit zu erhalten, gehen wir analog zu Ab-
schnitt 7.3 vor. In Abbildung 7.7 sind links die gemittelten Abwé&hungen nach einer

dargestellt.

Modell Mreal Modell Mreal
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(a) Punktanzahl: 1874 (b) Punktanzahl: 7548

Abbildung 7.7: Erreichbare Genauigkeitiér eine Zeitvorgabe

Die gleichen Ergebnisse @sentieren wir auch in Tabelle 7.4, wobei au¥serdem noch
die Varianz der Abweichung von Punkt zu Modell und die maxima& Abweichung von
Punkt zu Modell angeben ist.

\ Algorithmus 1 \ ICP _H

Zeit | Abw. | max. Abw. | Var. | Abw. | max. Abw. | Var.
Modell Mreal, # Dreiecke: 280Q # Punkte: 1874

3 0,133 0,476 0,0112 | 0,153 0,695 0,0177
4 0,13 0,441 0,0104 | 0,146 0,667 0,0164
5 0,127 0,466 0,0108 | 0,142 0,659 0,0157
6 0,12 0,448 0,0102 | 0,139 0,66 0,0152
7 0,112 0,432 0,00956| 0,136 0,661 0,0148
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\ Algorithmus 1 \ ICP _H

Zeit | Abw. | max. Abw. Var. Abw. | max. Abw. Var.
8 0,106 0,423 0,00902| 0,134 0,663 0,0145
9 0,0995 0,42 0,00854| 0,132 0,665 0,0142

10 0,0924 0,422 0,00807| 0,13 0,668 0,014
11 0,0864 0,426 0,00771| 0,129 0,67 0,0139
12 0,08 0,426 0,00734| 0,126 0,672 0,0137

13 0,0748 0,428 0,00704| 0,124 0,675 0,0135
14 0,0708 0,431 0,00676| 0,122 0,677 0,0134
15 0,0669 0,435 0,00652| 0,121 0,68 0,0133
Modell Mreal, # Dreiecke: 280Q # Punkte: 7548
15 0,134 0,464 0,0111 | 0,153 0,699 0,0172
20 0,126 0,464 0,0106 | 0,149 0,692 0,0163

25 0,123 0,43 0,0102 | 0,147 0,687 0,0157
30 0,113 0,416 0,0095 | 0,145 0,687 0,0154
35 0,114 0,422 0,0098 | 0,143 0,688 0,0151
40 0,112 0,419 0,0096 | 0,14 0,688 0,0149

Tabelle 7.4: Erreichbare Genauigkeitdr eine Zeitvorgabe

In der Tabelle 7.4 und in der Abbildung 7.7 ist eine deutliche \feesserung in
Bezug auf die Zeit und berechnete Genauigkeit des Algorithraul gegedber dem
ICP_H zu sehen.

7.6 Schlussfolgerungen

Aus den numerischen Tests ist erkennbar, dass der Algorithmus 1 bgen auf die
Feinregistrierung zwar eine Alternative zum ICP darstellt, jeloch in Bezug auf die
Schnelligkeit eher das Nachsehen hat. Des Weiteren bringt diee, die Anzahl der
Punkte, die einem Dreieck zugewiesen werden, zu besgiken, eine Verbesserung.
Jedoch ist die Berechnung der éisung des Flussproblems mit den hier vorgestellten
Solvern zu teuer. Folglich wird der Algorithmus 1 zu ine®ekti\Hinzu kommt, dass die
Schatzung, siehe hierzu Abschnitt 4.3.2, der Anzahl der Punkte, diauf ein Dreieck
kommen, sehr ungenau ist und zdézlich voraussetzt, dass die Kameraebene bezogen
auf das Modell an@hernd parallel zurx-y-Ebene liegt. Letzteres ist nur der Fall, wenn
das Modell bezogen auf die Scandaten nicht verkippt ist. DigsAgt zur weiteren
Ine®ektivitat bei.

Es wird auch ersichtlich, wenn man insbesondere das zweite Tesitipiel aus Ab-
schnitt 7.4 betrachtet, dass alle hier betrachteten Verfahrebezogen auf die Feinre-
gistrierung nur lokal optimieren.

Der Erfolg in dieser Arbeit liegt mehr in der Bildung der Hierarbie von Modellen.
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Denn die Verwendung der Hierarchie bringt einen enormen Zgéwinn bei der Durch-
fdhrung der Feinregistrierung und bringt kaum Verluste bedglich der Genauigkeit.
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8 Zusammenfassung

In den letzten Kapiteln haben wir anfinglich das in Kapitel 2 beschriebene Problem
diskutiert, einen LA&sungsansatz vorgestellt und dementsprechend einen Algorithmus
in Kapitel 6 vorgeschlagen, der, nach den Daten aus der Taleelf.3 zu urteilen, das
Modell des Problems aus Kapitel 2 mit den real aufgenommen&gandaten zuveds-
sig und schnell matcht. Jedoch haben die Tests in Kapitel 7 auclnege Schvachen
des Algorithmus aufgezeigt. Im Achsten Abschnitt werden wir noch einige abschlie-
Ysende Bemerkungen zu dem behandelten Algorithmus @gén und im darau®olgen-
den Abschnitt noch perspektivische Vorsclige unterbreiten, um den Algorithmus zu
verbessern.

8.1 Abschlie¥sende Bemerkungen

Die Hauptkomponentenanalyse, die wirdr die Grobregistrierung verwendet haben,
bedingt, dass das Modell und die Scandaten, adnernd die gleiche Form haben.
Dies ist erforderlich, damit die Angleichung der Hauptkomporngen des Modells zu
den Hauptkomponenten der Scandaten ein sinnvolles Ergebriefért. Sind die korre-
spondierenden Eigenwerte der Hauptkomponenten vé@hnlicher Gridv.e, so kann eine
starke Ausddnnung der Scandaten, aber auch leichte Abweichungen der Bdaten
vom Modell dazu fdhren, dass Modell und Scandaten nach der Grobregistrierung
falsch ausgerichtet werden.

Des Weiteren kann @ das hier vorgestellte Verfahren dr die Feinregistrierung
nachteilig sein, dass die Kosten auf den Kanten zwischen den Pterk und Dreiecken
auf der Grundlage des derzeitigen Abstandes zwischen ModellduRunkt berechnet
werden. Dies setzt voraus, dass Modell und Scandaten schon inegi@hnlichen Lage
zueinander liegen.

Nimmt man als Beispiel einen Kugelschreiber, dessen Modell undaidaten nach
der Grobregistrierung entgegengesetzt liegen, d. h., die 8pankte, die zu der Klem-
me korrespondieren, liegen im vorderen Bereich des Kugelsgbers im Modell. Da
nun die eigentlichen Korrespondenzen weit voneinander estht liegen, wird das Mo-
dell durch den Algorithmus 1 nicht in die optimale Lage gedreihwerden.

Hierbei wird ebenso der Nachteil ersichtlich, dass das Funktioha (4.1) in dem
oben beschriebenen Verfahren nicht direkt minimiert wird.
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8.2 Ausblick

In diesem Abschnitt rei%aen wir noch einige Ideen an, die zur Vedserung des Algo-
rithmus 1 in Bezug auf Schnelligkeit und Robustheitdhren kénnten.

Zur Berechnung der Korrespondenzpunkte kann man die Anzahl dBunkte, die
auf ein Dreieck beschiinkt ist, auch von unten beschéinken. Dies wivde sicherlich zur
schnelleren Konvergenz der Position des Modells in die Endéagnd zur verbesserten
Robustheit fdhren. Allerdings ist dies nur n@glich, wenn das komplette Modell in
den Scandaten wiederzu nden ist.

Eine weitere Verbesserungsfglichkeit kénnte sein, das Flussproblemif die Kor-
respondenzpunktsuche mittels des#hdelverfahrens zugsen, jedoch die nicht ganz-
zahlige Naherungsisung zu nutzen, um einen gewichteten Korrespondenzpunkt zu
jedem Punkt der Scandaten zu berechnen. Mit anderen Wortered Korrespondenz-
punkt zu einem Scanpunkt ergibt sich aus der entsprechend deusrdh die Naherungs-
Idsung gewichteten Summe derAchstliegenden Punkte aller Dreiecke. Somit ist die
Berechnung der Heuristik nicht mehr notwendig.

Um den in Abschnitt 8.1 angedeuteten Problemen zu entgegnen, i$ sicherlich
erforderlich, v die Grobregistrierung als auch @ die Feinregistrierung nicht nur
die Hauptkomponenten bzw. den Abstand zwischen Modell und Scamkt zu be-
trachten. Um ein robusteres Verhalten zu bekommen, ist es notmdig, die lokalen
Informationen eines jeden Punktes des Modells als auch deraBdaten zu berechnen
und entsprechend zu vergleichen. Die lokalen Informationémnnen die in Abschnitt
4.2.1 diskutierten Merkmale wie K&mmungsinformation, Normalenvektoren oder all-
gemein Informationen sein, die aus den Nachbarpunkten gewamwerden Bnnen.
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