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Abstract

Diese Arbeit widmet sich dem Matching bzw. dem Angleichen einer Punktwolke
an ein Referenzmodell im dreidimensionenalen Raum, wobei letzteres eine Ober°Äa-
chentriangulierung ist. Da dieses Problem des Matchings in vielen Industriebereichen
wie z. B. in der Fertigungsautomatisierung, aber auch im alltÄaglichen Umfeld immer
mehr Anwendung ¯ndet, steigt nicht zuletzt die Nachfrage an Software, die dieses
Ausrichten robust durchfÄuhrt. In dieser Arbeit stellen wir einen Algorithmus vor,
der zunÄachst die Punktwolke und das Modell mit Hilfe der Hauptkomponentenana-
lyse grob ausrichtet und schlie¼lich fÄur die Feinregistrierung ein dem ICP (Iterative
Closest Point) Äahnliches Verfahren anwendet. Der Unterschied ist, dass das Korre-
spondenzenproblem mittels eines Flussproblems minimaler Kosten modelliert wird.
Zur Optimierung des hier vorgeschlagenen Verfahrens entwickeln wir desweiteren
einen Algorithmus, der die Anzahl der Dreiecke des Modells reduziert und bei dem
die Form des Modells weitestgehend erhalten bleibt. Somit kann eine Hierarchie von
Modellen erzeugt werden. Wir vergleichen das hier vorgestellte Verfahren mit dem
ICP und stellen unsere numerischen Tests vor.

This thesis concerns the problem of matching a point cloud to areference model in
three-dimensional space whereas the reference model is a triangulation of a surface.
Since this problem has its applications not only in many branches of industry e.g.
production automation but also in everyday life the demands on software that per-
forms this matching robustly increase continuously. We proposean algorithm that at
¯rst registers the model with the point cloud coarsely by using the principle compo-
nent analysis and ¯nally performs the ¯ne registration by applying a similar method
to the standard ICP (Iterative Closest Point) method. The main di®erence is that
we model the problem of ¯nding the correspondences by a min-cost-°ow-problem.
To optimize this proposed algorithm we develop a method to reduce the number of
triangles in the model whilst preserving the shape of the model as far as possible.
Hence we can form a hierarchy of models. Furthermore, the algorithm is compared
with the ICP method by providing numerical tests.
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1 Einf Äuhrung

1.1 Bilderkennende Systeme

Im Zuge der immer besser werdenden Computer- und Kameratechnik wird das Feld
der Anwendungen der komplexen optischen Systeme zur Bilderkennung stetig grÄo¼er.
Diese kombinieren im Allgemeinen optische MessgerÄate mit modernster Rechentech-
nik, um mit Hilfe von aufgenommenen Bildern Objekte zu identi¯zieren. Sie werden
immer hÄau¯ger eingesetzt und sind heutzutage mitunter unumgÄanglich.

Der gro¼e Vorteil dieser Systeme besteht darin, dass die Aufnahmenanders als
bei der herkÄommlichen Fotogra¯e digitalisiert werden und damit unmittelbar jede
mathematisch beschreibbare Verarbeitungsvorschrift (Algorithmus) auf die digitalen
Bilddaten angewendet werden kann. Dies bedeutet, die Verarbeitung der Daten ist
nicht mehr an die BeschrÄankungen physikalischer oder chemischer Verarbeitungspro-
zesse gebunden. Dabei bringt es der Fortschritt der Digitaltechnik mit sich, dass im-
mer kompliziertere und rechenintensivere Algorithmen auf immer leistungsfÄahigeren
Rechnern in einer akzeptablen Rechenzeit laufen kÄonnen. Dies erÄo®net eine Vielzahl
von MÄoglichkeiten.

So bestehen heutige moderne Anlagen in vielen Industriezweigen, v. a. aber auch in
der Autoindustrie aus einer betrÄachtlichen Anzahl an Kamerasystemen, die vielseitige
Aufgaben Äubernehmen. Dies reicht von der einfachenÄUberwachungsfunktion,Äuber
Barcodeerkennungen bis hin zum vollautomatischen und intelligenten Erkennen und
Begreifen von Objekten. In der Fertigung dienen diese Objekterkennungen z. B. der
°exibleren, fehlerÄarmeren und im Vergleich zum Menschen schnelleren, prÄaziseren
und kostengÄunstigen Produktion von Erzeugnissen.

Ein wichtiges Thema spielt dabei die QualitÄatskontrolle, bei der das zu prÄufen-
de Objekt aufgenommen und anschlie¼end auf Fehler untersucht wird. Diese Fehler
betre®en meist die Geometrie des zuÄuberprÄufenden Objektes. Um diese Fehler zu
erkennen, ist es erforderlich, neben der prÄazisen Aufnahme des zu untersuchenden
Objektes, e®ektive Algorithmen fÄur die geschickte Segmentierung und Merkmalser-
kennung im Bild anzuwenden und schlie¼lich mit Hilfe anderer Algorithmen diese
Merkmale in einem Referenzdatensatz oder Referenzmodell wiederzuerkennen. Man
fÄuhrt einen Soll-Ist-Vergleich durch. Sind diese Algorithmen robust einsetzbar, so
kÄonnen diese fÄur die automatische QualitÄatskontrolle verwendet werden.
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1 EinfÄuhrung

1.2 Das Matching

Bei der im letzten Abschnitt angesprochenen QualitÄatskontrolle wird versucht, die
Merkmale der Fehler, die in einem Referenzmodell kodiert sind, in der gleichen Form
bzw. Kombination in der Aufnahme der defekten Objekte wiederzu¯nden. Es wird
eine Zuordung der Merkmale im Modell zu den Merkmalen in der Aufnahme gesucht.
Ist die Zuordung so gewÄahlt, dass die Merkmale des Modells den zugeordneten Merk-
malen in der Aufnahme entsprechen und jeweils ihre Struktur und Kombinationen
untereinander bestmÄoglich Äubereinstimmen, so wurde das Modell mit der Aufnah-
me gematcht. Die Bestimmung der besten Zuordnung bezeichnen wir alsMatching.
Insbesondere im Dreidimensionalen ist dieser Vorgang oft ein Angleichen bzw. Aus-
richten des Modells an die Aufnahme. Sind Modell und Aufnahme gematcht, so kann
man das aufgenommene Objekt in der Regel bzgl. des Modells identi¯zieren.

1.3 Anwendungen

Das Modell ist dabei vielseitig beschreibbar. So kann dies z. B.in der Mustererken-
nung ein bestimmtes Muster sein [3], welches in der Aufnahme gesucht wird. Ebenso
kann es die Form und GrÄo¼e des Objektes beschreiben.

Es ist auch mÄoglich, dass zunÄachst kein Modell vorhanden ist, sondern erst ein
Referenzmodell zu einem Objekt erstellt werden soll, um das Objekt spÄater wieder-
zuerkennen. Dabei wird z. B. das Objekt aus verschiedenen Richtungen aufgenommen
bzw. gescannt und daraus ein Referenzmodell gebildet. Hierbei ist es notwendig, die
ÄUberlappungsbereiche der einzelnen Scans zu identi¯zieren.Werden zwei Scans mit-
einander verglichen, so ist ein Scan das Modell und das jeweilsandere die Aufnahme.

Eine Anwendung ist auch die Objektlageerkennung, in der die Lage eines aufge-
nommenen Objektes bzgl. der Koordinaten des Modells durch die Anpassung der
Aufnahme an das vorhandene Modell ermittelt werden kann. Im Bereich des Reverse
Engineerings v. a. im Maschinenbau ist es ebenso erforderlich,ein aufgenommenes
Objekt mit einem Modell zu vergleichen. Soll z. B. ein Objektgefertigt werden, des-
sen Geometrie einem mittels CAD (Computer Aided Design) erstellten gra¯schen
Modell entspricht, so kann nach der Fertigung durch die Vermessung des Objektes
ermittelt werden, wie hoch der Grad derÄUbereinstimmung zwischen Modell und dem
tatsÄachlich hergestellten Objektes ist.

Auch im tÄaglichen Umfeld ¯ndet das Problem des Matchings und somit das Iden-
ti¯zieren von Objekten in Bezug auf das Modell Anwendung. Als Beispiel seien Fin-
gerabdruckerkennung und Fahrerassistenzsysteme genannt.

Diese vielseitigen Anwendungsbereiche [23] unterstreichen dieBedeutung und Nach-
frage an Software, die dieses Matching robust ausfÄuhrt, und deuten auch auf die
KomplexitÄat dieses Themas hin. Deshalb wird mit hoher IntensitÄat in verschiedenen
Richtungen geforscht, um das Matching immer e®ektiver zu realisieren. Dies beinhal-
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1 EinfÄuhrung

tet auch die Methoden der Segmentierung und Merkmalserkennung zu verbessern.
So liegt z. B. oft das Problem der Wiedererkennung bestimmterFormen des Modells
in der Identi¯kation und Extraktion von Merkmalen, die gegen bestimmte Faktoren,
wie Lichtein°Äusse, Objektrotationen und Skalierung invariant sind.

Je e®ektiver die Software ist, die das Matching durchfÄuhrt, desto besser und leis-
tungsfÄahiger sind die rechnergestÄutzten optischen Systeme in Bezug auf die Objekt-
und Merkmalserkennung und umso mehr steigt ihre Akzeptanz in derPraxis.

In dieser Arbeit konzentrieren wir uns vorwiegend auf das Finden und Optimieren
von Methoden, die dem Matching einer Objektober°Äachenvermessung an ein Refe-
renzmodell dienen. Genauer werden wir jedoch die Aufgabenstellung im Kapitel 2
formulieren, in dem wir ein konkretes Problem betrachten, dessen Anwendung in den
Bereich der Objektlageerkennung fÄallt. Dieses Problem beschreiben wir im Kapitel 4
mathematisch, stellen LÄosungsansÄatze vor und modellieren das mathematische Mo-
dell. Im darau®olgenden Kapitel 5 wird dieses mathematische Modell gelÄost und in
Kapitel 6 ein resultierender Algorithmus vorgestellt. In Kapitel 7 werden wir das
Verhalten unseres Algorithmus mit anderen Algorithmen mittels numerischer Tests
vergleichen, bevor wir schlie¼lich unsere Schlussfolgerungen in Kapitel 8 ziehen wer-
den.

3



2 Problemformulierung

2.1 Die Aufgabenstellung

Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, die Lage eines dreidimensionalen Objektes (siehe
Abschnitt 2.2), dessen grobe Position bekannt ist, bezogen auf einKoordinatensys-
tem im Raum genau zu bestimmen. Dieses Problem ¯ndet vor allem Anwendung in
der Fertigungsautomatisierung, in der es hÄau¯g erwÄunscht ist, die Lage eines vor-
liegenden Objektes prÄazise zu ermitteln, um anschlie¼end an diesem Objekt weitere
verarbeitende Schritte durchzufÄuhren. Die Positionsbestimmung soll dabei mÄoglichst
schnell, prÄasize und automatisch, d. h. ohne manuelles Eingreifen, erfolgen.

Die Ober°Äache des Zielobjektes liegt als gra¯sches Modell vor, welches einerTrian-
gulierung der Objektober°Äache entspricht. Weiterhin wird mit Hilfe eines optischen
MessgerÄats die Objektober°Äache aus einer festgelegten Blickrichtung in der zu bestim-
menden Position dreidimensional vermessen, woraus eine so genannte 3D-Punktwolke
resultiert. Jene reprÄasentiert die reale Lage der Objektober°Äache im Raum bezogen
auf ein Koordinatensystem, wobei jeder Punkt aus den entsprechendenx-, y- und
z-Koordinaten besteht.

Um die Lage des gemessenen Objektes im Raum zu bestimmen, genÄugt es, die 3D-
Punktwolke dem dreidimensionalen gra¯schen Modell anzupassen, d. h. zu matchen.
Hierbei sei angemerkt, dass erst durch das Matching jeder Punkt der Punktwolke
mit einem Teil des Objektes identi¯ziert wird und folglich die Lage des Objektes
im Raum bestimmt ist. Das daraus resultierende Problem besteht darin, diejenige
Rotation und Translation zu ¯nden, die die Koordinaten des Modells in jene der
Punktwolke ÄuberfÄuhrt.

In den folgenden Abschnitten werden das Objekt, das dazugehÄorige gra¯sche Mo-
dell und die aus der Vermessung erzielte Punktwolke nÄaher beschrieben.

2.2 Das Zielobjekt

Das zu betrachtende Objekt soll eine HÄulse sein, wobei nur ein Teil des Objektes
von Interesse ist, da nur dieser fÄur die Positionsoptimierung vermessen werden soll.
Seine Ober°Äache lÄasst sich im Grunde durch zwei elementare Geometrien annÄahern.
Die AnnÄaherung besteht aus einer Halbkugel, die am Rand °ie¼end in einen Kreis
Äubergeht.
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2 Problemformulierung

2.3 Das zugeh Äorige gra¯sche Modell

Wie oben erwÄahnt, steht ein gra¯sches Modell der Objektober°Äache zur VerfÄugung.
Dieses Modell ist die Triangulierung der Ober°Äache (Dreiecksnetz) und liegt als STL-
Datei vor. STL steht dabei fÄur SurfaceTesselationLanguage, was schon darauf hin-
weist, dass dieses Format die Speicherung einer Ober°Äachentriangulierung im Dreidi-
mensionalen unterstÄutzt [2]. Durch zwei mit diesem Format verankerte Regeln wird
gesichert, dass erstens kein Dreieckseckpunkt mitten auf einerKante liegt und zwei-
tens bedingt durch die festgelegte Reihenfolge der Au°istung der Dreieckseckpunkte
die Orientierung eines Dreiecks bzw. die Richtung nach au¼ende¯niert ist.

Weiterhin bietet dieses Format die Codierung einer RGB-Farbe fÄur jedes Dreieck,
welche in dem vorliegenden Fall eine Gewichtung jedes Dreiecks de¯niert. Je hÄoher
dieser Wert ist, desto stÄarker soll das jeweilige Dreieck bei dem Angleichen in Betracht
gezogen werden, da bei Dreiecken mit hÄoheren Werten die zu erwartende Fluktua-
tion der korrespondierenden Messpunkte bedingt durch den Herstellungsprozess der
HÄulsen geringer ist.

2.4 Die zugeh Äorige gemessene 3D-Punktwolke

Wie am Anfang dieses Kapitels beschrieben, resultiert die Punktwolke aus einer Teil-
vermessung des tatsÄachlich hergestellten Objektes mittels eines Kamerasystems. Je-
des Objekt kann bedingt durch den Herstellungsprozess von den Modelldaten inner-
halb eines bekannten Toleranzspektrums abweichen, wobei die HÄohe der Abweichung
von der jeweiligen Stelle des Objektes abhÄangt. Dies fÄuhrt dazu, dass die Objektauf-
nahmen nicht notwendigerweise deckungsgleich mit dem gra¯schen Modell sind und
insofern auch untereinander °uktuieren.

Das Kamerasystem vermisst den Teilbereich des ObjektesÄaquidistant entlang der
x-Achse und y-Achse bezogen auf das Kamerakoordinatensystem, so dass ein Gitter
entsteht, zu dem an jedem Gitterpunkt der Abstand zwischen x-y-Ebene und dem
Durchsto¼ungspunkt bekannt ist. Dieser Punkt ist der erste Schnittpunkt zwischen
der Ober°Äache des Objektes und der Geraden, die durch den Normalenvektor der
x-y-Ebene und dem jeweiligen Gitterpunkt de¯niert ist.

Falls kein solcher Schnittpunkt existiert, so ist der Abstandswertdurch einen ent-
sprechend hohen Wert gekennzeichnet. Um diese Werte und solche Messwerte, die
bedingt durch das Kamerasystem ungenau sind, von den anderen Abstandswerten
klar abzugrenzen, liefert das Kamerasystem neben den Messdateneine so genannte
Qualitymap, in der zu jedem Gitterpunkt der Wert fÄur die GÄute des entsprechen-
den Messwertes angegeben wird. Konkret sind die Gitterpunkte zeilenweise in einer
Textdatei und die dazugehÄorige Qualitymap in einer Bilddatei hinterlegt.

5



3 Notation

Um die Arbeit weitestgehend in sich schlÄussig zu halten, geben wir hier eine kurze
ÄUberblicksliste Äuber die in den nÄachsten Kapiteln verwendete Notation. WieÄublich
bezeichne

² N = f 1; 2; 3; : : : g die Menge aller natÄurlichen Zahlen,

² Z = f 0; 1; ¡ 1; 2; ¡ 2; : : : g die Menge aller ganzen Zahlen,

² R = ( ¡1 ; 1 ) die Menge aller reellen Zahlen,

² R+ = [0; 1 ) bzw. R¡ = ( ¡1 ; 0] die Menge der positiven bzw. negativen reellen
Zahlen einschlie¼lich der 0,

² h¢; ¢i das Standardskalarprodukt mithx; yi = xT y und k¢k2 die aus dem Skalar-
produkt induzierte Euklidische Norm,

² I s = I £ : : : £ I| {z }
s

fÄur I ein Intervall und s 2 N,

² j Cj die Kardinalit Äat einer MengeC,

² convC die konvexe HÄulle einer MengeC,

² dxe mit x 2 R, den nÄachstgrÄo¼eren ganzzahligen Wert vonx,

² Diag den Operator Diag :Rn 7! Rn£ n mit

Diag(a) =

0

B
B
B
@

a1 0 : : : 0

0 a2
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 : : : 0 an

1

C
C
C
A

;

² argmin
x2 D

f (x) fÄur einen De¯nitionsbereichD und eine Funktion f : D 7! R die

Menge
X¤ := f x 2 D : f (x) minimalg;

falls jX¤j 6= 1 und sonst das eindeutige Element ausX¤ und analog
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3 Notation

² argmax
x2 D

f (x) die Menge

X ¤ := f x 2 D : f (x) maximalg;

falls jX ¤j 6= 1 und sonst das eindeutige Element ausX ¤.

Alle weiteren Symbole, die in den nÄachsten Kapiteln verwendet werden und nicht
in der obigen Liste erscheinen, haben die in der LiteraturÄubliche Bedeutung.
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4 Die Modellierung

In diesem Kapitel wird zunÄachst die Problemstellung aus Kapitel 2 mathematisch
formuliert, ebenso werden Grundbegri®e de¯niert. Im Weiteren werden AnsÄatze vor-
gestellt und diskutiert, die sich der LÄosung des Problems annÄahern und abschlie¼end
wird das mathematische Modell beschrieben, welches die Grundlage fÄur die weite-
ren Analysen in dieser Arbeit bildet. Im Kapitel 5 wird dann auf die LÄosung des
mathematischen Modells eingegangen.

4.1 Mathematische Formulierung

4.1.1 Grundlegende De¯nitionen

Um das in Kapitel 2 erwÄahnte gra¯sche Modell und ebenso die aus der Messung her-
vorgegangene Punktwolke mathematisch beschreiben zu kÄonnen, klÄaren wir zunÄachst
einige Grundbegri®e beginnend mit der De¯nitionPunkt.

De¯nition 4.1.1. Sei p 2 R3, dann nennen wirp Punkt und eine Menge vonn
Punkten P = f p1; p2; : : : ; png Punktwolkemit n 2 N.

Im Weiteren fÄuhren wir den Begri® des Dreiecks ein, um anschlie¼end die schon
in Kapitel 2 erwÄahnte Triangulierung de¯nieren zu kÄonnen. Darauf aufbauend ist es
mÄoglich, das gra¯sche Modell des Zielobjektes zu beschreiben.

De¯nition 4.1.2. Seienq; q1; q2 drei Punkte. Dann wird das geordnete TripelD =
(q; q1; q2) als Dreieck bezeichnet, falls die Vektorenq1 ¡ q und q2 ¡ q linear unabhÄangig
sind. Die Menge

4 :=
©

r 2 R3 : r = q+ ¸ 1(q1 ¡ q) + ¸ 2(q2 ¡ q) mit ¸ 1; ¸ 2 2 R+ ; ¸ 1 + ¸ 2 · 1
ª

nennen wir die dem DreieckD zugehÄorige Dreiecks°Äache und den Vektor N 2 R3

mit N = ( q ¡ q1) £ (q ¡ q2) den Normalenvektor des DreiecksD, wobei £ das
Kreuzprodukt ist. Die Punkte q; q1; q2 hei¼enEckpunktedes DreiecksD.

Es sei bemerkt, dass durch die festgelegte Reihenfolge der Eckpunkte, eine Orien-
tierung der entsprechenden Dreiecks°Äache gegeben ist.

Um die Triangulierung einer Objektober°Äache (Dreiecksnetz) mathematisch be-
schreiben zu kÄonnen, gibt es in der Literatur viele AnsÄatze. So wird der Begri® der
Triangulierung in [8] als Paar (X; ©) eines PolyedersX und eines HomÄoomorphismus
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4 Die Modellierung

Á, der die geometrischen Realisierung vonX in eine kompakte regulÄare FlÄache im
dreidimensionalem Raum (Mannigfaltigkeit im dreidimensionalen Raum) abbildet,
de¯niert. Dabei wird das Polyeder als Zerlegung der FlÄache betrachtet. In [10] wird
zunÄachst der Begri® des Polygonzugs und spÄater daraus resultierend der Begri® der
Triangulierung festgelegt. FÄur diese Arbeit erscheint jedoch die De¯nition der Trian-
gulierung Äuber einen Graphen, dessen Knoten Eckpunkte von Dreiecken beschreiben
und dessen Kanten die Verbindungen zwischen diesen Knoten reprÄasentieren, am
geeignetsten. ZunÄachst de¯nieren wir den Begri® des ebenen Graphen und daraus
ableitend den Begri® der Triangulierung.

De¯nition 4.1.3. SeiE ½R3 eine Ebene. Ein PaarG = ( V; E) mit einer endlichen
KnotenmengeV ½ R3 und einer endlichen KantenmengeE hei¼tebener Graph, falls

² jede Kante ausE eine Teilmenge vonE ist, die homÄoomorph auf das Intervall
[0; 1] abgebildet werden kann,

² die Bilder von 0 und 1 unter solch einem HomÄoomorphismus zwei Knoten (End-
punkte der Kante) ausV sind,

² verschiedene Kanten unterschiedliche Mengen an Endpunkten haben und

² das Innere einer Kante keinen Knoten ausV und keinen Punkt aus einer ande-
ren Kante enthÄalt.

Wie in [11, Abschnitt 4.2] erwÄahnt, wird die Ebene durchE n(V [
S

E) in Regionen
geteilt, die mit facesbezeichnet werden. Genau ein face ist unbeschrÄankt, welches in
[11] outer face genannt wird. Die anderen faces werdeninner faces bezeichnet. In
dieser Arbeit nennen wir den Abschluss eines inner facesebene FlÄache.

Die De¯nition 4.1.3 ist eine Voraussetzung fÄur die folgende De¯nition der Tri-
angulierung, in der wir die Triangulierung als Graphen de¯nieren, dessen Knoten
Eckpunkte von Dreiecken und dessen Kanten die Verbindungen der Eckpunkte sind.
Jeder Knoten besitzt dabei ein Label, so dass zu dem Knoten bekannt ist, welche
Dreiecke er bildet.

De¯nition 4.1.4. Seien D1; : : : ; Dm Dreiecke, deren Dreiecks°Äachen 4 1; : : : ; 4 m

paarweise verschieden sind, sich nur am Rand schneiden und jeweils konsistent bzgl.
der Orientierung sind. Des Weiteren bezeichne der Index vonD1; : : : ; Dm eine Num-
merierung der Dreiecke.

Sei T = ( V; E) ein Graph, dessen KnotenmengeV die Menge der Eckpunkte von
D1; : : : ; Dm ist und dessen KantenmengeE durch

E = ff u; vg : u; v Eckpunkte von D i fÄur ein i 2 f 1; : : : ; mgg

bestimmt ist. Weiter sei jeder Knoten mit einem Label versehen, sodass aus dem
Graphen T die DreieckeD1; : : : ; Dm wieder zurÄuckgewonnen werden kÄonnen, wobei

9



4 Die Modellierung

die Eckpunkte der Dreiecke dann den entsprechenden Knoten gleichen. Seien weiter
(qi ; qi

1; qi
2) die Eckpunkte des DreiecksD i fÄur alle i = 1; : : : ; m und E 2 R3 eine Ebene.

Ist T zusammenhÄangend und gibt es einen HomÄoomorphismus

© :
m[

i =1

4 i 7! ©

Ã
m[

i =1

4 i

!

½ E;

so dass (V E ; EE ) mit V E = ©( V) und E E die Menge mit

E E = f ©(S) : S Strecke zwischenu und v; f u; vg 2 Eg

ein ebener Graph ist, in dem ©(4 1); : : : ;©(4 m ) innere FlÄachen sind, so hei¼t der
Graph T Triangulierung. Wir bezeichnen die DreieckeD1; : : : ; Dm die der Triangu-
lierung T zugehÄorigen Dreiecke.

Die Triangulierung ist also ein planarer Graph, denn der ebeneGraph, der durch
den HomÄoomorphismus © beschrieben wird, ist o®ensichtlich eine konkrete Darstel-
lung des planaren Graphen in der Ebene [11, Abschnitt 4.3]. Hierbei ist zu bemerken,
dass die DreieckeD1; : : : ; Dm den Graphen erzeugen. Somit bestimmt die Beschaf-
fenheit der Dreiecke, ob der daraus erzeugte Graph die Eigenschaften einer Triangu-
lierung erfÄullt.

4.1.2 Die Beschreibung des gra¯schen Modells

De¯nition des Modells

Um von der Triangulierung zu der De¯nition des gra¯schen Modells zu gelangen,
weisen wir jedem der Triangulierung zugehÄorigem Dreieck noch einen Wert aus [0; 1]
zu, um die im Abschnitt 2.3 erwÄahnten Gewichte fÄur jedes Dreieck zu berÄucksichtigen.

De¯nition 4.1.5. Ein Tupel M = ( T ; ! ) wird Modell genannt, fallsT = ( V; E) eine
Triangulierung, D1; : : : ; Dm die zugehÄorigen Dreiecke und! eine Gewichtungsfunk-
tion mit ! : f D1; : : : ; Dmg 7! [0; 1] ist.

Im weiteren Verlauf dieser Arbeit werden wir das SymbolM fÄur das Modell und
4 M fÄur die Vereinigung der Dreiecks°Äachen der zugehÄorigen Dreiecke verwenden.
Also ist 4 M durch

4 M :=
m[

i =1

4 i

de¯niert.
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4 Die Modellierung

Transformation des Modells

Wie schon in Abschnitt 2.1 erwÄahnt, ist das Ziel eine Transformation zu berechnen,
die die Koordinaten des Modells in die der PunktwolkeÄuberfÄuhrt. Folglich ist es
erforderlich, die Transformation des Modells ebenfalls mathematisch zu beschreiben.
Sei dazuR 2 R3£ 3 eine orthogonale Matrix undt 2 R3 ein Translationsvektor. Dann
bezeichnen wir die FunktionTv

R;t : R3 7! R3 mit

Tv
R;t (w) = Rw + t

alsTransformation von w fÄur die orthogonale MatrixR und den Translationsvektort.
WeiterfÄuhrend wird nun die Transformation auf einem DreieckD = ( q; q1; q2) durch

Td
R;t (D) = ( Tv

R;t (q); Tv
R;t (q1); Tv

R;t (q2))

und auf einer TriangulierungT = ( V; E) mittels

Tg
R;t (T ) :=

¡
Tv

R;t (V);
©

f Tv
R;t (u); Tv

R;t (w)g : f u; wg 2 E
ª¢

;

de¯niert, wobei die Label der Knoten vonT durch die TransformationTg
R;t erhalten

bleiben sollen undTv
R;t (V) die Menge aller mittelsTv

R;t transformierten Elemente aus
V ist.

Da Tv
R;t ein HomÄoomorphismus ist, gilt folglich, dassTg

R;t (T ) wieder eine Triangu-
lierung ist. Des WeiterenÄandern zwar die zugehÄorigen Dreiecke vonTg

R;t (T ) ihr Lage
in R3 gegenÄuber den zugehÄorigen Dreiecken vonT , bleiben jedoch konsistent bzgl.
der Normalenvektoren, da diese Transformation nicht die Labelder Knoten Äandert.

Um nun abschlie¼end die Transformation auf einem Modell zu de¯nieren, muss nur
noch die Gewichtungsfunktion berÄucksichtigt werden.

De¯nition 4.1.6. SeiM = ( T ; ! ) ein Modell, R eine orthogonale Matrix undt ein
Translationsvektor, dann bezeichnen wir die Funktion

TR;t (M ) =
³

Tg
R;t (T ); !

³
Td

R;t
¡ 1

(¢)
´´

als Transformation des Modells bzgl. einer orthogonalen Matrix R und eines Trans-
lationsvektors t, wobei Td

R;t
¡ 1 die Inverse vonTd

R;t bezeichnet.

Projektion auf das Modell

In diesem Abschnitt de¯nieren wie die Projektion eines Punktesp 2 R3 auf ein Modell
M = ( T ; ! ). Die De¯nition ist notwendig, um z. B. den nÄachstgelegenen Punkt auf
dem Modell zu dem Punktp zu bestimmen.

Die Projektion soll eine Funktion sein, die einen Punkt in den nÄachstliegenden
Punkt auf dem Modell abbildet. Jedoch kann es zu einem Punktp mehrere nÄachst-
liegende Punkte auf dem Modell geben. Man betrachte dazu Abbildung 4.1, in der
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4 Die Modellierung

das Modell durch zwei Dreiecke dargestellt ist. Haben die Punkte d1; d2 den gleichen
Abstand zup, so ist die Projektion nicht eindeutig. Um dieses Problem zu vermeiden,
bestimmen wir zunÄachst die Menge der nÄachstliegenden Punkte auf dem Modell zu
einem Punkt p und identi¯zieren den Punkt der Menge, der auf der Dreiecks°Äache
mit dem niedrigsten Index liegt, als die Projektion des Punktesp auf das Modell.

Abbildung 4.1: Veranschaulichung der Mehrdeutigkeit der Projektion

Seien dazu4 1; : : : ; 4 m die Dreiecks°Äachen der zugehÄorigen Dreiecke der Triangu-
lierung T und Sp die Menge der nÄachstliegenden Punkte auf dem ModellM zu dem
Punkt p, also

Sp :=
n

d 2 4 M : kd ¡ pk2 · k d̂ ¡ pk2 8d̂ 2 4 M

o
:

Sei weiter ¦ M : R3 7! 4 M eine Funktion und fÄur ein p 2 R3 bezeichnekp 2
f 1; : : : ; mg den kleinsten Index mit ¦ M (p) 2 4 kp . Die Funktion ¦ M hei¼t dann
Projektion eines Punktesp auf das ModellM , falls ¦ M (p) 2 Sp und kein d 6= ¦ M (p)
existiert mit d 2 Sp \ 4 k fÄur k < k p.

4.1.3 Modellierung der Scandaten

Die Daten, die man aus der Vermessung des Objektes erhÄalt und in Abschnitt 2.4
angesprochen wurden, werden wir in den folgenden Kapiteln meist als Punktwol-
ke bezeichnen. Jedoch wird im Abschnitt 4.3.2 die Eigenschaft benÄotigt, dass die
MessdatenÄaquidistant entlang der x- und y-Achse der Kamerakoordinaten aufge-
nommen wurden. Um diese Eigenschaft zu berÄucksichtigen, erweitern wir den Begri®
der Punktwolke um den derScandaten, wobei die Scandaten immer bezogen auf ein
Modell M de¯niert werden. ZusÄatzlich wird hier auch die Fluktuation der Messdaten
durch eine Zufallsfunktion, deren absoluter Betrag beschrÄankt ist, mit einbezogen.
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4 Die Modellierung

De¯nition 4.1.7. Sei P eine Punktwolke der GrÄo¼en = s1 ¢s2 mit s1; s2 2 N
und M = ( T ; ! ) ein Modell und 4 1; : : : ; 4 m die Dreiecks°Äachen der zugehÄorigen
Dreiecke. Sei weiter zu einemx; y 2 R die GeradeGx;y mit

Gx;y :=

8
<

:

0

@
x
y
r

1

A : r 2 R

9
=

;

gegeben undDR;t : R2 7! R3 sei eine Funktion einer orthogonalen MatrixR 2 R3£ 3

und einem Translationsvektort 2 R3 mit

DR;t (x; y) :=

8
<

:

(x; y; 1 )T fÄur Gx;y \ Tv
R;t (4 M ) = ; ;

argmin
g2Gx;y \ T v

R;t (4 M )
kgk2 sonst.

Existieren x0, y0, tx , ty > 0, eine Zufallsfunktion» : f 1; : : : ; s1g£f 1; : : : ; s2g 7! R mit
j»j < " fÄur " ¸ 0 klein und eine bijektive FunktionGR;t : f 1; : : : ; s1g£f 1; : : : ; s2g 7! P
mit

GR;t (i; j ) = DR;t

³
x0 + ( i ¡ 1)tx ; y0 + ( j ¡ 1)ty

´
+ (0 ; 0; »(i; j ))T 8i; j

fÄur eine orthogonale MatrixR und einen Translationsvektort, so wird die Punktwol-
ke P Scandatendes ModellsM genannt.

DasÄaquidistante Gitter aus Abschnitt 2.4 wird in der De¯nition 4.1.7 durch f (x0 +
(i ¡ 1)tx ; y0 + ( j ¡ 1)ty) : i = 1; : : : ; s1 und j = 1; : : : ; s2g und der jeweilige Durchsto-
¼ungspunkt durch die FunktionDR;t beschrieben.

4.1.4 Das Optimierungsproblem

In den letzten Abschnitten wurden alle benÄotigten Begri®e eingefÄuhrt, um das Op-
timierungsproblem dieser Arbeit zu formulieren. SeienM = ( T ; ! ) ein Modell und
4 1; : : : ; 4 m die Dreiecks°Äachen der zugehÄorigen DreieckeD1; : : : ; Dm der Triangulie-
rung T und P = f p1; p2; : : : ; png eine Punktwolke. Sei weiter zu einer orthogonalen
Matrix R und einem Translationsvektort eine Funktion ¶R;t : P 7! f 1; : : : ; mg gege-
ben, die einen Punktp 2 P auf den kleinsten Indexkp 2 f 1; : : : ; mg mit

¦ TR;t (M )(p) 2 4 kp

abbildet, wobei ¦ TR;t (M ) die in Abschnitt 4.1.2 de¯nierte Projektion ist.
Dann beschreiben wir das Problem aus Kapitel 2 mathematisch durch

min
R2P ;t2 R3

f (R; t) :=
X

p2 P

! TR;t (D¶R;t (p))k¦ TR;t (M )(p) ¡ pk2
2
; (4.1)
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wobei P die Menge der orthogonalen Matrizen und! TR;t die Gewichtungsfunktion
des ModellsTR;t (M ) ist. In diesem Zusammenhang wird das Ma¼ die fÄur Anpassung
zwischen Modell und Punktwolke durch den mittleren Abstand zwischen Modell und
den Punkt der Punktwolke beschrieben.

Im nÄachsten Abschnitt werden wir AnsÄatze zur LÄosung des Optimierungsproblems
vorstellen und diskutieren.

4.2 Ans Äatze / Stand der Technik

Wie schon in Kapitel 1 verdeutlicht, ¯ndet das Problem (4.1) in leicht abgeÄanderter
Form zahlreiche Anwendungen. Ebenso umfangreich ist in der Literatur die FÄulle an
VorschlÄagen bzw. AnsÄatzen [5, 17, 22], dieses Problem zu lÄosen. Es kristallisieren sich
jedoch im Wesentlichen zwei Kategorien aus diesen AnsÄatzen heraus [21]. Die erste
befasst sich mit der Grobregistrierung. Das Problem hierbei ist,eine Rotation und
Translation zu ¯nden, so dass die Lage des transformierten Modells grob mit der
der Punktwolke Äubereinstimmt. Meist mÄochte man einen

"
guten\ Anfangswert der

Rotation und Translation erhalten, um danach ein iterativesVerfahren anzuwenden.
Die zweite Kategorie optimiert dann lokal das Funktionalf in (4.1), wobei bei diesen
AnsÄatzen schon vorausgesetzt wird, dass die Lage der Punktwolke grob mit der des
Modells Äubereinstimmt.

4.2.1 Grobregistrierung

FÄur die Grobregistrierung gibt es vielerlei Methoden, deren E®ektivitÄat jedoch stark
von der Form des zu matchenden Objektes und der Deckungsgleichheit des Modells
mit der jeweiligen Punktwolke abhÄangt. Deckungsgleich bedeutet in diesem Zusam-
menhang, dass das Funktionalf im globalen Minimum null ist und es zu jedem
Dreieck des Modells nach der optimalen Transformation einenPunkt der Punktwolke
gibt, der in der Umgebung des jeweiligen Dreiecks liegt. SindModell und Punktwolke
wenigstens annÄahernd deckungsgleich, d. h., das Funktionalf ist am Minimum nahe
null, so ist z. B. die Methode der Hauptkomponentenanalyse eine MÄoglichkeit, die
Lage zwischen Punktwolke und Modell grob inÄUbereinstimmung zu bringen.

Bei der Hauptkomponentenanalyse werden der Schwerpunkt und die drei Haupt-
komponenten (siehe Abschnitt 4.3.1) des Modells und der Punktwolke bestimmt. Als
Hauptkomponente versteht man diejenige Richtung, die orthogonal zu allen anderen
schon bestimmten Richtungen ist und in der ausgehend vom Schwerpunkt die Varianz
bezogen auf den Abstand zu den Modellpunkten bzw. Punkten in dieser Richtung am
grÄo¼ten ist. Die Methode ist, diejenige Transformation zu ermitteln, die die Schwer-
punkte aufeinander legt und die jeweiligen Hauptkomponenten des Modells in die
jeweils anderen der PunktwolkeÄuberfÄuhrt.
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Andere Verfahren bedienen sich der Extraktion von meist punktbezogenen loka-
len Merkmalen, sogenanntenFeatures. Diese beinhalten Eigenschaften, die die lokale
Umgebung charakterisieren. In [20] werden z. B. die Gau¼sche KrÄummung und die
mittere Kr Äummung als Feature verwendet. Diese kÄonnen aber auch von anderer Natur
sein. Werden z. B. Farben verwendet, so ist die Farbinformationebenso ein geeignetes
Merkmal. Oft werden Features auch so gewÄahlt, dass markante Stellen in Punktwolke
und Modell wie z. B. scharfe Kanten erkannt werden.

Hierbei ist zu bemerken, dass diese Merkmale mÄoglichst robust sowohl in Modell
als auch in der Punktwolke erkennbar sein sollten, so dass nach der Berechnung dieser
Merkmale korrespondierende Features in Modell und Punktwolke ermittelt werden
kÄonnen. Dies bedingt letztendlich auch, dass die Features rotations- und translati-
onsinvariant sind. Ferner weisen wir darauf hin, dass jeweils drei Punkte (linear un-
abhÄangig) aus der Punktwolke, deren korrespondierende Punkte (linear unabhÄangig)
im Modell bekannt sind, schon hinreichend sind, um eine eindeutige Transformation
zu berechnen. Siehe dazu auch den Beweis des Satzes 5.3.1 ausdem Abschnitt 5.3.2.

Um geeignete Featurepunkte und deren Korrespondenzen zu ¯nden, gibt es eine
Reihe von AnsÄatzen. In [20] werden, um zwei Punktwolken zu registrieren, Gebiete
mit Äahnlichen Features gesucht und mit Hilfe des Relaxation Labeling Verfahrens
eine Zuordnung zwischen den Gebieten in der einen Punktwolkeund Gebieten in der
anderen bestimmt, um so letztendlich die gesuchte Transformation zu bestimmen.

ÄAhnlich ist das Vorgehen in [21]. FÄur zwei zu registrierende Triangulierungen wer-
den Segmente bzw. Gebiete gebildet, die sich durch eine Ebenemit einem nur klei-
nen Fehler annÄahern lassen, d. h., es werden elementare Geometrien gesucht, die das
Objekt beschreiben. In diesem Fall sind es Ebenen. Die erwÄahnten Gebiete werden
mit einem vollverbundenen Graphen (G; EG) in Beziehung gestellt, wobei jedes Ge-
biet ein Knoten ist und jeder Kante ausEG eine Gewichtung zugeordnet wird, die
von den Parametern der zugehÄorigen Ebenen abhÄangt. Resultierend erhÄalt man zwei
Graphen, zu denen Subgraphenisomorphismen mit mindestens drei Knoten gesucht
werden. Mit Hilfe eines de¯nierten Ma¼es fÄur die ÄAhnlichkeit der Subgraphen werden
so die am besten korrespondierenden Subgraphen bestimmt, woraus folglich auch die
Transformation berechnet werden kann.

Im weiteren Verlauf stellen wir iterative Verfahren fÄur die Feinregistrierung vor,
die alle einen Startwert benÄotigen.

4.2.2 Feinregistrierung

Der erste Ansatz fÄur die Feinregistrierung ist die direkte Minimierung des Funktio-
nals. Dazu schlagen Rabbani und van den Heuvel in [23] einen Algorithmus vor,
der das Funktional in (4.1) mit einem Standardverfahren fÄur nichtlineare least squa-
res Probleme, dem Levenberg-Marquardt-Verfahren, minimiert. Die dabei benÄotigten
partiellen Ableitungen werden durch ¯nite Di®erenzen approximiert, ebenso wird die
Rotation durch Quaternionen reprÄasentiert. Die Autoren erhalten einen global kon-
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vergenten Algorithmus. Dieses Verfahren hat den Nachteil, dass die Berechnung der
Jacobi-Matrix im Levenberg-Marquardt-Algorithmus sehr kostenintensiv ist, jedoch
den entscheidenden Vorteil, dass in jedem Iterationsschritt tatsÄachlich eine Abstiegs-
richtung gewÄahlt und das Funktional minimiert wird. In den folgenden Verfahren
werden die partiellen Ableitungen nicht mehr beachtet und folglich werden auch de-
ren Iterationsschritte weniger kostenintensiv.

Die Feinregistrierung betre®end taucht in der Literatur sehr hÄau¯g der Name des
Iterative Closest Point Algorithmus (ICP) auf. Dieses Verfahren geht zurÄuck auf Besl
und McKay [6] und ist ein Verfahren, um eine Punktwolke in eineReferenzpunktwolke
einzupassen. Dabei wird zu jedem Punkt der einen Punktwolke ein Punkt der jeweils
nÄachstliegenden Punkte in der Referenzpunktwolke bestimmt und anschlie¼end jene
Transformation der einen Punktwolke berechnet, die den Abstand zum Quadrat zwi-
schen den korrespondierenden Punkten im Mittel minimiert. Jenes Vorgehen wird
iterativ angewandt. SeiA := f a1; : : : ; ang eine Punktwolke undB := f b1; : : : ; bmg
die Referenzpunktwolke. Sei weiterA (i ) := f a(i )

1 ; : : : ; a(i )
n g die zur Iteration i berech-

nete Punktwolke mit A (0) := A. Dann wird zur Iteration i + 1 jene Punktwolke
C(i ) := f c(i )

1 ; : : : ; c(i )
n g berechnet, fÄur die

c(i )
j 2

½
b2 B :

°
°
° a(i )

j ¡ b
°
°
°

2

minimal
¾

8j = 1; : : : ; n

gilt.
Nun wird eine Rotationsmatrix R(i ) und ein Transformationsvektort (i ) bestimmt,

so dass das Funktional

h(R; t) :=
nX

j =1

kRa(i )
j ¡ c(i )

j ¡ tk2
2

minimal ist. Jenes Vorgehen wird mitA (i +1) := f R(i )a(i )
1 ¡ t (i ) ; : : : ; R(i )a(i )

n ¡ t (i )g wie-
derholt, bis die ÄAnderung in h zweier aufeinander folgender Iterationen hinreichend
klein ist. Dieses Verfahren wird als sehr genau und schnell beschrieben [12], die GÄu-
te des Verfahrens ist jedoch stark von dem Anfangswert abhÄangig und damit nicht
robust gegenÄuber der anfÄanglichen Transformation.

Einen Ansatz, um dieses Problem zu verringern, wird in [12] vorgeschlagen. Dabei
gehen die Autoren wieder von einer PunktwolkeA und einer ReferenzpunktwolkeB
aus, wobei sie annehmen, dass die Punkte ausA gegenÄuber den Korrespondenzpunk-
ten in B verrauscht sind und beschreiben dies mit einer Normalverteilung N (¹; §).
Daraus folgernd formulieren sie das oben genannte Problem der Anpassung zweier
Punktwolken A; B als Likelihood-SchÄatzung bezÄuglich der Transformation mit zu-
sÄatzlichen Matching-Gewichten, die die Wahrscheinlichkeitder Korrespondenz zweier
Punkte angeben. Ein Spezialfall dieser Formulierung ist das oben genannte ICP.

Nun wenden sie das Expectation-Maximization-Prinzip auf jene Likelihood-SchÄat-
zung an, in dem sie iterativ die Erwartung der Matching-Gewichte berechnen und
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anschlie¼end mit deren Hilfe die Likelihood-SchÄatzung bzgl. der Transformation ma-
ximieren. Sie erhalten den so genannten EM-ICP (Expectation-Maximization) als
Resultat, welcher Konvergenz garantiert.

FÄur ein gleichmÄa¼iges und gleichgerichtetes Rauschen wird durch die Varianz§
mit § = Diag( ¾; : : : ; ¾) eine neue Variable¾eingefÄuhrt, welche von den Autoren als
Skalierungsfaktor interpretiert wird. Bei hohen Werten von¾verhÄalt sich der EM-ICP
sehr robust, hingegen bei kleineren Werten wie der ICP. Darausableitend schlagen
die Autoren vor, die Varianz¾anfÄanglich gro¼ zu wÄahlen und iterativ mittels eines
einfachen Vorgehens zu verkleinern, um einen robusten Algorithmus zu erhalten, der
jedoch ebenso genau wie der ICP ist. ZusÄatzlich wird noch eine Reduzierung der
Anzahl der Punkte vorgenommen, die iterativ, je mehr man sich der LÄosung nÄahert,
wieder aufgehoben wird. Die Autoren erhalten einen Algorithmus, der robuster und
schneller ist, wobei die Reduzierung der Punktanzahl wesentlich dazu beitrÄagt.

Um noch auf weitere VerbesserungsvorschlÄage fÄur den ICP hinzuweisen, sei an
dieser Stelle der Vorschlag aus [13] erwÄahnt, in dem anfÄanglich ein approximierter
kd-Baum erstellt wird, um die Suche nach dem nÄachstliegenden Punkt in jeder Itera-
tion im ICP zu beschleunigen. Ein parallele ImplementierungfÄur das ICP ist in [18]
vorgeschlagen.

4.3 Die mathematische Modellierung

In diesem Abschnitt greifen wir die Ideen aus Abschnitt 4.2 auf undstellen das in die-
ser Arbeit behandelte mathematische Modell zur LÄosung der Aufgabenstellung vor.
In Anlehnung an dieÄubliche Aufteilung der Aufgabe in Grob- und Feinregistrierung
bauen wir die ModellierungÄahnlich strukturiert auf. In Abschnitt 4.3.1 suchen wir
zunÄachst nach einer guten Anfangsposition des Modells gegenÄuber der Punktwolke.
Anschlie¼end stellen wir den Ansatz in Abschnitt 4.3.2 vor, mit dem wir ausgehend
von dieser Anfangsposition das Funktional in (4.1) minimieren.Danach widmen wir
uns dem Problem des Preprocessings bzw. der Datenaufbereitung, um die Laufzeit
zu verringern.

4.3.1 Grobregistrierung

In Abschnitt 4.2.1 wurden einige VorschlÄage vorgestellt, wie ein guter Anfangswert fÄur
ein spÄateres iteratives Verfahren zur LÄosung des Problems in (4.1) gefunden werden
kann. Aus den Gegebenheiten erscheint uns die Hauptkomponentenanalyse als die
beste Herangehensweise, da Form und GrÄo¼enverhÄaltnisse von Modell und Messung
grÄo¼tenteilsÄubereinstimmt und diese Methode sowohl einfach zu implementieren,
als auch schnell zu berechnen ist. Ferner erwarten wir, dass dieses Verfahren einen
guten Anfangswert zur LÄosung des hier beschriebenen Problems liefert. Nachteilig
ist allerdings, falls z. B. das Modell nicht komplett durch dieMessung abgebildet
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wurde, dass die Hauptkomponenten des Modells mit denen der Messung nicht Äuber-
einstimmen mÄussen und so einen schlechten Anfangswert liefern. Abhilfe scha®en
Featureextraktionen sowohl im Modell als auch in der Punktwolke, auf die wir in
dieser Modellierung nicht eingehen.

4.3.2 Feinregistrierung

Da die direkte Minimierung des Funktionals in (4.1) zu komplex erscheint, greifen wir
fÄur die Feinregistrierung die Idee des ICP auf. Dazu seik : R3 7! 4 M eine Funktion,
die einem Punkt der Punktwolke einen korrespondierenden Punkt auf dem Modell
zuordnet. FÄur diese werden nunR 2 P und t 2 R3 bestimmt, die die Summe

f (R; t) :=
X

p2 P

kRk(p) ¡ t ¡ pk2
2
;

minimieren. Anschlie¼end wenden wir die Transformation mitR; t optimal auf das
Modell an. Hierbei ist zu bemerken, dass keine Nachbarschaftsbeziehungen betrachtet
werden, sondern zunÄachst nur Punkt-zu-Punkt-Korrespondenzen.

Der ICP wird, wie oben erwÄahnt, als sehr genau und schnell beschrieben, jedoch
weniger robust, da dieser lokal optimiert und somit in lokale Minima konvergiert, die
unter UmstÄanden weit entfernt von der eigentlichen OptimallÄosung sind. Das Ziel ist
es, die zwei ersteren Eigenschaften zuÄubernehmen und die letztere zu verbessern.

Eine mÄogliche SchwÄache im ICP scheint die Wahl fÄur k zu sein, zu einem be-
stimmten Punkt p 2 P jeweils den nÄachstliegenden Punkt im Modell zu nehmen.
Dies bedeutet mitunter, dass mehreren Punkten ausP ein und derselbe Korrespon-
denzpunkt zugewiesen werden kann, was ein Widerspruch zu den eigentlichen realen
VerhÄaltnissen ist. Deshalb wÄahlen wir fÄur die Korrespondenzpunktsuche eine eher
globale Herangehensweise.

Flussproblem minimaler Kosten

Die Idee fÄur die Korrespondenzpunktsuche ist gegenÄuber der im ICP, die Punkte aus
P Dreiecken ausT zuzuordnen, wobei die Anzahl der Punkte, die ein und demselben
Dreieck zugeordnet werden, nach oben beschrÄankt werden sollen. Ist ein Punktpi 2 P
einem DreieckD j zugeordnet worden, so ergibt sich der jeweilige Korrespondenzpunkt
ki von pi aus

¦ 4 j (pi ) := argmin
d24 j

kd ¡ pi k2
2
: (4.2)

Da 4 j 6= ; abgeschlossen und konvex undR3 zusammen mit dem Euklidischen
Skalarprodukt ein Hilbertraum ist, existiert dieser Korrespondenzpunkt und ist auch
eindeutig [15, Abschnitt 3.1].

Wir modellieren die Korrespondenzpunktsuche mit Nebenbedingungen als Fluss-
problem minimaler Kosten. Dazu seiG = ( V; E) das in Abbildung 4.2 dargestellte
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gerichtete Netzwerk mit der KnotenmengeV = f 1; : : : ; n + m + 1g und der entspre-
chenden KantenmengeE. Dabei reprÄasentiere der Knoteni 2 V den Punkt pi 2 P fÄur
alle i = 1; : : : ; n und der Knoten n + j das DreieckD j fÄur alle j = 1; : : : ; m. Die Kno-
tenmengeE bestehe aus den Kanten (i; j ) fÄur i = 1; : : : ; n und j = n + 1; : : : ; n + m
sowie aus den Kanten (j; n + m + 1) f Äur alle j = n + 1; : : : ; n + m.

Weiter beschreibeu 2 Rm die maximalen KapazitÄaten auf den Kanten (j; n + m+1)
fÄur j = n +1; : : : ; n+ m. Dieser Vektor gibt die maximale Anzahl an Punkten an, die
dem jeweiligen Dreieck zugeordnet werden darf. Sei weiter die maximale KapazitÄat
aller weiteren Kanten gleich eins und die minimale KapazitÄat aller Kanten gleich null.

Wir bezeichnen mitx i 2 f 0; 1gm fÄur alle i = 1; : : : ; n den Fluss, der auf den Kanten
zwischen dem Punkti und den Dreiecken °ie¼t, wobeix i (j ) den Fluss auf der Kante
(i; j + n) fÄur alle j = 1; : : : ; m angibt.

Versehen wir die Kanten (i; j ) fÄur alle i = 1; : : : ; n und j = n + 1; : : : ; n + m mit
Kosten, die abhÄangig von der Distanz zwischen dem jeweiligen Punkt und Dreieck
sind, die Knoten 1; : : : ; n zusÄatzlich mit einer Quelle mit ÄUberschuss eins und den
Knoten n+ m+1 mit einer Senke von¡ n, so erhalten wir ein Flussproblem minimaler
Kosten (min-cost-°ow-problem) [4, Abschnitt 1.2]. Seic = ( cT

1 ; cT
2 ; : : : ; cT

n )T 2 Rm¢n

der Kostenvektor mit

ci =
¡
kpi ¡ ¦ 4 1 (pi )k2

2
; : : : ; kpi ¡ ¦ 4 m (pi )k2

2

¢T
8i = 1; : : : ; n

und ¦ 4 j : R3 7! 4 j die Projektion aus (4.2) fÄur alle j = 1; : : : ; m. Dann modellieren
wir das Korrespondenzenproblem mittels des folgenden Optimierungsproblems:

min cT x
s:t : eT x j = 1 8j = 1; : : : ; n;

Dx · u;
x =

¡
xT

1 ; xT
2 ; : : : ; xT

n

¢T
; x j 2 f 0; 1gm ;

(4.3)

wobei D 2 f 0; 1gm£ m¢n eine Matrix mit

Dx =
nX

i =1

x i

und e = (1 ; 1; : : : ; 1)T 2 Rm der Vektor, der nur Einsen enthÄalt.
Eine o®ene Frage bleibt noch, wie die maximalen KapazitÄaten u zweckmÄa¼ig be-

stimmt werden kÄonnen. Hierbei gehen wir davon aus, dass die Punkte der Punktwolke
auch Scandaten sind und die Koordinaten des Modells grob mit denen der Scanda-
ten nach der GrobregistrierungÄubereinstimmen. Wenn die zwei Bedingungen erfÄullt
sind, liegt die Kameraebene bezogen auf das Modell annÄahernd parallel zurx-y-Ebene
und folglich ist annÄahernd bekannt, wieviele Punkte eine bestimmte Dreiecks°Äache
des Modells abbilden, da die Punkte der ScandatenÄaquidistant entlang der x- und
y-Achse liegen.
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Punkte

1

1

1

1

Dreiecke

t¢
¢

¢

¢
¢

¢

Abbildung 4.2: Darstellung des Flussproblems minimaler Kosten

Wir berechnen dabei nur die grob geschÄatzte Anzahl der Punkte, die auf eine
bestimmte Dreiecks°Äache fallen und nicht die exakte Anzahl, da anzunehmen ist, dass
diese durch die grobe Anpassung von Modell und Scandaten nicht aussagekrÄaftiger
ist, jedoch hÄoheren Rechenaufwand erfordert.

Seienf (x0 + ( i ¡ 1)tx ; y0 + ( j ¡ 1)ty) : i = 1; : : : ; s1; j = 1; : : : ; s2g die Gitterpunk-
te auf der x-y-Ebene fÄur s1; s2 2 N und tx ; ty > 0. Dann gibt der Wert ns mit

ns :=
s1 ¢s2

(s1 ¡ 1)tx ¢(s2 ¡ 1)ty

eine SchÄatzung der Anzahl der Gitterpunkte an, die auf einer FlÄacheneinheit liegen.
Projiziert man nun mittels © : R3 7! R3 mit

©(v) = ( v(1); v(2); 0)T

die Knoten der DreieckeD i des Modells auf diex-y Ebene und berechnet die FlÄache
Fi des projizierten Dreiecks, so erhÄalt man durch

nD i := Fi ¢ns

die mittlere Anzahl der Punkte, die das DreieckD i abbilden.
Folglich drÄuckt nD i ein Ma¼ fÄur die Anzahl der Punkte aus, die dem Dreieck zuge-

wiesen werden. Um nun die maximale KapazitÄat u festzulegen, bestimmen wir den
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nÄachstgrÄo¼eren ganzzahligen Wert vonnD i , d. h.

u(i ) := dnD i e 8i = 1; : : : ; m:

Falls nun die Summe der MaximalkapazitÄaten vonu so gewÄahlt wird, dass sie grÄo¼er
gleich n ist, so existiert eine zulÄassige LÄosung des Optimierungsproblems (4.3), und
da die Menge der LÄosungen endlich ist, existiert auch eine OptimallÄosung von (4.3).
Auf die LÄosung des Problems (4.3) werden wir in Kapitel 5.3 eingehen.

An dieser Stelle sei noch bemerkt, dass mit obiger Herangehensweisesich die Be-
rÄucksichtigung von Ausrei¼ern einfach realisieren lÄasst, in dem ein zusÄatzlicher Knoten
f n + m + 2g zu V dazugefÄugt und E um die Kantenmenge

eE := f (1; n + m + 2) ; : : : ; (n; n + m + 2) g [ f (n + m + 2; n + m + 1) g

erweitert wird. Setzt man die Kosten auf den Kanten der MengeeE auf null und
beschrÄankt man von oben die KapazitÄat der Kante (n + m + 2; n + m + 1) auf die
maximale Anzahl an Ausrei¼ern, so wird erreicht, dass diejenigen Punkte, deren Zu-
ordnung zu allen Dreiecken hohe Kosten verursachen wÄurden, als Ausrei¼er deklariert
werden.

Dies ist jedoch auch eine Herangehensweise, um die ZulÄassigkeit des Problems zu
erreichen. Dazu erweitern wir ebenfalls die KnotenmengeV um den Knotenn+ m+2
und die KantenmengeE um eE. Falls z. B. die Bedingung

n ·
mX

i =1

u(i )

nicht erfÄullt ist, so kann man durch das Setzen von hohen Kosten auf den Kanten
eE n f (nn+ m+2 ; nn+ m+1 )g und durch das Setzen der maximalen KapazitÄat der Kante
(nn+ m+2 ; nn+ m+1 ) auf einen Wert, der grÄo¼er gleichn ¡

P
i ui ist, die ZulÄassigkeit

realisieren. Diese MÄoglichkeit werden wir fÄur die numerischen Tests in Kapitel 7
nutzen, wenn nicht mehr jeder Punkt eine Kante zu allen Dreiecken hat. Siehe hierzu
den Abschnitt 4.3.3.

Transformationsoptimierung

Aus einer zulÄassigen LÄosungx des oben beschriebenen Optimierungsmodells erhÄalt
man die Korrespondenzpunkte auf dem Modell zu jedem Punkt derPunktwolke, in
dem die Projektion ¦ 4 j ( i )

(pi ) aus (4.2) mit j (i ) 2 f j : x i (j ) = 1 g fÄur alle pi 2 P
angewendet wird. Diese De¯nition ist wohlde¯niert, dajf j : x i (j ) = 1 gj = 1, wenn x
eine zulÄassige LÄosung ist. Nun sind die Korrespondenzpaare bekannt und das weitere
Vorgehen ist wie im ICP mit dem Unterschied, dass die AbstÄande zu den Dreiecken
unterschiedlich gewichtet werden. Wir minimieren das Funktional f mit

f (R; t) :=
nX

i =1

! (D j ( i ))kRk(pi ) ¡ t ¡ pi k2
2
; (4.4)
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und wenden die TransformationTR;t fÄur R; t optimal auf das ModellM an.

4.3.3 Aufbereitung der Daten

Wie schon in [12] festgestellt, siehe dazu Abschnitt 4.2.2, bewÄahrt es sich bei iterativen
Algorithmen oft, um an Schnelligkeit und Robustheit zu gewinnen, anfÄanglich die
Datenmenge zu verkleinern, d. h. konkret die Anzahl der Punkte in der Punktwolke
und die Anzahl der Dreiecke im Modell. Um jedoch nicht an Genauigkeit zu verlieren,
wird die Datenmenge sukzessive in den nÄachsten Iterationen, je nÄaher man sich an
dem Minimum be¯ndet, wieder erhÄoht. Dabei soll das mathematische Modell mit
der erhÄohten Datenmenge aufgrund der in der vorhergehenden Iteration berechneten
LÄosung leicht lÄosbar sein.

Des ÄOfteren ist diese Herangehensweise sogar unverzichtbar, da fÄur die LÄosung
des mathematischen Modells mit der vollen Datenmenge oft enorme Ressourcen be-
ansprucht werden. Kennt man jedoch eine approximierte LÄosung, so wird die Be-
rechnung der LÄosung des mathematischen Modells auch fÄur gro¼e Datenmengen oft
deutlich schneller.

Um diese Vorgehensweise in den in Abschnitt 4.3.2 beschriebenen iterativen Ablauf
zu integrieren, ist nun die Idee, zunÄachst die PunktwolkeÄaquidistant entlang derx-
und y-Achse auszudÄunnen und das Modell mit nur wenigen Dreiecken zu approxi-
mieren, falls die Datenmenge zu gro¼ ist. FÄur diese reduzierte Datenmenge lÄosen wir
das in Abschnitt 4.3.2 beschriebene Flussproblem (4.3) und erhalten so eine LÄosung.

In der nÄachsten Iteration erhÄohen wir die Datenmenge, d. h., wir heben die An-
zahl der verwendeten Dreiecke an. Um nun die LÄosung aus der ersten Iteration zu
verwenden und das in dieser Iteration zu lÄosende Flussproblem minimaler Kosten zu
vereinfachen, entfernen wir die Kanten, von einem Punkt derPunktwolke zu all den
Dreiecken, die nicht an das Dreieck grenzen, zu welchem der Punkt in der vorherge-
henden Iteration zugeordnet wurde.

Genauer legen wir fest, dass ein Punkt der Punktwolke, der zur ersten Iteration
dem DreieckD zugeordnet wurde, in dem Optimierungsmodell der nÄachsten Iteration
nur Kanten zu den Dreiecken erhÄalt, die das DreieckD und dessen Nachbarn in
dem Modell mit der erhÄohten Anzahl an Dreiecken ersetzen. Diese Vorgehensweise
kann nun, in dem die Anzahl der Dreiecke sukzessiv erhÄoht wird, fÄur alle weiteren
Iterationen fortgefÄuhrt werden.

Um sie jedoch umzusetzen, benÄotigen wir eine Hierarchie von Modellen, deren erste
Stufe das Modell nur grob und alle weiteren immer feiner approximiert, wobei festge-
legt sein muss, welche Dreiecke in der hÄoheren Stufe welches Dreieck in der geringern
Stufe ersetzen. Die Umsetzung solch einer Hierarchie werden wir in Abschnitt 5.1 des
nÄachsten Kapitels ausfÄuhrlich beschreiben. Des Weiteren ist noch zu klÄaren, wann
zwei Dreiecke im selben Modell benachbart sind.

De¯nition 4.3.1. Zwei DreieckeD i ; D j hei¼enbenachbart, falls 4 i
T

4 j 6= ; .
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Ist die hÄochste Stufe von allen Modellen erreicht, so erhÄalt ein Punkt der Punkt-
wolke, der zur vorhergehenden Iteration dem DreieckD zugeordnet wurde, in dem
Optimierungsmodell der aktuellen Iteration nur Kanten zu dem DreieckD und dessen
Nachbarn.

ZusÄatzlich ist es auch mÄoglich, die Anzahl der Punkte zu reduzieren und diese
stufenweise wieder zu erhÄohen. Jedoch betrachten wir in dieser Arbeit eine feste
Anzahl von Punkten Äuber alle Iterationen.
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5 Ans Äatze zur L Äosung des
mathematischen Modells

In diesem Kapitel lÄosen wir das im Kapitel 4 vorgestellte mathematische Modell und
bilden die Grundlage fÄur den in Kapitel 6 aufgelisteten Algorithmus. Im nÄachsten
Abschnitt werden wir einen Ansatz zur Erstellung einer Hierarchievon Modellen
vorstellen, um die in Abschnitt 4.3.3 skizzierte Datenaufbereitung durchzufÄuhren. In
den weiteren Abschnitten geht es um die LÄosung der Optimierungsprobleme (4.3)
und (4.4).

5.1 Aufbau einer Hierarchie von Modellen

Der in diesem Abschnitt beschriebene Ansatz zur Erstellung einer Hierarchie basiert
auf einer Idee aus [9], die jedoch kein OptimalitÄatskriterium erfÄullt. Dabei wird aus
einer vorgegebenen TriangulierungT = ( V; E) eines Bildes im Zweidimensionalen,
d. h. V ½ R2, iterativ eine Menge eV ½ V ausgewÄahlt, fÄur die f q; pg 62E fÄur alle
q; p2 eV gilt. Die Autoren bezeichnen die Menge als unabhÄangig.

Diese Menge und deren zugehÄorige Kanten werden aus der KnotenmengeV bzw.
aus der KantenmengeE entfernt. Danach werden fÄur jeden Knoten, der ausV entfernt
wurde, diejenigen Knoten ausgewÄahlt, zu denen eine gemeinsame Kante existierte,
und zwischen diesen mittels des eindeutigen Delaunay-Kriteriums [10, Abschnitt 9.2]
neu trianguliert. Es entsteht eine neue TriangulierunĝT = ( V̂ ;Ê ), die aus weniger
Knoten besteht und damit weniger Information enthÄalt. Iterativ angewandt entsteht
so eine Hierarchie von DreiecksnetzenT0; T1; : : : ; Tk mit V0 ¾ V1 ¾ : : : ¾ Vk und
Ti = ( Vi ; E i ) 8i = 1; : : : ; k und k 2 N. Die Idee der unabhÄangigen Menge ist
dabei, die Topologie des Modells von einer Iteration auf dieandere nicht zu stark
zu verÄandern.

Bevor ein Knoten entfernt wird, werden fÄur jeden Knoten Kosten bestimmt. Der
Knoten wird entfernt, der mit den bereits in dieser Iterationentfernten Knoten eine
unabhÄangige Menge bildet und unter allen Knoten, die diese Bedingung erfÄullen,
die geringsten Kosten hat. In [9] werden die Kosten abhÄangig von den partiellen
Ableitungen der dem Knoten zugeordneten BildintensitÄat und einemÄAhnlichkeitsma¼
der IntensitÄat zu der jeweiligen Umgebung des Knotens bestimmt.

Diese Idee der Hierarchiebildung wird fÄur die hier beschriebene Herangehensweise
adaptiert, allerdings wird sie auf Dreiecksnetze (Ober°Äachen) bzw. auf einer Triangu-
lierung im Dreidimensionalen erweitert. Au¼erdem wird das Kriterium zur Bestim-

24



5 AnsÄatze zur LÄosung des mathematischen Modells

mung der Kosten pro Knoten verÄandert. Um jenen Ansatz auf Ober°Äachen im R3

zu erweitern, bedienen wir uns dennoch der eindeutigen Delaunay-Triangulierung im
Zweidimensionalen. Sei alsoTi = ( Vi ; E i ) die Triangulierung zur Iteration i .

Nun ist es das Ziel, zunÄachst die Kosten fÄur jeden einzelnen Knoten ausVi zu
berechnen. DafÄur bestimmen wir in Abschnitt 5.1.3 ein Di®erenzvolumen zwischen
Ti und einer Triangulierung, deren Knotenmenge nicht diesen Knoten, jedoch alle
anderen enthÄalt. Dieses Volumen gibt dann die Kosten fÄur jeden einzelnen Knoten
an. Nun wird die Triangulierung Ti durch eine Triangulierung ersetzt, deren Kno-
tenmenge um den Knoten mit den geringsten Kosten vonVi abweicht. ZusÄatzlich
werden alle Knoten der neuen Triangulierung, die den Nachbarknoten des Knotens
mit den geringsten Kosten entsprechen, markiert, so dass sie in dieser Iteration nicht
mehr entfernt werden. Diese Vorgehensweise wird wiederholt, bis nur noch Knoten,
die nicht mehr entfernt werden dÄurfen, vorhanden sind oder eine bestimmte Anzahl
zu entfernender Knoten erreicht ist. Dann bildet die Menge der entfernten Knoten
die unabhÄangige MengeeV und die durch Ersetzungen entstandene Triangulierung
die Triangulierung zur Iteration i + 1.

Um aus einer Triangulierung eine neue Triangulierung zu ermitteln, die bis auf
einen Knoten die gleiche Knotenmenge und bis auf alle Kanten, die zu diesem Knoten
inzident sind, die ebenso gleiche Kantenmenge hat, triangulieren wir zwischen den
Nachbarknoten neu und erhalten so neue Dreiecke.

Um dies zu erreichen, projizieren wir im Abschnitt 5.1.1 alle Nachbarknoten auf
eine geeignete Ebene, um dann im Abschnitt 5.1.2 mittels Delaunay im Zweidimen-
sionalen zu triangulieren.

5.1.1 Bestimmung einer geeigneten Projektion

Seiv der Knoten, der aus der MengeVi entfernt werden soll. Dieser sei so gewÄahlt, dass
Vi n f vg und E i ohne die inzidenten Kanten vonv noch einen zusammenhÄangenden
Graphen bilden. Dann werden zunÄachst zu dem Knotenv alle zugehÄorigen Dreiecke
D j von Ti bestimmt, von denen der Knotenv ein Eckpunkt ist.

Es bezeichneJD mit jJD j = r fÄur r 2 N die Indexmenge dieser Dreiecke,4 j fÄur
alle j 2 JD die zugehÄorigen Dreiecks°Äachen undG = ( Vv; Ev) einen Graphen mitVv,
jVv j > 3, die Menge aller Eckpunkte dieser Dreiecke undEv die Kantenmenge mit

Ev = ff u; wg : f u; wg 2 E i und u; w 2 Vvg:

Nun ist das Ziel, die Vereinigung der Dreiecks°Äachen4 :=
S

j 2 JD
4 j homÄoomorph

auf ein zweidimensionales Objekt, in dem Fall eine EbeneE, mittels der Projektion
¦ E : R3 7! E mit

¦ E(d) = min
w2E

kw ¡ dk2

abzubilden, so dass fÄur alle DreieckeD j =
¡
qj ; qj

1; qj
2

¢
mit j 2 JD die projizierten

Dreiecke
¡
¦ E

¡
qj

¢
; ¦ E

¡
qj

1

¢
; ¦ E

¡
qj

2

¢¢
eine Triangulierung bilden, deren Knoten sich auf
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der Ebene be¯nden. Um die hier erwÄahnte Triangulierung von der Triangulierung
Ti besser unterscheiden zu kÄonnen, werden wir die Triangulierung, die nur aus einer
reduzierten Anzahl der Dreiecke gebildet wird,reduzierte Triangulierung nennen.
SpÄater soll dann mittels Delaunay neu trianguliert werden. ZunÄachst betrachten wir
das Problem, die Parameter der EbeneE entsprechend zu bestimmen. Wir fordern,
dass fÄur den NormalenvektorN der EbeneE

hN; N j i > 0 8j 2 JD ; (5.1)

gilt, wobei N j der Normalenvektor des DreiecksD j ist. Anschaulich werden so durch
die Bedingung (5.1) alle DreieckeD j mit j 2 JD von der gleichen Seite auf die Ebene
projiziert. Dies ist keine hinreichende Bedingung fÄur die Bijektivit Äat von ¦ Ej4 . Sie soll
jedoch hier verwendet werden, um den Normalenvektor der Ebene E zu bestimmen.

Damit zusÄatzlich fÄur die weitere Berechnung die Innenwinkel, die durch die Eck-
punkte des projizierten Dreiecks bestimmt werden, nicht zu spitz sind, soll der Nor-
malenvektorN weiter so gewÄahlt werden, dass die Skalarprodukte in (5.1) mÄoglichst
gro¼ werden.

Deshalb formulieren wir folgendes Optimierungsproblem, um den Normalenvektor
der EbeneE zu bestimmen:

max
N 2 R3

c

s:t : N T
j N ¸ c 8j 2 JD

kN k2 · 1
; (5.2)

wobei gelten soll, dasskN j k2 = 1 f Äur alle j 2 JD .
Dieses Optimierungsproblem ist ein second-order-cone-program [7, Abschnitt 4.4.2]

und kann e±zient mit dem Innere-Punkte-Verfahren gelÄost werden.
Falls der aus der LÄosungN ¤ des Problems (5.2) resultierende Zielfunktionswertc

kleiner oder gleich null ist oder ¦Ej4 kein HomÄoomorphismus ist, wird der Knotenv
fÄur das Entfernen nicht gewÄahlt. Erf Äullt N ¤ die Bedingung (5.1) und seiw ein Punkt
in Vv mit wT N ¤ minimal, dann beschreibt

E =
©

p 2 R3 : pT N ¤ = wT N ¤
ª

eine zweidimensionale Ebene, so dass alle weiteren Elemente aus Vv in dem Halbraum
liegen, der durch die Ebene gebildet wird und in den der Normalenvektor N ¤ zeigt.

Auf diese Weise erhalten wir fÄur jeden hier betrachteten Punkt ausVi mit pas-
sendem Normalenvektor eine passende EbeneE, so dass lokal die Dreiecke um den
entsprechenden Knotenv mÄoglichst

"
vorteilhaft\ projiziert werden k Äonnen, und einen

HomÄoomorphismus © :4 7! ¦ E(4 ) mit © ´ ¦ Ej4 .

5.1.2 Durchf Äuhrung der Triangulierung

Nach der durchgefÄuhrten Projektion aus Abschnitt 5.1.1 erhalten wir nach Konstruk-
tion DreieckeD p

j fÄur alle j 2 JD , deren Eckpunkte auf der EbeneE liegen und die eine
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reduzierte Triangulierung (V p
v ; Ep

v ) bilden. Da die Knoten ausVv n f vg alle auf einer
Ebene liegen, kann nun zwischen diesen mittels Delaunay im Zweidimensionalen neu
trianguliert werden. SeienD d

j fÄur alle j 2 Ĵ d
D die Dreiecke, die durch die Neutrian-

gulierung bestimmt werden, wobeiĴ d
D mit jĴ d

D j = s die entsprechende Indexmenge
mit s 2 N ist. Die DreieckeD d

j seien so beschrieben, dass alle Normalenvektoren in
die gleiche Richtung wie der Normalenvektor der EbeneE zeigen. Des Weiteren seien
4 d

j fÄur j 2 Ĵ d
D die zugehÄorigen Dreiecks°Äachen. Wir nehmen an, dass es genau eine

TeilmengeJ d
D von Ĵ d

D gibt, so dass
[

j 2 J d
D

4 d
j ½ ¦ E(4 ); (5.3)

die DreieckeD d
j fÄur alle j 2 J d

D eine reduzierte Triangulierung (V d; Ed) erzeugen und
alle Kanten von E p

v , die nicht inzident zu v sind, Elemente der Kantenmenge der
reduzierten Triangulierung (V d; Ed) sind.

Gibt es keine TeilmengeJ d
D mit den obigen Eigenschaften, so wird der Knotenv

nicht fÄur das Entfernen gewÄahlt. In Abbildung 5.1 ist ein Beispiel dargestellt, in dem
diese IndexmengeJ d

D mit den genannten Eigenschaften nicht existiert, da die Kanteb
im rechten Bild nicht mehr vorhanden ist.

(a) Vor Neutriangulierung (b) Nach Neutriangulierung

Abbildung 5.1: Beispiel fÄur die Nichtexistenz vonJ d
D

Anschaulich sollen nun die Eckpunkte aller DreieckeD d
j fÄur j 2 J d

D mittels der
Umkehrfunktion ©¡ 1 von © wieder in die MengeVi abgebildet werden und die Dreie-
ckeD n

j fÄur j 2 J d
D , die aus den abgebildeten Eckpunkten der DreieckeD d

j fÄur j 2 J p
D

erzeugt werden, sollen zusammen mit den DreieckenD j fÄur j 62JD eine neue Trian-
gulierung bilden. Die DreieckeD n

j sind dann fÄur D d
j = ( qj ; qj

1; qj
2) und j 2 J d

D gegeben
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durch
D n

j =
¡
©¡ 1(qj ); ©¡ 1(qj

1); ©¡ 1(qj
2)

¢
:

Wir bezeichnen die zugehÄorigen Dreiecks°Äachen vonD n
j mit 4 n

j fÄur j 2 J d
D und

die entsprechende Vereinigung der Dreiecks°Äachen mit 4 n . Es ist o®ensichtlich, dass
die Funktion ª : 4 n 7! ¦ E(4 n ) mit ª ´ ¦ Ej4 n wieder ein HomÄoomorphismus ist.

Wegen (5.3) ist die Funktion ©¡ 1(ª( ¢)) Äuber 4 n wohl de¯niert. Des Weiteren
gilt, dass man fÄur jeden HomÄoomorphismus ¡ aus der De¯nition 4.1.4 vonTi einen
HomÄoomorphismus¡̂ : 4 n [

S
j 62JD

4 j 7! ¡̂
³

4 n [
S

j 62JD
4 j

´
mittels

¡̂ ´

(
¡(© ¡ 1(ª( ¢))) Äuber 4 n

¡ sonst

konstruieren kann, der die Menge4 n [
S

j 62JD
4 j auf eine Ebene abbildet. Folglich

ist der Graph, der durch die DreieckeD n
j fÄur j 2 J d

D und D j fÄur j 62JD erzeugt wird,
nach Konstruktion eine Triangulierung.

Hierbei sei ebenso bemerkt, dass durch das Weglassen des Punktesv eine neue
Triangulierung entsteht, die jedoch im Allgemeinen weniger Details als die vorherige
enthÄalt.

5.1.3 Berechnung eines geeigneten G Äutekriteriums

Wie schon am Anfang von Abschnitt 5.1 erwÄahnt, benÄotigen wir Kosten fÄur jeden
Knoten v, die die VerÄanderung der Triangulierung kennzeichnen, wenn der Knotenv
ausTi entfernt wird. FÄur diesen Zweck berechnen wir ein Di®erenzvolumen zwischen
der Triangulierung Ti und der neuen Triangulierung.

Dazu betrachten wir zunÄachst das DreieckD j und das entsprechende DreieckD p
j

fÄur j 2 JD . Dann bilden wir die konvexe HÄulle der Eckpunkte vonD j und D p
j und

bestimmen deren VolumenVj . Berechnet man nun das Volumen fÄur alle j 2 JD , so
erhÄalt man ein Gesamtvolumen

V =
rX

j =1

Vj :

Analog bestimmen wir dieses Volumen fÄur alle D d
j und deren entsprechende Drei-

eckeD n
j fÄur j 2 J d

D und erhalten ein erneutes Gesamtvolumen̂V. Dann de¯nieren
wir den Wert jV ¡ V̂j als Kosten fÄur die VerÄanderung der Triangulierung, wenn der
Knoten v entfernt wird.

Nun kÄonnen fÄur alle Knoten ausVi Kosten berechnet und eine entsprechende Tri-
angulierung bestimmt werden, diev nicht enthÄalt. Folglich ist es mit dem Verfahren,
welches am Anfang des Abschnitts 5.1 beschrieben wurde, mÄoglich, eine Hierarchie
von Modellen zu erstellen.
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Um zusÄatzlich noch, wie in Abschnitt 4.3.3 angedeutet, zwischen den einzelnen
Triangulierungen eine Verbindung zu erzeugen, wird ein Dreieck D n

l fÄur l 2 J d
D , das

nun der Triangulierung Ti +1 angehÄort, mit allen Dreiecken D j fÄur j 2 JD in der
Triangulierung Ti verlinkt, falls sie mindestens einen Eckpunkt mitD n

j gemeinsam
haben.

5.2 Grobregistrierung

In diesem Abschnitt wird beschrieben, wie die Hauptkomponenten vom Modell in die
der Punktwolke ÄuberfÄuhrt werden. ZunÄachst beschreiben wir die Hauptkomponen-
tenanalyse im Allgemeinen, welche im Englischen mit principlecomponent analysis
bezeichnet und daher oft mit PCA abgekÄurzt wird.

5.2.1 PCA im Allgemeinen

Die Hauptkomponentenanalyse ist eine TransformationH : Rl 7! Rl̂ mit l̂ · l ,
auch bekannt als Karhunen-Loeve-Transformation, die angewandt auf eine Menge
von k ¸ 1 Vektoren f a1; : : : ; akg ½ Rl , deren Mittelwert 1=k

P k
j =1 aj gleich null ist,

eine Menge von Vektorenf b1; : : : ; bkg ½ Rl̂ liefert, deren geschÄatzte Kovarianzmatrix
eine Diagonalmatrix ¤ mit ¤ 11 ¸ ¤ 22 ¸ : : : ¸ ¤ l̂ l̂ ist.

Sei A 2 Rl£ k die Matrix mit A = [ a1; : : : ; ak ]. Dann ergibt sich die Transforma-
tion H aus H (x) = [ q1; : : : ; q̂l ]

T x, wobei sich [q1; : : : ; ql ] =: Q orthogonal aus der
Eigenwertzerlegung von der geschÄatzten Kovarianzmatrix AA T = QT ¤Q ergibt. Als
Hauptkomponenten bezeichnet man dabei die Eigenvektoren [q1; : : : ; q̂l ].

Wie schon aus der TransformationH erkennbar ist, kann man mit Hilfe der Haupt-
komponentenanalyse eine Dimensionsreduktion multivariaterDaten durchfÄuhren, was
auch das Hauptanwendungsgebiet der Hauptkomponentenanalyse bildet. WÄahlt man
0 < l̂ < l und sind die Eigenwerte ¤̂l+1 ;l̂+1 ; : : : ; ¤ ll klein im Vergleich zu den restlichen
Eigenwerten, so wird durch die Transformation der Informationsgehalt der Daten wei-
testgehend erhalten, da nur die Information verloren geht, die mit den Eigenvektoren
der kleinsten Eigenwerte korrespondiert.

5.2.2 Anwendung der PCA auf das Problem

Das Augenmerk der Anwendung der Hauptkomponentenanalyse liegtin dieser Arbeit
nicht auf der Dimensionsreduktion, sondern auf der Bestimmung der Hauptkompo-
nenten der Punktwolke und des Modells, um jene aufeinander zulegen und damit
die Punktwolke und das Modell gleich auszurichten. Wir bestimmen also eine Trans-
formation TMP : R3 7! R3, die angewandt auf die Punkte

S m
i =1 4 i , eine Menge von

Vektoren liefert, deren Hauptkomponenten denen der Punktwolke P entsprechen.
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Dazu bestimmen wir zunÄachst mittels des in Abschnitt 5.2.1 beschriebenen Vorge-
hens die Hauptkomponenten der PunktwolkeP, was die Verschiebung der Punktwolke
P um den Mittelwert

tp :=
1
n

nX

i =1

pi (5.4)

voraussetzt. Wir erhalten eine orthogonale MatrixQP .
Da in den obigenÄUberlegungen die Hauptkomponentenanalyse nur fÄur eine diskrete

Punktmenge angewendet werden kÄonnen, das Ziel aber ist, die Hauptkomponenten
des Modells, also die Menge der Vektoren aus4 :=

S m
i =1 4 i zu bestimmen, ver-

wenden wir die in [19] beschriebene Hauptkomponentenanalyse.Jene Analyse stellt
eine Erweiterung der herkÄommlichen Hauptkomponentenanalyse dar, da sie auch die
HauptkomponentenÄuber kontinuierliche Gebiete bestimmen kann.

ZunÄachst berechnen wir den Mittelwert von4 und anschlie¼end die Hauptkompo-
nenten, um so die orthogonale MatrixQM und den TranslationsvektortM zu erhalten.
Seien dafÄur A1 = [ a1

1; a1
2; a1

3]; : : : ; Am = [ am
1 ; am

2 ; am
3 ] ½ R3£ 3 Matrizen, deren Spalten

die Dreiecks°Äachen4 1; : : : ; 4 m mittels

4 i =
©

a : a = ai
1 + ¹ 1ai

2 + ¹ 2ai
3; ¹ 1 + ¹ 2 · 1; ¹ 1; ¹ 2 ¸ 0

ª
8i = 1; : : : ; m

erzeugen. ZusÄatzlich de¯nieren wir die Menge

W :=
©

(¹ 1; ¹ 2) 2 R2
+ : ¹ 1 + ¹ 2 · 1

ª
:

Dann bestimmen wir analog zu den AusfÄuhrungen in [19] den Mittelwert von4 durch

E(4 ) =
1

V(4 )

Z

a24
ada;

wobei V(4 ) :=
R

a24 1da das Volumen von4 ist. Da die Funktionen Ái : W 7! 4 i

mit Ái (¹ ) = ai
1 + [ ai

2; ai
3]¹ bijektiv sind, folgt f Äur

Gi :=
µ

hai
2; ai

2i hai
2; ai

3i
hai

3; ai
2i hai

3; ai
3i

¶

symmetrisch und positiv de¯nit [8, Abschnitt 3.3], dass

V(4 ) =
Z

a24 1 [ :::[4 m

1da

=
Z

a24 1

1da+ : : : +
Z

a24 m

1da

=
Z

¹ 2 W

p
detG1d¹ + : : : +

Z

¹ 2 W

p
detGmd¹

=
³ p

detG1 + : : : +
p

detGm

´
¢
Z 1

0

Z 1¡ ¹ 1

0
d¹ 2d¹ 1

=
1
2

³ p
detG1 + : : : +

p
detGm

´
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und analog

E(4 ) =
1

V(4 )

Z

a24
ada

=
1

V(4 )

mX

i =1

p
detGi

Z 1

0

Z 1¡ ¹ 1

0
ai

1 + ¹ 1ai
2 + ¹ 2ai

3d¹ 2d¹ 1

=
1

V(4 )

mX

i =1

p
detGi A i

0

@
1
2
1
6
1
6

1

A

(5.5)

ist.
Wir setzen nun den TranslationsvektortM := E(4 ) und verschieben alle Vektoren

in 4 um den Vektor tM , so dass dessen Mittelwert sich zu null ergibt. Danach erhalten
wir e4 := f b¡ t : b2 4g und die entsprechenden MatrizeneA i = [ eai

1; eai
2; eai

3] fÄur alle
i = 1; : : : ; m. Nun kann die Kovarianzmatrix mittels

Cov
³

e4
´

=
1

V
³

e4
´

Z

a2 e4
aaT da

analog zu (5.5) ermittelt werden [19] und es ergibt sich fÄur

eGi :=
µ

heai
2; eai

2i heai
2; eai

3i
heai

3; eai
2i heai

3; eai
3i

¶
;

dass

Cov
³

e4
´

=
1

V
³

e4
´

mX

i =1

q
det eGi

eA i © eAT
i mit © =

0

@
1
2

1
6

1
6

1
6

1
12

1
24

1
6

1
24

1
12

1

A (5.6)

ist.
Aus (5.6) wird mittels der ÄUberlegungen aus Abschnitt 5.2.1 die orthogonale Matrix

QM bestimmt, deren Spalten die Eigenvektoren von Cov
³

e4
´

sind. Abschlie¼end
ergibt sich aus den obigen Betrachtungen die gesuchte Transformation T mit

T(a) = QP QT
M (a ¡ tM ) + tp: (5.7)

5.3 Feinregistrierung

Die Aufgabe in diesem Kapitel ist es, die Optimierungsprobleme (4.3) und (4.4) aus
Kapitel 4 zu lÄosen, wobei letzteres auf die Anwendung eines in Abschnitt 5.3.2vor-
gestellten Satzes beruht. Im nÄachsten Abschnitt werden wir einige LÄosungsverfahren
vorstellen, mit denen das Problem (4.3) gelÄost werden kann. Insbesondere wird dabei
auf die LÄosung des Problems mittels des Formens des Lagrange-Dualen,worauf wir
spÄater das so genannte BÄundelverfahren anwenden, eingegangen.
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5.3.1 Verfahren zur L Äosung des Korrespondenzenproblems

Das in Abschnitt 4.3.2 vorgestellte Optimierungsproblem zur Bestimmung der Kor-
respondenzen ist ein Flussproblem und kann deshalb mit der dafÄur vorgesehenen
Standardsoftware gelÄost werden. Das wohl bekannteste Verfahren ist dabei das Sim-
plex-Verfahren.

Das Simplex-Verfahren

Zur LÄosung des Flussproblems minimaler Kosten eignet sich der Netzwerk-Simplex-
Algorithmus besonders gut, siehe dazu [4, Abschnitt C.4]. Nun betrachten wir fol-
gendes lineare Optimierungsproblem zu (4.3):

min cT x

s:t : eT x j = 1 8j = 1; : : : ; n;
Dx · u;
x =

¡
xT

1 ; xT
2 ; : : : ; xT

n

¢T
; x j 2 [0; 1]m :

(5.8)

Da es sich in (4.3) um ein zulÄassiges Flussproblem handelt, hat auch das Opti-
mierungsproblem (5.8) eine LÄosung. Da weiter die dem Flussproblem entsprechende
Knoten-Kanten-Inzidenz-Matrix total unimodular ist und sowohl die KapazitÄaten als
auch die

"
Lieferanten\ und

"
Konsumenten\ ganzzahlig sind, hat es wegen [0; 1]m¢n

kompakt eine ganzzahlige OptimallÄosung [4, Abschnitt 11.12]. Des Weiteren ist je-
de zulÄassige BasislÄosung von (5.8) ganzzahlig, weshalb die mittels Simplex-Verfahren
berechnete OptimallÄosung von (5.8) auch eine OptimallÄosung von (4.3) ist. Folglich
lÄasst sich das Problem (4.3) mittels des Simplex-Verfahrens lÄosen.

Ein Softwarepaket, welches die Implementierung dieses Verfahrens beinhaltet, ist
z. B. das ILOG CPLEX, das ursprÄunglich von Robert E. Bixby entwickelt und 1997
von ILOG erworben wurde [1]. Dieses Softwarepaket werden wirfÄur numerische Tests
in Kapitel 7 verwenden, um die Simplex-Methode mit anderen Verfahren zu verglei-
chen.

Ein weiteres Softwarepaket ist die MCF-Bibliothek (minimum-cost-°ow), welche
durch das Konrad-Zuse-Zentrum fÄur Informationstechnik Berlin bereitgestellt wird.
Diese Bibliothek ist eine Netzwerk-Simplex-Implementierungund dient der LÄosung
von Flussproblemen minimaler Kosten.

Bestimmung einer approximativen L Äosung

Die bisher vorgestellten Solver lÄosen das Problem (4.3) exakt und liefern immer eine
zulÄassige LÄosung, falls eine existiert. Da es jedoch fÄur den in Kapitel 4 beschriebenen
Anwendungszweck ausreicht, nur eine approximative LÄosung zu berechnen, ist die
Idee, die BedingungDx · u durch die Lagrange-Multiplikatoren in die Zielfunktion
zu schreiben und das Lagrange-Duale mittels des BÄundelverfahrens zu lÄosen.
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Unter einer approximativen LÄosung verstehen wir in diesem Sinne eine LÄosung
ex, deren Zielfunktionswert cT ex 2 [cT x¤ ¡ "; cT x¤ + "] ist und die Nebenbedingung
Dx · u nur approximativ erfÄullt, d. h. ¡ "2 · D ex · u + "2, wobei "; " 2 ¸ 0 klein
gewÄahlt ist und x¤ eine OptimallÄosung von (4.3) ist. Der Wert von" bzw. "2 gibt
somit die minimale GÄute der Approximation an. Des Weiteren ist also eine appro-
ximative LÄosung nicht notwendigerweise zulÄassig. Das Ziel ist, durch das Berechnen
einer approximativen LÄosung gegenÄuber der Berechnung der exakten LÄosung weniger
Operationen zu benÄotigen.

Es ist anzunehmen, dass die Berechnung einer approximativen LÄosung fÄur den in
dieser Arbeit beschriebenen Anwendungszweck ausreichend ist, da z. B. die Kapazi-
tÄatsgrenzen der Dreiecke nur geschÄatzte Werte sind und somit nicht zwangslÄau¯g mit
den tatsÄachlichen WertenÄubereinstimmen.

Lagrange-Relaxation

In diesem Abschnitt wird der Begri® der Lagrange-Relaxation beschrieben. Dazu
betrachten wir das lineare Programm (primales Problem)

min cT x
s:t : Ax · b

x ¸ 0

mit x 2 Rs, einem Kostenvektorc 2 Rs, A 2 Rt£ s einer Matrix und b 2 Rt einem
Vektor fÄur s; t 2 N.

Die so genannteLagrange-Funktion ist dann de¯niert durch

L(¸; x ) := cT x + ( b¡ Ax)T ¸; (5.9)

wobei ¸ 2 Rt und ¸ · 0 die Lagrange-Multiplikatoren sind. Aus der Lagrange-
Funktion in (5.9) ergibt sich die korrespondierende duale Funktion mittels

µ(¸ ) : = inf
x¸ 0

L(¸; x )

= bT ¸ + inf
x¸ 0

(c ¡ AT ¸ )T x
(5.10)

und das zugehÄorige duale Problem aus

max
¸ · 0

µ(¸ ) ,
max bT ¸
s:t : AT ¸ · c

¸ · 0:

Die Technik, die harte NebenbedingungAx · b in die Zielfunktion in (5.10) zu
schreiben und dieseÄuber ¸ · 0 zu maximieren, nennt manLagrange-Relaxation. Das
hei¼t, fÄur ein bestimmtes¸ wird die Lagrange-Funktion zunÄachst Äuber x minimiert.
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Diesesx ist nicht notwendigerweise zulÄassig, jedoch erhÄalt die Lagrange-Funktion
einen Bestrafungsterm, der abhÄangig von der

"
StÄarke der Verletzung\ ist. Bei der Ma-

ximierung der Lagrange-FunktionÄuber ¸ · 0 wird aber nun ein¸ gewÄahlt, so dass
der Bestrafungsterm mÄoglichst klein ist. Folglich werden bei dieser Technik

"
star-

ke\ Verletzungen vermieden, jedoch muss die NebenbedingungAx · b nicht mehr
streng erfÄullt sein.

Sei x̂ ¸ 0 eine zulÄassige LÄosung des primalen Problems unḑ̂ · 0 eine zulÄassige
LÄosung des dualen Problems, dann gilt

cT x̂ ¸ (AT ^̧)T x̂ = ^̧T Ax̂ ¸ bT ^̧: (5.11)

Aus (5.11) folgt schlie¼lich, dass der Zielfunktionswert des dualen Problems eine
untere Schranke fÄur den Zielfunktionswert des primalen Problems angibt. Man nennt
die Beziehung

min cT x ¸ max bT ¸
s:t : Ax · b s:t : AT ¸ · c

x ¸ 0 ¸ · 0

die schwache DualitÄat. Bei linearen Programmen gilt sogar diestarke DualitÄat [4,
Satz C.4]

min cT x = max bT ¸
s:t : Ax · b s:t : AT ¸ · c

x ¸ 0 ¸ · 0:

Nicht selten wird in der Praxis das duale Problem anstatt des primalen gelÄost, da so
schwierig handhabbare Ungleichungen zunÄachst weggelassen bzw. deren Verletzung
als Bestrafung mit Hilfe der Lagrange-Multiplikatoren in derZielfunktion berÄucksich-
tigt werden kÄonnen und folglich ein leichter zu lÄosendes Problem resultiert. Oft ist es
auch ausreichend, eine gute untere Schranke fÄur den Zielfunktionswert des primalen
Problems zu erhalten.

Bilden des Lagrange-Dualen

Nun wenden wir die Technik der Lagrange-Relaxation auf das Problem in (4.3) an.
Sei dazuX die Menge mit

X :=
©

x = ( xT
1 ; : : : ; xT

n )T 2 f 0; 1gm¢n : eT x j = 1 8j = 1; : : : ; m
ª

:

Dann gilt fÄur u 2 Nm mit
P m

i =1 u(i ) ¸ n

min
x2X ;Dx · u

cT x = min
x2X

½
sup
y· 0

cT x + ( u ¡ Dx )T y
¾

¸ max
y· 0

uT y +
½

min
x2X

(c ¡ D T y)T x
¾

= max
y· 0

t(y)

(5.12)
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mit t(y) := uT y + min
x2X

(c ¡ D T y)T x:

Somit liefert das Lagrange-Duale eine untere Schranke fÄur den Zielfunktionswert
des primalen Problems. Die Funktiont(y) ist konkav und die Menge der Subgradi-
enten any ist gegeben durch [15, Abschnitt 5.2 b)]

convf s 2 Rm : s = u ¡ Dx ¤(y) und x¤ 2 Lg ;

wobei L die Menge der LÄosungen des Problems min
x2X

(c ¡ D T y)T x ist.

Wie schon oben erwÄahnt, ist die OptimallÄosung des Problems (4.3) OptimallÄosung
des linearen Optimierungsproblems (5.8) und ist endlich.

Da weiter X endlich ist, hat das duale Problem aus (5.12) nach dem Satz der
starken DualitÄat [4, Satz C.4] eine endliche OptimallÄosung und der Zielfunktionswert
stimmt mit dem der primalen LÄosung Äuberein. Folglich gilt sogar die Gleichheit in
(5.12).

Weiter stellen wir fest, dass das innere Problem

min
x2X

(c ¡ D T y)T x (5.13)

fÄur ein festesy leicht zu lÄosen ist, da die NebenbedingungDx · u bei der Optimierung
nicht mehr beachtet werden muss und folglich (c ¡ D T y)T x minimal wird, wenn
jenes Element ausx i fÄur alle i gleich eins gesetzt wird, bei dem der entsprechende
Eintrag von c¡ D T y am niedrigsten ist. Hierbei wird deutlich, dass die LÄosung nicht
notwendigerweise eindeutig ist, da es durchaus mehrere Elemente in x i geben kann,
die dieselben entsprechenden Werte in (c ¡ D T y) i haben. Um die LÄosung eindeutig
festzulegen, nehmen wir immer das erste Element ausx i dessen entsprechender Wert
in (c ¡ D T y) i am niedrigsten ist.

Da wir nun ein Element aus der MengeL bestimmen und folglicht(y) an der Stelle
y auswerten und den entsprechenden Subgradienten ermitteln kÄonnen, lÄasst sich das
BÄundelverfahren auf das verbleibende Problem

max
y· 0

t(y) (5.14)

anwenden.

B Äundelverfahren

Das BÄundelverfahren ist ein iteratives Verfahren zur Minimierung nicht glatter kon-
vexer Funktionen. Dabei ist die zu minimierende Funktion mittels eines Orakels ge-
geben, welches zu einem Argument der Funktion den entsprechenden Funktionswert
und einen Subgradienten aus dem Subdi®erential liefert.

In jeder Iteration dieses Verfahrens wird das Orakel fÄur einen bestimmten Punkt be-
fragt. Anschlie¼end wird mit Hilfe der aggregierten Subgradienten ein lokales Schnitt-
ebenen-Modell von dieser Funktion gebildet. Nun wird dieses Modell minimiert, wel-
ches zusÄatzlich durch einen Regularisierungsterm augmentiert wurde, und die LÄosung
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liefert einen neuen Punkt als Kandidaten. Zeigt die Funktionsauswertung im Kandi-
daten keinen guten Fortschritt, wird das Modell verbessert undein neuer Kandidat
bestimmt (ein Nullschritt), sonst wird der Kandidat das neue Zentrum des Modells
(ein Abstiegsschritt). Man kann zeigen, dass die Folge der so generierten Zentrums-
punkte gegen einen Minimierer der Funktion konvergiert, wenn es solche gibt. FÄur
weitere ErlÄauterungen verweisen wir auf [15, 16, 24, 14].

Die Software, die wir fÄur unsere Testzwecke in Kapitel 7 nutzen, ist eine C++-
Bibliothek mit dem Namen ConicBundle von Herrn Prof. Dr. Helmberg, TU Chem-
nitz und unterliegt der GNU-Lizenz.

Eine Heuristik zur Berechnung einer ganzzahligen L Äosung

Da das BÄundelverfahren ein iteratives Verfahren ist, liefert es eine NÄaherungslÄosung
y¤

N von (5.14) und ebenso eine NÄaherungslÄosung x¤
N des primalen Problems (5.8),

die mit dem aggregierten Subgradienten korrespondiert, jedoch im Allgemeinen nicht
ganzzahlig ist. Diese NÄaherungslÄosung liefert im Allgemeinen eine bessere Approxi-
mation zu der eigentlichen OptimallÄosung von (4.3) als eine ganzzahlige LÄosung von
(5.13) fÄur y¤

N . Deshalb stellen wir hier einen Algorithmus fÄur die Berechnung einer
ganzzahligen NÄaherungslÄosung (muss nicht zwangslÄau¯g zulÄassig sein) aus einer nicht
ganzzahligen NÄaherungslÄosung vor.

FÄur die mittels BÄundelverfahren berechnete NÄaherungslÄosungx¤
N gilt

mX

j =1

(x¤
N ) i (j ) = 1

fÄur alle i = 1; : : : ; n. Folglich kÄonnen wir den Wert (x¤
N ) i (j ) als die Wahrscheinlichkeit

ansehen, dass Punkti dem Dreieckj zugehÄorig ist. Da die NÄaherungslÄosungx¤
N die

gleiche Dimension wie der Kostenvektorc hat, kÄonnte man ¡ (x¤
N ) wieder als Kos-

tenvektor betrachten und das Flussproblem mit diesen Kosten erneut lÄosen. Jedoch
lie¼e sich das erneute Flussproblem nicht einfacher lÄosen als das vorhergehende. Man
kÄonnte allerdings bei dieser Vorgehensweise vorher Kanten lÄoschen, die hohe Kosten
haben, d. h., bei denen der entsprechende Wert vonx¤

N niedrig ist, um so die Schwere
des Problems zu verringern. Dieses Vorgehen ist jedoch sehr kostenaufwÄandig und
garantiert keine OptimalitÄat, weshalb wir eine Heuristik zur Bestimmung einer ganz-
zahligen LÄosung vorschlagen, die zwar auch kein OptimalitÄatskriterium erfÄullt, aber
schnell zu berechnen ist.

Seien dazuZ1; : : : ; Zm Mengen mit Z j die Menge der Punktindices, deren entspre-
chende Punkte dem Dreieckj zugewiesen werden, undV1; : : : ; Vm Mengen mit Vj die
Menge der Punktindices, deren entsprechende Punkte dem Dreieck j noch zugewiesen
werden kÄonnen. Zu Beginn seien die MengenZ1; : : : ; Zm leer und Vj := f 1; : : : ; ng
fÄur alle j .

Die hier vorgeschlagene Heuristik besteht aus zwei Phasen. Um anfÄanglich die
Kombinationsanzahl der Korrespondenzen zu reduzieren, werden in der ersten Phase
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Korrespondenzpaare ausgewÄahlt, die eine hohe Wahrscheinlichkeit haben. Des Wei-
teren entfernen wir alle Indicesi aus Vj 8j = 1; : : : ; m, deren entsprechender Wert
(x¤

N ) i (j ) null ist, da diese Korrespondenzen unwahrscheinlich sind.
Nun werden maximalu(j ) Punkteindices i aus Vj 8j = 1; : : : ; m, deren entspre-

chende Werte (x¤
N ) i (j ) am grÄo¼ten und einen Wert von grÄo¼er 0;5 haben, zu der

Menge Z j hinzugefÄugt und aus Vj entfernt. Wir beschrÄanken die Anzahl der hin-
zugefÄugten Punktindices, damit die spÄatere LÄosung zulÄassig bleibt. Der Wert von
(x¤

N ) i (j ) muss grÄo¼er als 0;5 sein, damit ein und derselbe Punkt auch nur genau ei-
nem Dreieck zugewiesen wird. Wir de¯nieren also fÄur Gj = f l 2 Vj : (x¤

N ) l (j ) ¸ 0;5g
und j = 1; : : : ; m die Menge

Qj := Gj \ f l 2 Vj : @V ½ Vj ; jV j = u(j ); so dass (x¤
N )k(j ) > (x¤

N ) l (j ) 8k 2 Vg:

Dann ergeben sich die MengenZ1; : : : ; Zm nach der ersten Phase durch

Z j 7! Z j [ Qj

fÄur alle j = 1; : : : ; m und V1; : : : ; Vm mittels

Vj 7! Vj n

Ã
m[

l=1

Z l

!

(5.15)

fÄur alle j = 1; : : : ; m.
In der zweiten Phase wird der Punktindex ^{ in Vj gesucht, dessen entsprechender

Wert ( x¤
N ) î (j ) zwar gro¼ ist, jedoch auch einen relativ gro¼en Abstand zum zweit-

grÄo¼ten Wert inf (x¤
N ) i (j ) : i 2 Vj g hat. Der Grund fÄur dieses Vorgehen ist, dass wir

es fÄur einen solchen Punktindex inVj als sehr wahrscheinlich betrachten, dass dieser
Punkt zu Dreieck j zugehÄorig ist. FÄur die Funktion Á :

S m
j =1 Vj £ f 1; : : : ; mg 7! R

mit

Á(l; j ) :=

8
<

:

1 fÄur Vj n f lg = ;

min
k2 Vj nf lg

(x¤
N ) l (j )¡ (x¤

N )k (j )
(x¤

N ) l (j ) sonst

lÄosen wir deshalb
max

l2 Vj 6= ; ;j
Á(l; j )

s:t : (x¤
N ) l (j ) ¸ 0;7 ¢K;

(5.16)

wobei K := max
s2 Vj 6= ; ;j

(x¤
N )s(j ) eine Konstante ist. Das Problem (5.16) hat immer eine

LÄosung, falls die Vereinigung der MengenVj nicht leer ist, da Vj endliche Mengen
sind. Im letzteren Fall wurden schon alle Punkte auf die MengenZ1; : : : ; Zm verteilt
und man erhÄalt folglich eine LÄosung von (4.3). Die LÄosung des Problems (5.16) ist
allerdings nicht notwendigerweise eindeutig, weshalb wir aus der LÄosungsmenge von
(5.16) zunÄachst diejenigen Paare (l; j ) betrachten, deren zweite Komponente minimal
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ist, und von denen das Paar (l; j ) ermitteln, dessen erste Komponente minimal ist.

Wir bezeichnen dieses Paar mit
³

l̂; |̂
´

. Die MengeZ |̂ ergibt sich dann aus

Z |̂ := Z |̂ [
n

l̂
o

und die MengenV1; : : : ; Vm werden wieder mittels (5.15) neu bestimmt. Gilt fÄur Z |̂ ,
dassjZ |̂ j = u (|̂ ) ist, so darf kein weiteres Element der MengeZ |̂ hinzugefÄugt werden.
Folglich kann die MengeV|̂ fÄur das erneute Starten der zweiten Phase nicht mehr
einbezogen werden. Dies bedeutet letztendlich, dass sich dieWahrscheinlichkeiten inS

j 6= |̂ Vj fÄur alle Punktindices in V|̂ anteilig erhÄohen. Deshalb verÄandern wir fÄur das
weitere Vorgehen die NÄaherungslÄosungx¤

N durch

(x¤
N )s(j ) :=

µ
1 +

(x¤
N )s(|̂ )

1 ¡ (x¤
N )s(|̂ )

¶
(x¤

N )s(j ) 8j 6= |̂ und 8s 2 Vj \ V|̂ :

FÄur alle s 2 V|̂ mit s 62
S

j 6= |̂ Vj setzen wir Z |̂ := Z |̂ [ f sg. Dieser Schritt fÄuhrt zu
keiner zulÄassigen LÄosung mehr, sondern nur zu einer approximativen LÄosung in (4.3),
da nun die UngleichheitsnebenbedingungDx · u nicht mehr erfÄullt ist. Wie schon
oben erwÄahnt, reicht es jedoch, eine approximative LÄosung fÄur (4.3) zu berechnen,
weshalb wir an dieser Stelles dem Dreieck ^| zuweisen und nicht z. B. seinen Nachbarn.
Nach diesem Schritt wird die MengeV|̂ auf die leere Menge gesetzt.

Nun wird die zweite Phase solange neu gestartet, bis
S m

j =1 Vj = ; ist. Da in jeder
Iteration ein Element aus

S m
j =1 Vj = ; entfernt wird und nur endlich viele Elemente

in
S m

j =1 Vj sind, wird diese Iteration nach endlich vielen Schritten abgebrochen. Nun
lÄasst sich aus den MengenZ1; : : : ; Zm eine ganzzahlige approximative LÄosung fÄur
(4.3) konstruieren, die die Bestimmung von Koorespondenzpaaren erlaubt, jedoch
nicht notwendigerweise zulÄassig ist.

Techniken zur Verbesserung der Konvergenz

In diesem Kapitel wird eine Idee vorgestellt, um die Konvergenz des BÄundelverfah-
rens zu verbessern. In (5.14) muss die Funktiont(y) noch unter der Nebenbedingung
y · 0 minimiert werden. Um diese Nebenbedingung zu erfÄullen, sind zusÄatzliche
PrÄufschritte im BÄundelverfahren nÄotig. Um diese zu vermeiden, bedarf es der Maxi-
mierung Äuber den gesamten Raum, weshalb wir die Ungleichungsnebenbedingung im
primalen Problem durch eine Gleichheitsnebenbedingung ersetzen und entsprechen-
de konvexe Bestrafungsfunktionenf i : Rm 7! R zu der Zielfunktion addieren. Wir
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erhalten

min
x2X ;v

cT x +
P m

i =1 f i (vi ) = min
x2X ;v

cT x +
P m

i =1 f i (vi ) + max
y2 Rm

(v ¡ Dx )T y

s:t : Dx = v

¸ max
y2 Rm

min
x2X ;v

(c ¡ D T y)T x +
P m

i =1 f i (vi ) + vT y

= max
y2 Rm

t̂ (y);

wobei t̂(y) := min
x2X ;v

(c¡ D T y)T x+
P

i f i (vi )+ vT y ist. Seis 2 N, ½; ī 2 R mit ½; ī > 0

und ´ i
0; : : : ; ´ i

s StÄutzstellen mit ´ i
0 := u(i ) und ´ i

j := ´ i
j ¡ 1 + ¯ i fÄur alle j = 1; : : : ; s.

Dann de¯nieren wir die Bestrafungsfunktionenf i durch

f i (vi ) :=

8
><

>:

0 fÄur vi · u(i )

2½(´ i
j ¡ u(i )) ¢(vi ¡ ´ i

j ¡ 1) + f i (´ i
j ¡ 1) fÄur vi 2 (´ i

j ¡ 1; ´ i
j ]

1 sonst

fÄur 8i = 1; : : : ; m. Diese sind nach Konstruktion wie auch in Abbildung 5.2 dar-
gestellt, stÄuckweise linear und konvex. Die Konstanten̄ i ; ½beein°ussen dabei die
HÄohe der Bestrafung. Wir werden diese fÄur die in Kapitel 7.2 durchgefÄuhrten Tests
empirisch bestimmen.

Es ist o®ensichtlich, dass

min
x2X

cT x ¸ min
x2X ;v

cT x +
P

i f i (vi ) ¸ max
y2 Rm

t̂ (y)

s:t : Dx · u s:t : Dx = v
(5.17)

und fÄur ½! 1 die Ungleichungen in (5.17) zu Gleichungen werden. Folglicherhalten
wir durch das LÄosen des Problems

max
y2 Rm

t̂ (y) (5.18)

fÄur ein ½ < 1 eine untere Schranke fÄur den Zielfunktionswert und gleichzeitig eine
approximative LÄosung des primalen Problems.

Das BÄundelverfahren kann nun auf das Problem (5.18) analog zu oben angewandt
werden, wobei sich die Menge der Subgradienten vont̂(y) an der Stelley durch

conv
n

s 2 Rm : s = v¤(y) ¡ Dx ¤(y) und (x¤; v¤) 2 L̂
o

(5.19)

mit L̂ die Menge der LÄosungen des inneren Problems

min
x2X ;v

(c ¡ D T y)T x +
X

i

f i (vi ) + vT y
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½= 1=4; ¯ i = 1

Abbildung 5.2: Gra¯sche Darstellung einer Bestrafungsfunktionf i

und die Auswertung vont(y) sich an der Stelley durch die obige Vorgehensweise und
die zusÄatzliche Minimierung von f i (vi ) + vi ¢yi ergibt.

Wie
"
gut\ die durch die Anwendung des BÄundelverfahrens auf (5.18) ermittelte

approximative LÄosung die LÄosung des eigentlichen Problems in (4.3) approximiert,
werden wir durch numerische Tests in Kapitel 7 veranschaulichen.

Damit wurde ein weiteres LÄosungsverfahren beschrieben, um das mathematische
Modell in Abschnitt 4.3.2 zu lÄosen. Durch die LÄosung des mathematischen Modells
ist es nun mÄoglich, die Korrespondenzpaare in jeder Iteration fÄur die Minimierung
der Summe in (4.4) zu berechnen.

5.3.2 Transformationsoptimierung

Um die Funktion in (4.4) zu minimieren, bedarf es der direktenAnwendung des
folgenden Satzes [6, 5].

Satz 5.3.1. SeienA = f a1; : : : ; ang und B = f b1; : : : ; bng Punktwolken undw1; : : : ; wn

Gewichte mitwi 2 (0; 1]. Sei weiterP die Menge der orthogonalen Matrizen inR3£ 3

und h : P £ R3 7! R eine Funktion mit

h(R; t) :=
nX

i =1

wi kRai ¡ bi ¡ tk2
2
:
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Dann hat die Funktion h an R = UT V und t = Ra ¡ b mit a = 1P n
j =1 wj

P n
i =1 wi ai ,

b = 1P n
j =1 wj

P n
i =1 wi bi ein globales Minimum, wobeiU; V die aus der SingulÄarwert-

zerlegung vonN :=
P n

i =1 wi (ai ¡ a)(bi ¡ b)T = V T § U resultierenden orthogonalen
Matrizen sind.

Beweis. De¯niere a0
i := ai ¡ a und b0

i := bi ¡ b fÄur alle i = 1; : : : ; n. Dann ist

h(R; t) =
nX

i =1

wi kRai ¡ bi ¡ tk2
2

=
nX

i =1

wi kRa0
i ¡ b0

i + Ra ¡ b¡ tk2
2

=
nX

i =1

wi kRa0
i ¡ b0

i k
2
2

+
nX

i =1

2wi
­
Ra0

i ¡ b0
i ; Ra ¡ b¡ t

®

| {z }
= 0

+
nX

i =1

wi kRa ¡ b¡ tk2
2
;

(5.20)

da
P n

i =1 wi (Ra0
i ¡ b0

i ) = 0 nach Konstruktion von a0
i ; b0

i . Aus (5.20) folgt, dass

min
R;t

h(R; t) = min
R

g(R) :=
nX

i =1

wi kRa0
i ¡ b0

i k
2
2

und die Funktion h(R; t) fÄur t = Ra¡ b bzgl. der zweiten Komponente minimal wird.
Wir betrachten nun

g(R) =
nX

i =1

wi kRa0
i ¡ b0

i k
2
2

=
nX

i =1

wi kRa0
i k

2
2

¡ 2
nX

i =1

wi (Ra0
i )

T b0
i +

nX

i =1

wi kb0
i k

2
2

= 2
nX

i =1

wi (Ra0
i )

T b0
i + c

= ¡ 2 trace (RN ) + c;

(5.21)

wobei c =
P n

i =1 wi (ka0
i k

2
2

+ kb0
i k

2
2
) ist. Dann gilt

argmax
R

(trace (RN )) = argmax
R

¡
trace

¡
URVT §

¢¢
= UT V: (5.22)

Gleichungen (5.21) und (5.22) implizieren

argmin
R

g(R) = UT V

und es folgt die Behauptung.
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Die Anwendung dieses Satzes liefert die beste orthogonale Matrix und den bes-
ten Translationsvektor, die nunÄuber die De¯nition 4.1.6 der Transformation fÄur die
nÄachste Iteration auf das Modell angewandt werden kÄonnen.
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Die folgende Vorgehensweise entspricht dem aus dieser Arbeit resultierenden Algo-
rithmus zur Berechnung einer Transformation, die angewandtauf ein trianguliertes
Ober°Äachenmodell eines Objektes die Modellkoordinaten in die einer Objektvermes-
sung ÄuberfÄuhrt, so dass Modell und die Vermessung aneinander angeglichen sind.

Algorithmus 1. Seimax-iter die maximale Anzahl an Iterationen fÄur die Feinregis-
trierung. Dann lautet der in dieser Arbeit vorgeschlagene Algorithmus, wie folgt:

Schritt 0: Bilde eine Hierarchie von Modellen mittels des in Abschnitt 5.1be-
schriebenen Algorithmus und verringere gegebenfalls die Punktanzahl
der Messpunkte durch eineÄaquidistante AusdÄunnung.

Schritt 1: Berechne den Schwerpunkt vom feinsten ModelltM und der Scandaten
tP mittels (5.5) bzw. (5.4).

Schritt 2: Bestimme die Hauptkomponenten vom feinsten ModellQM und der
ScandatenQP durch die Eigenwertzerlegung von (5.6) bzw. mittels der
Anweisungen in Abschnitt 5.2.1.

Schritt 3: Berechne die TransformationT mit Hilfe von (5.7) und wende diese auf
das grÄobste Modell an. Setzeiter := 0 und setze das aktuelle Modell
auf das grÄobste.

Schritt 4: Bestimme den Kostenvektorc fÄur das Flussproblem in (4.3) fÄur das
aktuelle Modell und die ausgedÄunnten Scandaten.

Schritt 5: LÄose das entsprechende Problem (5.18) mittels des BÄundelverfahrens
und berechne eine ganzzahlige NÄaherungslÄosungx¤

N fÄur (4.3) durch die
Anwendung der in Abschnitt 5.3.1 beschriebenen Heuristik. Bestim-
me die entsprechenden Korrespondenzpaare aus dieser NÄaherungslÄo-
sungx¤

N .

Schritt 6: Berechne die beste Transformation̂T durch die Anwendung des Sat-
zes 5.3.1.

Schritt 7: Setze iter 7! iter +1 und T 7! T̂ (T(¢)). Gilt f Äur die zu T̂ zugehÄorige
orthogonale Matrix R̂ und den Translationsvektor t̂, dassiter > max-
iter, so verlasse den Algorithmus. Die gesuchte Transformation istT.
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Schritt 8: Ist kein feineres Modell vorhanden: Wende die Transformation̂T auf
das aktuelle Modell an und gehe zu Schritt 4. Sonst: Setze das aktuelle
Modell auf das nachfolgend feinere Modell und wende die Transforma-
tion T auf das Modell an. Gehe zu Schritt 4.
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7 Numerische Tests

Um das Verhalten des in Kapitel 6 beschriebenen Algorithmus zu untersuchen, werden
in diesem Kapitel entsprechende numerische Tests durchgefÄuhrt. Jedoch werden sich
die Tests im Wesentlichen auf die Feinregistrierung konzentrieren, da das Prinzip der
Hauptkomponentenanalyse wohlverstanden ist.

Die Implemetierung der Grobregistrierung bzw. Feinregistrierung wurde in MAT-
LAB 2007a bzw. C++ vorgenommen. FÄur alle hier aufgefÄuhrten Tests wurde ein
2-Kernprozessor Genuine Intel der TU Chemnitz mit 3;2 GHz und einem Arbeitsspei-
cher von einem GigaByte verwendet. Als Betriebsystem wurde dabei SuSE 10.3 Linux
mit der Kernelversion 2:6:22:12 eingesetzt.

Im nÄachsten Abschnitt werden wir anfÄanglich die verwendeten Testbeispiele be-
schreiben und im darau®olgenden Abschnitt die noch nicht bestimmten Parameter
des Algorithmus 1 festlegen. In den darau®olgenden Abschnitten wird der Algorith-
mus mit anderen Verfahren verglichen bevor wir im Abschnitt 7.6 unsere Schlussfol-
gerungen ziehen.

7.1 Testbeispiele

Im Grunde verwenden wir fÄur die Tests in den nÄachsten Abschnitten drei Testbei-
spiele, d. h.drei Modelle mit den jeweils entsprechenden Scandaten unterschiedlicher
GrÄo¼e, die einerseits am realen Objekt aufgenommen aber auch mitHilfe des Modells
generiert wurden.

7.1.1 Testbeispiel 1

Das erste Testbeispiel ist unser Zielobjekt, welches in Abschnitt 2.2 beschrieben wur-
de. FÄur dieses Objekt liegt ein Modell vor, das aus 2800 Dreiecken besteht und dessen
Ausma¼e 5; 6 in der Breite, 5; 7 in der LÄange und 1; 3 in der HÄohe sind. Wir bezeichnen
dieses Modell mitMreal in nachfolgenden Versuchen.

ZusÄatzlich sind zu diesem real aufgenommene Scandaten vorhanden, die nach vier
verschiedenenÄaquidistanten AusdÄunnungen aus 1874, 3277, 5513 bzw. 7548 Punkten
bestehen. Die Anzahl an Punkten ist teilweise ungerade, da erst die AusdÄunnung
der Punkte vorgenommen und danach die Qualitymap (Abschnitt 2.4) auf die aus-
gedÄunnten Scandaten angewandt wird.

ZusÄatzlich zu diesen aufgenommenen Messdaten generieren wir Scandaten zu dem
Modell, so dass diese Daten das komplette Modell abbilden. Dazuwird in diesem
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Falle ein Äaquidistantes Gitter auf derx-y Ebene erstellt, dessen Ausma¼e grÄo¼er sind
als die des auf derx-y Ebene projizierten Modells. Derz-Wert ergibt sich nun durch
den Schnittpunkt des Modells mit der Geraden, die durch den Punkt ( x; y; 0)T und
den Vektor e3 = (0 ; 0; 1)T gebildet wird. Falls dieser Schnittpunkt nicht existiert,
so gilt der Punkt (x; y; 0) als Ausrei¼er und wird in die Berechnung nicht einbezo-
gen. Au¼erdem gilt, dass der Schnittpunkt in diesem Testbeispiel immer eindeutig
bestimmbar ist, falls dieser existiert. Nach diesem Vorgehen erhalten wir Scandaten
mit den folgenden GrÄo¼en: 629, 1400, 1735, 2508 und 3921.

Um die Hierarchie an Modellen zu bilden, wird das in Abschnitt 5.1beschriebene
Verfahren angewandt und wir erhalten fÄunf Stufen an Modellen, wobei die jeweilige
Anzahl der Dreiecke in Tabelle 7.1 dargestellt ist. Das Symbol

"
#\ steht dabei f Äur

die Anzahl.

Stufe der Hierarchie 1 2 3 4 5
# Dreiecke Mreal 128 289 646 1531 2800

Tabelle 7.1: Dreiecksanzahl der Hierarchiestufen des ModellsMreal

7.1.2 Testbeispiel 2

FÄur dieses Beispiel wird ein Modell generiert. Dazu de¯nieren wir ein Äaquidistantes
Gitter, dessen Werte im Intervall [¡ 1; 1] £ [¡ 0;5; 0;5] liegen. Danach wird mittels
Delaunay im Zweidimensionalen zwischen den Gitterpunkten trianguliert. Sei die
Reihenfolge der Eckpunkte der Dreiecke so gewÄahlt, dass wir eine Triangulierung im
Zweidimensionalen erhalten. Um nun eine Triangulierung im Dreidimensionalen zu
formen, de¯nieren wir zunÄachst die Funktion h : D 7! R mit

h(x; y) = 0 ;6
p

1 ¡ x2 ¡ (2y)2 ¡ 0;15e¡ 20x2
¢e¡ 20y2

und D := f (x; y) 2 R2 : 1 ¡ x2 ¡ (2y)2 ¸ 0g den De¯nitionsbereich von h. Diese
Funktion ist eine Zusammensetzung aus einer iny- und z-Richtung gestauchten Halb-
kugel und der Gau¼-Funktion. Sie erzeugt den Graph, der in Abbildung 7.1 zu sehen
ist.

Anschlie¼end wird an allen Eckpunkten, die im De¯nitionsbereich D liegen und
mindestens ein Eckpunkt einer Dreiecks°Äache sind, die sich komplett im De¯nitions-
bereich be¯ndet, der Funktionswert der Funktionh berechnet. Dieser Wert gibt den
Wert f Äur die dritte Dimension aller dieser Eckpunkte. Infolgedessen de¯nieren die
Eckpunkte mit den entsprechenden Kanten nach De¯nition 4.1.4 eine Triangulierung
im Dreidimensionalen. De¯nieren wir zusÄatzlich noch eine Gewichtungsfunktion, die
alle Dreiecke auf den Wert 1 abbildet, so erhÄalt man ein Modell.

Ausgehend von zweiÄaquidistanten Gittern mit ( ¡ 1 + 0;1i; ¡ 0;5 + 0;05j ) fÄur alle
i; j = 0; : : : ; 20 bzw. (¡ 1 + 0; 05i; ¡ 0;5 + 0;025j ) fÄur i; j = 1; : : : ; 40 erstellen wir so
zwei Modelle, die aus 674 bzw. 2624 Dreiecken bestehen. Dabeibezeichnen wir das
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Modell mit der hÄoheren Anzahl an Dreiecken alsModell 1 und das jeweils andere als
Modell 2.

Wendet man nun wieder den Algorithmus zur Bestimmung einer Hierarchie von
Dreiecken wie in Abschnitt 7.1.1 an, so erhÄalt man die in Tabelle 7.2 gezeigte Drei-
ecksanzahl pro Stufe, wobei die Abbildung 7.1 dies fÄur das Modell 1 illustriert.

Stufe der Hierarchie 1 2 3 4 5
# Dreiecke Modell 1 128 289 646 1531 2800
# Dreiecke Modell 2 110 272 568 674 ¡

Tabelle 7.2: Dreiecksanzahl der Hierarchiestufen der Modelle1 und 2

Analog zu Abschnitt 7.1.1 werden fÄur beide Modelle ebenso Scandaten unterschied-
licher GrÄo¼e generiert. FÄur das Modell 1 erzeugen wir dabei Scandaten mit 89, 347,
782, 1349, 2037 und 2172 Punkten und fÄur das Modell 2 Scandaten mit 187, 755,
1696, 2961 und 4720 Punkten.

7.1.3 Testbeispiel 3

Im diesem Abschnitt gehen wir analog zu Abschnitt 7.1.2 vor, jedoch wird die Form
des Modells zusÄatzlich durch gleichverteilte ZufallsgrÄo¼en verÄandert. Des Weiteren
wird die Anzahl der Scandaten ebenso durch eine gleichverteilte ZufallsgrÄo¼e fest-
gelegt. FÄur das Generieren der zufÄalligen Werte nutzen wir dabei die MATLAB-
Funktion rand.

ZunÄachst wird mit Hilfe einer binÄaren gleichverteilten ZufallsgrÄo¼e ausgewÄahlt,
welches von den beiden Modellen aus Abschnitt 7.1.2 fÄur die weitere VerÄanderung
genommen wird.

Sei alsof (x i ; yj ) : i = 0; : : : ; s; j = 0; : : : ; tg die Menge der Gitterpunkte desÄaqui-
distanten Gitters aus Abschnitt 7.1.2 mit s; t 2 N. Um nun die Form des Modells zu
verÄandern, wird der Zielfunktionswert einer zufÄallig generierten Funktion im R3 zu
dem Funktionswert der Funktionh an den Gitterpunkten addiert, die im De¯nitions-
bereich der Funktion h liegen. Damit jedoch nicht das komplette Modell verÄandert
wird, sollen die zufÄallig generierten Funktionen nur lokal wirken. Das hei¼t, siehaben
nur auf einem beschrÄankten Gebiet Werte, die von Null verschieden sind.

Um das Modell noch interessanter zu gestalten, bestimmen wir au¼erdem mit Hilfe
einer weiteren gleichverteilten ZufallsgrÄo¼e» 2 f 1; 2; 3g die Anzahl der zu addieren-
den zufÄallig generierten Funktionen. Nun bleibt noch fÄur alle k 2 f 1; : : : ; »g o®en,
die zufÄallig generierte Funktion zu de¯nieren. Um die GrÄo¼e des beschrÄanken Ge-
biets festzulegen, betrachten wir einen gleichverteilten Zufallsvektor ³ = ( ³1; ³2) 2
f x1 ¡ x0; : : : ; xs ¡ x0g £ f y1 ¡ y0; : : : ; yt ¡ y0g. Weiter sei º = ( º 1; º 2) 2 f x0; : : : ; xs ¡
³1g £ f y0; : : : ; yt ¡ ³2g ein gleichverteilter Zufallsvektor, der die Position des Gebietes
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(a) (b)

(c) (d)

(e)

Abbildung 7.1: Darstellung einer Hierarchie von Modellen fÄur Modell 1

angibt.
Dann kÄonnen wir fÄur einen gleichverteilten Zufallsvektoŕ = ( ´ 1; ´ 2; ´ 3) 2 f 1; 2g £

f 1; 2g £ [0;15; 0;3] die Funktion bk
³;º;´ : D 7! R durch

bk
³;º;´ (x; y) =

(
´ 3 sin

³
´ 1¼x¡ º 1

³ 1

´
sin

³
´ 2¼x¡ º 2

³ 2

´
fÄur (x; y) 2 [º 1; º 1 + ³1] £ [º 2; º 2 + ³2]

0 sonst
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de¯nieren. Das Intervall [0;15; 0;3] ist so gewÄahlt, damit die absoluten Werte vonbk

grÄo¼er gleich dem Maximalwert der Gau¼-Funktion, jedoch kleiner gleich der HÄalfte
der Maximalausdehnung der Halbkugel inz-Richtung sind.

Das entstandene Modell, worauf wir ebenso das in Abschnitt 5.1 beschriebene
Verfahren anwenden, um eine Hierachie bilden, bezeichnen wir mit Mrand.

Die Scandaten erzeugen wir analog zu Abschnitt 7.1.1, wobei fÄur eine gleichverteilte
ZufallsgrÄo¼eµ 2 f 45; 46; : : : ; 90g ½ N die Anzahl der Gitterpunkte desÄaquidistanten
Gitters durch µ2 bestimmt wird.

7.2 Empirische Parametertests

Dieser Abschnitt widmet sich vorwiegend der empirischen Bestimmung der Para-
meter, die fÄur den Algorithmus 1 benÄotigt werden. Dabei werden wir den Wert fÄur
die relative Genauigkeit der Zielfunktion im BÄundelverfahren, ebenso das verwendete
Abbruchkriterium und den Wert fÄur ½bei der Bestimmung der Bestrafungsfunktion
im Abschnitt 5.3.1 nÄaher untersuchen. FÄur das BÄundelverfahren verwenden wir das
im selben Abschnitt erwÄahnte Softwarepaket.

Die hier verwendete Implementierung des BÄundelverfahrens verwendet dabei eine
innere und Äau¼ere Schleife, wobei fÄur die innere Schleife ein Parameter¹ fÄur die
relative Genauigkeit verlangt wird. Sie wird erfolgreich terminiert, falls

f v

1 + t̂c
< ¹

erfÄullt ist. Es bezeichnetf v den vorhergesagten Fortschritt fÄur den nÄachsten Schritt
und t̂c den aktuellen Funktionswert vont̂(y) (siehe (5.18)).

Die Äau¼ere Schleife wird abgebrochen, falls

ksk
2

· k
dv

n
; (7.1)

wobei k eine Konstante unddv die Anzahl der dualen Variablen bzw. die Anzahl der
verwendeten Dreieckem und n die Anzahl der Punkte ist. Das Symbols bezeichnet
den aggregierten Subgradienten in (5.19), nachdem jedes Element des Vektors durch
die Anzahl der Punkte, die Kanten zu dem entsprechenden Dreieck haben, geteilt
wurde.

7.2.1 Parameter f Äur die relative Genauigkeit

In diesem Abschnitt wird der Parameter fÄur ¹ empirisch bestimmt. Dabei verwenden
wir das Modell aus Abschnitt 7.1.1 und die zwei Modelle aus Abschnitt 7.1.2, wobei
alle entsprechenden Scandaten genutzt werden.
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(b) Modell 2, Punkte: 2037
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Abbildung 7.2: Ergebnisse fÄur unterschiedliche relative Genauigkeiten

Um gleichzeitig eine AussageÄuber die Robustheit zu bekommen, verschieben wir
das Modell nach der Grobregistrierung entlang einesÄaquidistanten Gitters im In-
tervall von [¡ 0;8; 0;8]3 ½ R3, woraus man 53 = 125 Auswertungen erhÄalt. Aus den
gewonnenen Messwerten bilden wir den Mittelwert und verwenden diesen gemittelten
Wert f Äur die Diagramme in Abbildung 7.2.
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Dabei betrachten wir die gewonnenen Messwerte fÄur die erste bis neunte Iteration
im Algorithmus 1 und verwenden fÄur den Parameter¹ die Werte 0;01; 10¡ 2j ¡ 1 fÄur
j = 1; : : : ; 3. Da in den ersten Iterationen durch die verschiedenen Stufender Hier-
archie das eigentliche Modell, zu dem die Scandaten gematcht werden sollen, noch
nicht verwendet wird, erscheint es sinnvoll, fÄur die ersten Iterationen einen anderen
Parameter fÄur ¹ zu nutzen. Deshalb untersuchen wir auch das Verhalten des Algo-
rithmus, wenn wir den Parameter¹ fÄur die ersten Iterationen, solange das feinste
Modell der Hierarchie noch nicht verwendet wird, auf 0;01 bzw. 10¡ 7 und danach auf
10¡ 7 bzw. 0;01 setzen. Die Ergebnisse fÄur die Kombination sind in den Diagrammen
in Abbildung 7.2 durch eine gestichelte Linie dargestellt. DieKonstante k in (7.1)
legen wir auf 0;05 und den Wert fÄur ½auf 6 bzw.¯ i = maxf 0;1u(i ); 1g fest.

FÄur ein Modell mit den entsprechenden Scandaten messen wir die verwendete Zeit
nach der jeweiligen Iteration fÄur die komplette Berechnung. Analog wird auch die
mittlere Abweichung von Scanpunkt zu dem aktuellen Modell der Hierarchie nach
der jeweiligen Iteration berechnet. In der Abbildung 7.2 ist links die benÄotigte Zeit
und rechts die mittlere Abweichung in AbhÄangigkeit von der Iteration dargestellt.
Wir reprÄasentieren die Ergebnisse in der Abbildung 7.2, wobei wir aus denneun
verschiedenen Tests nur die charakteristischen Graphen zeigen.

Da die Abweichung in den ersten vier bzw. fÄunf Iterationen, bedingt durch die
Verwendung der Hierarchie von Modellen, zu unterschiedlichen Modellen berechnet
wurde, liegt das Hauptaugenmerk auf den letzten Iterationen. In der Abbildung 7.2
ist zu beobachten, dass, wenn der Parameter¹ vorerst fÄur die ersten Iterationen auf
10¡ 7 und dann auf 0;01 gesetzt wird, erhÄalt man die kleinste mittlere Abweichung
nach der neunten Iteration unter allen getesteten Werten von¹ . Diese Kombina-
tion benÄotigt sogar weniger Zeit nach der neunten Iteration, als wennman fÄur alle
Iterationen ¹ auf den konstanten Wert 10¡ 5 setzt. O®ensichtlich erhÄalt man bessere
Ergebnisse, wenn fÄur die ersten Iterationen eine hÄohere relative Genauigkeit gefordert
wird.

Es ist auch zu beobachten, dass gro¼e Werte von¹ deutlich weniger Zeit beanspru-
chen und die mittere Abweichung nach der neunten Iteration dennoch recht nah der
berechneten Abweichung fÄur kleinere Werte von¹ ist.

Aus den erhaltenen Ergebnissen setzen wir den Parameter¹ im Algorithmus 1 fÄur
alle weiteren Tests auf Wert 10¡ 7, solange noch nicht das feinste Modell verwendet
wird, und sonst auf 0;01.

7.2.2 Konstante vor der Norm des aggregierten
Subgradienten

FÄur die Konstante k in (7.1) gehen wir analog zu den AusfÄuhrungen in Abschnitt
7.2.1 vor, wobei wir den Wert von¹ auf den im selben Abschnitt vorgeschlagenen
Wert setzen und das Verhalten fÄur k = 5 ¢10¡ j fÄur j = 0; : : : ; 3 untersuchen.
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Die Ergebnisse sind dabei in Abbildung 7.3 dargestellt.

1 2 3 4 5 6 7 8 9

10

20

30

40

50

60
Modell 1, Punkte: 4720

Z
ei

t i
n 

S
ek

un
de

n

Iteration

 

 

5
0.5
0.05
0.005

1 2 3 4 5 6 7 8 9

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

0.45

0.5

Modell 1, Punkte: 4720

M
itt

le
re

 A
bw

ei
ch

un
g

Iteration

 

 

5
0.5
0.05
0.005

(a) Modell 1, Punkte: 4720

Abbildung 7.3: Ergebnisse fÄur unterschiedliche Konstanten im Abbruchkriterium

Wir beobachten in Abbildung 7.3, je kleiner die Konstantek gesetzt wird, de-
sto mehr Zeit wird benÄotigt und desto kleiner sind die mittlere Abweichungen. FÄur
k = 0;005 wird jedoch nÄaherungsweise viermal mehr Zeit fÄur die Berechnung der
neun Iterationen benÄotigt als fÄur k = 0;05 und die erreichte mittlere Abweichung
unterscheidet sich kaum zu der berechneten Abweichung fÄur k = 0;05. Um eine gute
mittlere Abweichung zu erhalten und dennoch nicht zu viel Zeit zu benÄotigen, setzen
wir den Parameterk fÄur die weiteren Tests in den kommenden Abschnitten auf 0;05.

7.2.3 Parameter f Äur die Bestrafung

Analog zu Abschnitt 7.2.1 bestimmen wir in diesem Abschnitt den Parameter fÄur ½
(siehe Abschnitt 5.3.1) empirisch. Wir setzen den Wert¹ , wie im selben Abschnitt
vorgeschlagen, und die Konstantek auf 0; 05. In der Abbildung 7.4 sind die Ergebnisse
fÄur die Werte ½= 0;5; 10;5; 20;5; 30;5 dargestellt.

Aus den Kurven in den Abbildung 7.4 ist deutlich erkennbar, dass fÄur kleine Werte
von ½die benÄotigte Zeit am kleinsten ist und die berechnete mittlere Abweichung
sich kaum von den berechneten mittleren Abweichungen fÄur grÄo¼ere Werte von½
unterscheidet. Je kleiner½desto kleiner ist der Bestrafungsterm, der zu der Zielfunk-
tion in (5.18) dazu addiert wird, wenn die NebenbedingungDx · u nicht erfÄullt ist.
Folglich werten wir die Ergebnisse so, dass es o®ensichtlich hinreichend ist, wenn die
Nebenbedingung nur nÄaherungsweise erfÄullt ist. Wir setzen deshalb½auf 0;5 fÄur alle
weiteren Tests.

Damit sind alle Parameter fÄur den Algorithmus 1 empirisch bestimmt und wir kÄon-
nen nun den Algorithmus 1 mit anderen Algorithmen wie z. B. dem ICP vergleichen.
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Abbildung 7.4: Ergebnisse fÄur unterschiedliche Parameter fÄur die Bestrafung

7.3 Vergleich verschiedener Algorithmen f Äur die
Feinregistrierung

In diesem Abschnitt wird anhand verschiedener Verfahren getestet, wie sich die Idee
aus Abschnitt 4.3.2, die maximale Anzahl der Punkte, die einem Dreieck zugewie-
sen werden dÄurfen, bei der Koorespondenzpunktsuche in der Feinregistrierung zu
beschrÄanken, auf die Konvergenz des iterativen Verfahrens auswirkt. Dabei liegt die
Konzentration im Wesentlichen auf zwei Aspekten: Wie gro¼ die mittlere Abwei-
chung von einem Punkt zum Modell nach jeder Iteration ist und welche Zeit fÄur die
Berechnungen der Iterationen benÄotigt wird.

Wir vergleichen dafÄur den Algorithmus 1 mit einem modi¯zierten Algorithmus
1, der die Korrespondenzpunksuche exakt mittels des Netzwerk-Simplex aus dem
Softwarepaket CPLEX lÄost, und dem Standardverfahren ICP. Um zusÄatzlich die In-
formation zu bekommen, ob die Verwendung der Hierarchie von Modellen lohnend
in Hinsicht auf die Schnelligkeit und Genauigkeit ist, starten wir das ICP einerseits
unter Einsatz der Hierarchie von Modellen und andererseits unter der blo¼en Verwen-
dung des feinsten Modells. Um die verschiedenen Algorithmen besserunterscheiden
zu kÄonnen, nennen wir den Algorithmus, der die Korrespondenzpunktsuche mittels
des Netzwerk-Simplex lÄost, Algorithmus 2 und das ICP, bei dem die Hierarchie ge-
nutzt wird, ICP H.

FÄur die Testzwecke verwenden wir die Testbeispiele aus Abschnitt 7.1.1, 7.1.2 und
7.1.3, wobei die Anzahl der Dreiecke des feinsten Modells und die Anzahl der ent-
sprechenden Scandaten der Tabelle 7.3 zu entnehmen sind.

Sei» 2 [¡ 0;15; 0;15]3 £ [¡ 0;8; 0;8]3 mit » = ( »1; : : : ; »6) ein gleichverteilter Zufalls-
vektor. Um wieder eine AussageÄuber die Robustheit zu erhalten, wird das Modell
nach der Grobregistrierung zunÄachst um den Wert von»1, »2 bzw.»3 um diex-,y- bzw.
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z-Achse gegen den Uhrzeigersinn gedreht und anschlie¼end um den Vektor (»4; »5; »6)
verschoben. Danach wird die Feinregistrierung fÄur alle Verfahren durchgefÄuhrt und
man erhÄalt die benÄotigte Zeit und die mittlere Abweichung. Dieser Vorgang wird fÄur
jedes Modell neunmal wiederholt.

In Tabelle 7.3 geben wir die gemittelten Messwerte an, wobei die Zeit in Sekunden
und die mittlere Abweichung (gekennzeichnet durch die AbkÄurzung

"
Abw.\ in Tabelle

7.3) von Scanpunkt zu Modell fÄur alle verwendeten Testbeispiele fÄur eine Auswahl
der ersten 50 Iterationen (Iter.) angegeben ist.

ICP ICP H Alg. 2 Alg. 1
Iter. Zeit Abw. Zeit Abw. Zeit Abw. Zeit Abw.
Modell Mrand1 , #Dreiecke: 674,#Punkte : 3376
4 21 0,118 1,88 0,12 9,63 0,0949 7,37 0,0881
5 26,2 0,0973 2,02 0,1 10,2 0,0829 8,16 0,0743
10 53,8 0,0537 2,73 0,0607 12,9 0,0646 10,9 0,0498
20 107 0,0259 4,16 0,0343 18,2 0,0574 15 0,035
30 160 0,0177 5,59 0,0254 23,5 0,0544 18,9 0,0293
40 212 0,0134 7,02 0,018 28,8 0,0526 22,6 0,0199
50 265 0,0104 8,44 0,0135 34,1 0,0514 25,8 0,0105
Modell Mrand2 , #Dreiecke: 2624,#Punkte : 1417
5 41,9 0,0629 1,08 0,0633 3,88 0,0505 3,79 0,0579
6 50,2 0,0554 1,16 0,056 4,12 0,0452 5,24 0,0533
10 83,8 0,0397 1,49 0,0403 5,1 0,0325 11 0,0405
20 168 0,0224 2,3 0,0225 7,5 0,0182 25,7 0,022
30 251 0,015 3,11 0,015 9,88 0,0122 40,8 0,015
40 335 0,0105 3,93 0,0105 12,3 0,00862 57,9 0,0107
50 419 0,00745 4,74 0,00745 14,6 0,0061 81,4 0,00776
Modell Mrand3 , #Dreiecke: 674,#Punkte : 3370
4 20,7 0,0908 1,83 0,0904 9,16 0,0574 6,98 0,061
5 25,9 0,0775 1,97 0,0773 9,69 0,0482 7,65 0,0529
10 51,8 0,0563 2,68 0,0563 12,2 0,035 10,1 0,0375
20 103 0,034 4,1 0,034 17,3 0,0277 13,7 0,0232
30 155 0,021 5,52 0,0209 22,4 0,0251 16,8 0,0151
40 207 0,0131 6,95 0,0131 27,7 0,0242 19,9 0,00974
50 259 0,00818 8,37 0,00817 33 0,0238 22,9 0,0061
Modell Mrand4 , #Dreiecke: 2624,#Punkte : 7451
5 217 0,0928 5,25 0,0923 33,2 0,0695 25,8 0,0616
6 260 0,082 5,58 0,0821 35,2 0,0611 30,2 0,0549
10 433 0,0553 6,92 0,0568 43,1 0,0484 45,5 0,0363
20 866 0,0227 10,3 0,0235 62,3 0,0389 78,7 0,0153
30 1,3e+03 0,00957 13,6 0,00987 81,6 0,0363 110 0,00679
40 1,73e+03 0,00409 17 0,00419 101 0,0356 140 0,00303
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ICP ICP H Alg. 2 Alg. 1
Iter. Zeit Abw. Zeit Abw. Zeit Abw. Zeit Abw.
50 2,27e+03 0,00178 20,4 0,0018 120 0,0355 175 0,00135
Modell 1 #Dreiecke: 674,#Punkte : 4720
4 29,3 0,074 2,5 0,074 13,7 0,0551 10,6 0,0566
5 36,6 0,0657 2,69 0,0658 14,5 0,0477 11,7 0,0504
10 73,2 0,048 3,67 0,0481 18,2 0,0332 15,6 0,0351
20 146 0,0299 5,63 0,0299 25,4 0,0243 20,8 0,0226
30 219 0,02 7,6 0,02 32,6 0,021 25,1 0,016
40 293 0,0137 9,57 0,0137 39,8 0,0195 29,1 0,0117
50 366 0,00945 11,5 0,00945 47,1 0,0186 33 0,00864
Modell Mreal , #Dreiecke: 2800,#Punkte : 1874
5 59,4 0,184 1,29 0,191 5,51 0,142 4,72 0,149
6 71,3 0,177 1,4 0,186 5,92 0,139 5,21 0,144
7 83,2 0,171 1,5 0,182 6,33 0,136 5,67 0,14
10 119 0,158 1,83 0,172 7,57 0,128 6,91 0,13
20 238 0,136 2,92 0,157 11,7 0,107 10,2 0,11
30 356 0,12 4,04 0,151 15,8 0,0904 13,2 0,0936
40 475 0,102 5,14 0,148 19,9 0,0765 16,3 0,082
50 594 0,0831 6,25 0,147 23,9 0,0649 19,4 0,0734
Modell Mreal , #Dreiecke: 2800,#Punkte : 5513
5 175 0,191 3,63 0,202 23,3 0,133 20 0,135
6 210 0,182 3,92 0,195 24,8 0,128 22,8 0,128
10 350 0,16 5,11 0,177 30,6 0,115 30,1 0,109
20 701 0,134 8,14 0,158 45,2 0,095 42,1 0,0869
30 1,05e+03 0,115 11,2 0,149 59,9 0,0805 51,2 0,0738
40 1,4e+03 0,0902 14,3 0,145 74,6 0,069 59,3 0,0626
50 1,75e+03 0,0663 17,4 0,142 89,2 0,0596 67,2 0,0499

Tabelle 7.3: Vergleich verschiedener Algorithmen fÄur die Feinregistrierung

Aus den Ergebnissen in Tabelle 7.3 stellen wir zunÄachst fest, dass die Verwendung
der Hierarchie der Modelle eine erhebliche Verbessung in Bezugauf die Berechnungs-
zeiten bringt, wenn man die benÄotigten Zeiten von dem ICP und ICP H vergleicht.
Dieses Resultat ist das erwartete, da unter Verwendung der Hierarchie deutlich we-
niger Abstandsberechnungen zwischen Modell und Punkt nÄotig werden. Interessan-
terweise kÄonnen, wie fÄur Modell Mrand3 zu sehen, unter Verwendung der Hierarchie
sogar bessere Werte fÄur die mittlere Abweichung erreicht werden.

Weiter beobachten wir, wenn man die Verbesserung der mittleren Abweichung pro
Iteration f Äur alle Verfahren fÄur die ersten Iterationen vergleicht, dass die Idee, die
Anzahl der Punkte, die einem Dreieck zugeordnet werden dÄurfen, zu beschrÄanken,
eine Verbesserung bringt. Jedoch ist die Berechnungzeit fÄur jede Iteration im Algo-
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rithmus 1 und 2 deutlich grÄo¼er als die benÄotigte Zeit fÄur die Iteration im ICP H.
Somit erhÄalt man in Bezug auf die benÄotigte Zeit und mittlere Abweichung bis auf
das Testbeispiel aus Abschnitt 7.1.1 die klar besseren Ergebnisse fÄur das ICP H.

Interessant ist auch der Vergleich zwischen Algorithmus 1 und 2. Betrachtet man
die ersten Iterationen, so benÄotigt der Algorithmus 1 pro Iteration weniger Zeit, liefert
jedoch meist grÄo¼ere mittlere Abweichungen. O®ensichtlich liefert die approximative
LÄosung des Korrespondenzenproblems in Abschnitt 4.3.2 in diesem Zusammenhang
schlechtere Ergebnisse in Bezug auf die mittlere Abweichung, was aber auch durch
die Heuristik hervorgerufen sein kann, da diese keinem OptimalitÄatskriterium unter-
liegt. FÄur die letzten Iterationen ist meist zu beobachten, dass der Algorithmus 1 die
besseren mittleren Abweichungen liefert.

Im Allgemeinen hÄangt das Verhalten der Algorithmen stark von dem jeweiligen
Modell ab. So liefert der Algorithmus 1 bessere Ergebnisse als dasICP H fÄur das
Modell Mreal, jedoch nicht fÄur alle anderen.

Es ist zu beobachten, dass die mittlere Abweichung zwar in jederIteration kleiner
wird, wenn wir den Algorithmus 1 anwenden, aber dennoch nach der 50: Iterati-
on deutlich grÄo¼er als null ist. Da die Scandaten fÄur die Modelle Mrand und Mo-
dell 1 generiert wurden, ist die tatsÄachliche mittlere Abweichung jedoch null. Um das
Verhalten des Algorithmus 1 noch besser zu verdeutlichen, werden wir im nÄachsten
Abschnitt zwei konkrete Testbeispiele betrachten.

7.4 Konvergenzverhalten f Äur zwei Testbeispiele

Um das Verhalten des Algorithmus 1 nÄaher zu untersuchen, werden wir in diesem
Abschnitt zunÄachst ein Testbeispiel aus Abschnitt 7.1.3 betrachten, welches wir in
Abbildung 7.5 dargestellt haben. Die Anzahl der generierten Punkte ist dabei 2303.
Das Modell, welches aus 2624 Dreiecken besteht, wurde nach der Grobregistrierung
20 Grad gegen den Uhrzeigersinn um diez-Achse gedreht. Die Abbildung 7.5 stellt
links diese Ausgangslage von Modell und Scandaten und rechts dieLage nach der
20: Iteration dar. Die Scandaten wurden zur besseren IllustrationausgedÄunnt.

Wie man sieht, wird das Modell wieder zurÄuckgedreht und Scandaten und Modell
werden in die gleiche Ausrichtung gebracht. In Abbildung 7.6 istein weiteres Testbei-
spiel dargestellt, welches analog zu Abschnitt 7.1.3 erzeugt wurde. Der Unterschied
besteht darin, dass das Modell nicht auf der Grundlage der Funktion h(x; y) aus
Abschnitt 7.1.2 sondern aus der oberen HÄalfe eines Torus mit Innenradius 1 und Au-
¼enradius 3 gebildet wurde. Die Anzahl der Dreiecke ist dabei 832 und die Scandaten
bestehen aus 3833 Punkten. Das Modell wurde diesmal nach der Grobregistrierung
um 90 Grad gegen den Uhrzeigersinn gedreht, so dass, wie in Abbildung 7.6 links zu
sehen, sich die Punkte der Scandaten, die zu den Erhebungen desTorus korrespon-
dieren, genau zwischen den Erheben des Modells be¯nden. Rechts ist die berechnete
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(a) Ausgangslage (b) Lage nach 20: Iteration

Abbildung 7.5: Konvergenzverhalten fÄur Beispiel 1

Lage zwischen Modell und Scandaten nach der 50: Iteration im Algorithmus 1 dar-
gestellt.

(a) Ausgangslage (b) Lage nach 50: Iteration

Abbildung 7.6: Konvergenzverhalten fÄur Beispiel 2

In Abbildung 7.6 ist zu beobachten, dass Scandaten und Modell durch den Algo-
rithmus 1 nach 50 Iterationen nicht ausgerichtet werden. O®ensichtlich sind die be-
rechneten Korrespondenzpaare so gewÄahlt worden, dass eine Drehung um diez-Achse
sowohl mit als auch gegen den Uhrzeigersinn den Funktionswert des zu minimieren-
den Funktionals in Satz 5.3.1 vergrÄo¼ern wÄurde. Folglich wird der mittlere Abstand
zwischen Modell und Scandaten in den weiteren Iterationen nicht mehr reduziert.
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7.5 Erreichbare Genauigkeiten f Äur eine
Zeitvorgabe

FÄur den letzten numerischen Test geben wir eine Zeit vor und berechnen die erreichte
mittlere Abweichung in dieser Zeit. Dabei vergleichen wir denAlgorithmus 1 mit dem
ICP H. Da die Iteration im Algorithmus 1 mehr Zeit beansprucht als die Iteration
im ICP H, wenden wir, falls die geschÄatzte Zeit fÄur die nÄachste Iteration im Algo-
rithmus 1 grÄo¼er als die noch verfÄugbare Zeit ist, fÄur alle weiteren Iterationen auch
den ICP H an. FÄur diese Testzwecke nehmen wir das Testbeispiel aus Abschnitt 7.1.1
mit realen Scandaten der GrÄo¼e 1366 und 7548.

Um wieder die AussageÄuber die Robustheit zu erhalten, gehen wir analog zu Ab-
schnitt 7.3 vor. In Abbildung 7.7 sind links die gemittelten Abweichungen nach einer
vorgebenen Zeit von 3; 4; : : : ; 15 Sekunden und rechts nach 15; 20; : : : ; 40 Sekunden
dargestellt.
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(b) Punktanzahl: 7548

Abbildung 7.7: Erreichbare Genauigkeit fÄur eine Zeitvorgabe

Die gleichen Ergebnisse prÄasentieren wir auch in Tabelle 7.4, wobei au¼erdem noch
die Varianz der Abweichung von Punkt zu Modell und die maximale Abweichung von
Punkt zu Modell angeben ist.

Algorithmus 1 ICP H
Zeit Abw. max. Abw. Var. Abw. max. Abw. Var.
Modell Mreal, # Dreiecke: 2800, # Punkte: 1874
3 0,133 0,476 0,0112 0,153 0,695 0,0177
4 0,13 0,441 0,0104 0,146 0,667 0,0164
5 0,127 0,466 0,0108 0,142 0,659 0,0157
6 0,12 0,448 0,0102 0,139 0,66 0,0152
7 0,112 0,432 0,00956 0,136 0,661 0,0148
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Algorithmus 1 ICP H
Zeit Abw. max. Abw. Var. Abw. max. Abw. Var.
8 0,106 0,423 0,00902 0,134 0,663 0,0145
9 0,0995 0,42 0,00854 0,132 0,665 0,0142
10 0,0924 0,422 0,00807 0,13 0,668 0,014
11 0,0864 0,426 0,00771 0,129 0,67 0,0139
12 0,08 0,426 0,00734 0,126 0,672 0,0137
13 0,0748 0,428 0,00704 0,124 0,675 0,0135
14 0,0708 0,431 0,00676 0,122 0,677 0,0134
15 0,0669 0,435 0,00652 0,121 0,68 0,0133
Modell Mreal, # Dreiecke: 2800, # Punkte: 7548
15 0,134 0,464 0,0111 0,153 0,699 0,0172
20 0,126 0,464 0,0106 0,149 0,692 0,0163
25 0,123 0,43 0,0102 0,147 0,687 0,0157
30 0,113 0,416 0,0095 0,145 0,687 0,0154
35 0,114 0,422 0,0098 0,143 0,688 0,0151
40 0,112 0,419 0,0096 0,14 0,688 0,0149

Tabelle 7.4: Erreichbare Genauigkeit fÄur eine Zeitvorgabe

In der Tabelle 7.4 und in der Abbildung 7.7 ist eine deutliche Verbesserung in
Bezug auf die Zeit und berechnete Genauigkeit des Algorithmus 1 gegenÄuber dem
ICP H zu sehen.

7.6 Schlussfolgerungen

Aus den numerischen Tests ist erkennbar, dass der Algorithmus 1 bezogen auf die
Feinregistrierung zwar eine Alternative zum ICP darstellt, jedoch in Bezug auf die
Schnelligkeit eher das Nachsehen hat. Des Weiteren bringt dieIdee, die Anzahl der
Punkte, die einem Dreieck zugewiesen werden, zu beschrÄanken, eine Verbesserung.
Jedoch ist die Berechnung der LÄosung des Flussproblems mit den hier vorgestellten
Solvern zu teuer. Folglich wird der Algorithmus 1 zu ine®ektiv. Hinzu kommt, dass die
SchÄatzung, siehe hierzu Abschnitt 4.3.2, der Anzahl der Punkte, dieauf ein Dreieck
kommen, sehr ungenau ist und zusÄatzlich voraussetzt, dass die Kameraebene bezogen
auf das Modell annÄahernd parallel zurx-y-Ebene liegt. Letzteres ist nur der Fall, wenn
das Modell bezogen auf die Scandaten nicht verkippt ist. Diestr Äagt zur weiteren
Ine®ektivitÄat bei.

Es wird auch ersichtlich, wenn man insbesondere das zweite Testbeispiel aus Ab-
schnitt 7.4 betrachtet, dass alle hier betrachteten Verfahren bezogen auf die Feinre-
gistrierung nur lokal optimieren.

Der Erfolg in dieser Arbeit liegt mehr in der Bildung der Hierarchie von Modellen.
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Denn die Verwendung der Hierarchie bringt einen enormen Zeitgewinn bei der Durch-
fÄuhrung der Feinregistrierung und bringt kaum Verluste bezÄuglich der Genauigkeit.
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8 Zusammenfassung

In den letzten Kapiteln haben wir anfÄanglich das in Kapitel 2 beschriebene Problem
diskutiert, einen LÄosungsansatz vorgestellt und dementsprechend einen Algorithmus
in Kapitel 6 vorgeschlagen, der, nach den Daten aus der Tabelle 7.3 zu urteilen, das
Modell des Problems aus Kapitel 2 mit den real aufgenommenenScandaten zuverlÄas-
sig und schnell matcht. Jedoch haben die Tests in Kapitel 7 auch einige SchwÄachen
des Algorithmus aufgezeigt. Im nÄachsten Abschnitt werden wir noch einige abschlie-
¼ende Bemerkungen zu dem behandelten Algorithmus anfÄugen und im darau®olgen-
den Abschnitt noch perspektivische VorschlÄage unterbreiten, um den Algorithmus zu
verbessern.

8.1 Abschlie¼ende Bemerkungen

Die Hauptkomponentenanalyse, die wir fÄur die Grobregistrierung verwendet haben,
bedingt, dass das Modell und die Scandaten, annÄahernd die gleiche Form haben.
Dies ist erforderlich, damit die Angleichung der Hauptkomponenten des Modells zu
den Hauptkomponenten der Scandaten ein sinnvolles Ergebnis liefert. Sind die korre-
spondierenden Eigenwerte der Hauptkomponenten vonÄahnlicher GrÄo¼e, so kann eine
starke AusdÄunnung der Scandaten, aber auch leichte Abweichungen der Scandaten
vom Modell dazu fÄuhren, dass Modell und Scandaten nach der Grobregistrierung
falsch ausgerichtet werden.

Des Weiteren kann fÄur das hier vorgestellte Verfahren fÄur die Feinregistrierung
nachteilig sein, dass die Kosten auf den Kanten zwischen den Punkten und Dreiecken
auf der Grundlage des derzeitigen Abstandes zwischen Modell und Punkt berechnet
werden. Dies setzt voraus, dass Modell und Scandaten schon in einer Äahnlichen Lage
zueinander liegen.

Nimmt man als Beispiel einen Kugelschreiber, dessen Modell und Scandaten nach
der Grobregistrierung entgegengesetzt liegen, d. h., die Scanpunkte, die zu der Klem-
me korrespondieren, liegen im vorderen Bereich des Kugelschreibers im Modell. Da
nun die eigentlichen Korrespondenzen weit voneinander entfernt liegen, wird das Mo-
dell durch den Algorithmus 1 nicht in die optimale Lage gedreht werden.

Hierbei wird ebenso der Nachteil ersichtlich, dass das Funktional in (4.1) in dem
oben beschriebenen Verfahren nicht direkt minimiert wird.
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8.2 Ausblick

In diesem Abschnitt rei¼en wir noch einige Ideen an, die zur Verbesserung des Algo-
rithmus 1 in Bezug auf Schnelligkeit und Robustheit fÄuhren kÄonnten.

Zur Berechnung der Korrespondenzpunkte kann man die Anzahl der Punkte, die
auf ein Dreieck beschrÄankt ist, auch von unten beschrÄanken. Dies wÄurde sicherlich zur
schnelleren Konvergenz der Position des Modells in die Endlage und zur verbesserten
Robustheit fÄuhren. Allerdings ist dies nur mÄoglich, wenn das komplette Modell in
den Scandaten wiederzu¯nden ist.

Eine weitere VerbesserungsmÄoglichkeit kÄonnte sein, das Flussproblem fÄur die Kor-
respondenzpunktsuche mittels des BÄundelverfahrens zu lÄosen, jedoch die nicht ganz-
zahlige NÄaherungslÄosung zu nutzen, um einen gewichteten Korrespondenzpunkt zu
jedem Punkt der Scandaten zu berechnen. Mit anderen Worten der Korrespondenz-
punkt zu einem Scanpunkt ergibt sich aus der entsprechend der durch die NÄaherungs-
lÄosung gewichteten Summe der nÄachstliegenden Punkte aller Dreiecke. Somit ist die
Berechnung der Heuristik nicht mehr notwendig.

Um den in Abschnitt 8.1 angedeuteten Problemen zu entgegnen, istes sicherlich
erforderlich, fÄur die Grobregistrierung als auch fÄur die Feinregistrierung nicht nur
die Hauptkomponenten bzw. den Abstand zwischen Modell und Scanpunkt zu be-
trachten. Um ein robusteres Verhalten zu bekommen, ist es notwendig, die lokalen
Informationen eines jeden Punktes des Modells als auch der Scandaten zu berechnen
und entsprechend zu vergleichen. Die lokalen InformationenkÄonnen die in Abschnitt
4.2.1 diskutierten Merkmale wie KrÄummungsinformation, Normalenvektoren oder all-
gemein Informationen sein, die aus den Nachbarpunkten gewonnen werden kÄonnen.
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