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Aufgabenstellung

Eine Knotenmenge S eines Graphen G heifit unabhdngig, falls der von S
induzierte Untergraph G[S] keine Kanten enthélt.

Das Problem fiir gegebenes k zu entscheiden, ob der Graph G eine un-
abhingige Menge der Grofie k besitzt, ist NP-schwer, jedoch fiir Graphen
beschrinkter Baumweite in Polynomialzeit entscheidbar.

F. Goring, J. Harant, D. Rautenbach und I. Schiermeyer haben in [§]
als Verallgemeinerung der gewthnlichen Unabhéngigkeit den Begriff der F-
Unabhéngigkeit eingefithrt. Dabei heifit eine Menge S F'-unabhdngig, wenn
der von S induzierte Graph G|S] keinen zu F' isomorphen Untergraphen
enthélt.

Die Autoren zeigen, dass das Problem zu entscheiden, ob ein Graph G
eine F-unabhingige Menge der Grofle k besitzt, ebenfalls NP-schwer ist.

Ziel dieser Arbeit ist es daher, moglichst grofle Graphenklassen zu be-
stimmen, fiir welche des Problem in Polynomialzeit entscheidbar ist. Der
Schwerpunkt liegt dabei auf der Untersuchung der vielversprechenden Klas-
se der Graphen beschrinkter Baumweite.
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1 Begriffe und Notationen

Alle in dieser Arbeit betrachteten Graphen sind schlichte Graphen ohne
Schlingen und werden als Paare (V, E C (‘2/)) aufgefasst, wobei (‘2/) alle 2-
elementigen Teilmengen von V' bezeichnet. Die Knotenmenge V' eines Gra-
phen wird auch mit V(G) und die Kantenmenge F mit E(G) bezeichnet.
Eine Kante {u,v} € E wird abgekiirzt als uv geschrieben. Fiir einen Knoten
v € V (bzw. eine Kante e € E) wird statt G —{v} einfach G—v (bzw. G —e)
geschrieben.

Ein Graph G’ = (V', E’) heifit Untergraph von G, geschrieben G’ C G,
falls V/ C V und E’ C E. Der von einer Knotenmenge S C V auf G
induzierte Untergraph ist definiert als G[S] := (S, {uv € E : u,v € V}). Fiir
eine Knotenmenge U C V bezeichne G — U denjenigen Untergraphen von
G, in welchem alle Knoten aus U geloscht wurden, also G —U = G[V — U].
Ist A C FE eine Kantenmenge, dann sei G — A := (V, E'\ A) der Untergraph
von G in dem alle Kanten aus A gel6scht wurden.

Fiir zwei Graphen G = (V,E) und G’ = (V',E’) sei die Vereinigung
bzw. der Durchschnitt definiert als GUG' := (VUV/, EUE’) und GNG’ :=
(VNV',ENE'). Der Komplementirgraph eines Graphen G ist definiert als
G:=(V,(%)\ E).

Eine Menge S C V heifit unabhdingig, falls der von S induzierte Unter-
graph G[S] nur isolierte Knoten enthélt. Sei F' ein Graph, welcher minde-
stens einen Knoten und eine Kante enthélt. Die Menge S heifit F'-unabhdingig,
falls der von S induzierte Untergraph G[S] keine Kopie von F' enthélt. Eine
(F-)unabhéingige Menge heifit maximal, falls keine (F-)unabhéngige Menge
T mit S C T existiert. Falls die Menge S (F-)unabhingig ist und keine
(F-)unabhéngige Menge T' mit |T'| > |S| existiert, so wird S grdfite (F-)un-
abhingige Menge von G genannt. Die Grofle einer groffiten F-unabhéngigen
Menge von G wird mit ap(G) bezeichnet.

Fiir einen Knoten v € V bezeichne Ng(v) :== {u € V : wv € E} die
Menge der Nachbarn von v und fiir eine Knotenmenge U C V sei Ng(U) :=
Uveu Ng(v) \ U. Die abgeschlossene Nachbarschaft eines Knotens bzw. einer
Knotenmenge sei definiert als Ng[v] := Ng(v) U{v} und Ng[U] := Ng(U) U
U. Der Grad eines Knotens v ist gleich der Anzahl seiner Nachbarn, also
da(v) = | Ne(o)].

Ein Graph G aus k Knoten x1,...,z; mit x; # x; fiir ¢ # j und den
Kanten E(G) = {x;ziy1 1 @ = 1,...,k — 1} heiBt Weg und wird mit Py
bezeichnet. Die Linge des Weges ist die Anzahl seiner Kanten, also k—1. Ein
Kreis ist ein Graph, der aus einem Weg und einer Kante zwischen den beiden
Endknoten gebildet wird. Der Kreis aus k& Knoten wird mit C} bezeichnet.

Der vollstindige Graph auf n = |V| Knoten, das heifit E(G) = (‘2/), wird
mit K, bezeichnet.

Der Abstand dg(u,v) zweier Knoten u,v € V sei definiert als die Lénge
des kiirzesten Weges zwischen » und v. Falls kein Weg zwischen » und v



existiert, wird dg(u,v) = 0o gesetzt.

Ein Matching auf einem Graphen G ist eine Menge M C (‘2/) von disjunk-
ten Kanten des Graphen G. Falls jeder Knoten von G in einer Matchingkante
von M vorkommt, dann heifit M perfektes Matching von G.

Falls fiir alle Knoten uw,v € V ein Weg von u nach v in G existiert,
dann heifit der Graph zusammenhdngend. Alle beziiglich Untergraphenbil-
dung maximalen zusammenhéngenden Untergraphen eines Graphen werden
Komponenten des Graphen genannt. Die Menge aller Komponenten eines
Graphen G wird mit C(G) bezeichnet.

FEin zusammenhéngender kreisfreier Graph heif3t Baum und ein Graph,
dessen Komponenten Baume sind, wird Wald genannt.

Eine bijektive Abbildung ¢ : G — G’ zwischen den Graphen G und G’
heiit Isomorphismus, falls {u,v} € E(G) < {é(u), p(v)} € E(G’). Falls ein
solcher Isomorphismus existiert, werden die Graphen G und G’ als zueinan-
der isomorph bezeichnet und es wird G ~ G’ geschrieben.



2 Graphen beschrinkter Baumweite

2.1 Einleitung

In diesem Kapitel sollen Graphen beschrinkter Baumweite auf F-Unabhén-
gigkeit untersucht werden. Viele im Allgemeinen NP-vollstdndige Probleme
konnen auf Graphen beschrankter Baumweite in Polynomialzeit entschie-
den werden. Der Ansatz, ein Problem unter Ausnutzung der beschrinkten
Baumweite des Graphen zu l6sen, wird in der Literatur als dynamische Pro-
grammierung bezeichnet. Eine Ubersicht iiber die allgemeine Vorgehensweise
findet sich in [4].

Unter Verwendung eines Resultats aus der Literatur [7] ldsst sich die
Existenz eines linearen Algorithmus zeigen, welcher fiir gegebenes k ent-
scheidet, ob ap(G) > k ist. Der Hauptteil dieses Kapitels wird sich dann
mit der Konstruktion eines Algorithmus befassen, welcher eine grofite F-
unabhéngige Menge von G in linearer Laufzeit findet.

2.2 Definition und Literatur

Definition 1 (Baumzerlegung, Baumweite). Eine Baumzerlegung eines Gra-
phen G = (V, E) ist ein Paar (W C P(V),T = (W, K)) mit einer Familie W
von Teilmengen von V und einem Baum T, so dass folgende Eigenschaften
erfiillt sind:

].. UXGWX — V.

2. Fiir alle Kanten uv € F existiert ein X € W mit u,v € X.

3. Fiir alle Wege P C T und alle Y € V(P) gilt X N X’ C Y, wobei X
und X’ die Endknoten des Weges P sind.

Ein X € W wird im folgenden auch als Behdlter bezeichnet.

Die Baumuweite einer Baumzerlegung (W C P(V), T = (W, K)) ist de-
finiert als maxxew |X| — 1. Die Baumweite tw(G) eines Graphen G ist die
minimale Baumweite aller Baumzerlegungen von G.

Fiir einen Untergraphen 77 C T wird mit
G[Tq =G [UXGV(T’)X]

der in G durch die Vereinigung aller Behiilter des Untergraphen 7" induzierte
Untergraph bezeichnet. Falls 77 zusammenhéingend, also ein Baum ist, dann
ist 7" eine Baumzerlegung von G[1"].

Da in der Definition der Baumzerlegung gefordert ist, dass jede Kante e
von G in einem Behélter X € W enthalten ist, folgt sofort G = Uxew G[X].
Das heifit der Graph G lisst sich aus |W| seiner Untergraphen zusammen-
setzen, wobei jeder dieser Untergraphen hochstens tw(G) + 1 Knoten hat.



Abbildung 1: Ein Graph und eine Baumzerlegung mit Baumweite 2

Ist ein Behilter X € W gegeben und sind Ti,...,T; die Komponen-
ten von T'— X, dann sind diese Komponenten wieder Bdume und damit
Baumzerlegungen der Graphen G[T1],...,G[T]. Es gilt

G = G[X] UG[Tl] y---u G[Tk]

Die folgende Beobachtung liefert zwei Eigenschaften, welche sicherstel-
len, dass sich die Untergraphen G[X]| und G[T1],...,G[T}] jeweils nur in
einer kleinen Menge iiberschneiden. Damit ist jeder Behilter X € W in ge-
wisser Weise ein Trenner des Graphen GG und kann somit genutzt werden,
um das Problem, eine grofite F-unabhéngige Teilmenge zu bestimmen, in
einzelne Teilprobleme zu zerlegen (Abbildung 2).

Beobachtung 1.
a) Sei X e W, T' e C(T — X) und X' € V(T") " Np(X). Dann gilt

V(GIT) N X C X',

b) Sei X € W, Tl,TQ € C(T—X) mat T #TQ. Dann gilt
V(G[T1]) N V(G[T)) C X.

Beweis.

zu a) Sei x € V(G[X]) N V(G[T"]), das heiBt es existiert ein Y € V(7T”) mit
x €Y. Da aber dann X’ auf dem Weg von X nach Y in T liegt, folgt
re X'
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Abbildung 2: Der Behilter X zerlegt den Graphen G. Die Untergraphen
G|Th],G[Ty], ..., G[T}] iiberschneiden sich nur in X.

G[T3]

zu b) Sei x € V(G[T1]) N V(G[T3]). Dann existieren Y; € V(11) und Ys €
V(T3) mit z € Y1 NY,. Da X auf dem Weg von Y7 nach Y3 liegt, folgt
zeX.

O]

Die Beobachtung 1 liefert nun eine sinnvolle Reihenfolge, in der die Un-
tergraphen G[X] : X € W zusammengesetzt werden konnen, so dass die
Ansatzstelle moglichst klein bleibt.

Folgerung 1. Sei X € W und 11, ..., Ty seien die Komponenten von T —X .
Es sei Go = G[X] und G; = G;—1 UG[T}] firi=1,...,k. Dann ist G, = G
und V(G;—1)NV(G[T;]) = XNX; firi=1,...,k, wobei X; € Np(X)NV(T;)
der Nachbar von X in T; ist.

Ein rekursives Anwenden dieser Regel liefert ein Schema wie in Abbil-
dung 3. Die Untergraphen G[X] : X € W werden entlang der Kanten des
Baumes T' zusammengesetzt.

Die Idee eines Algorithmus, welcher eine grofite F-unabhéingige Menge
findet, beruht nun darauf, fiir jeden Behélter nur eine beschrinkte Anzahl
an Informationen mitzufiihren, so dass nach dem Zusammensetzen der Un-
tergraphen die Information fiir den Gesamtgraph zur Verfiigung steht. Dazu
wird spéter eine spezielle Signatur von Graphen eingefiihrt.



Abbildung 3: Die Vereinigung aller durch Behélter der Baumzerlegung in-
duzierten Untergraphen liefert den gesamten Graph

Zunéchst stellt sich aber noch die Frage, wie schwer es ist, fiir einen
Graphen G eine konkrete Baumzerlegung zu finden. Fiir ein gegebenes, zur
Eingabe gehoriges ¢, ist es NP-schwer zu entscheiden, ob tw(G) <t [1].

Fiir Graphen beschrénkter Baumweite findet sich jedoch in [2] das fol-
gende Resultat, welches hier nur zitiert wird:

Satz 1 (Bodlaender). Fir eine gegebene Konstante t (das heifit t gehort
nicht zur Eingabe) existiert ein Algorithmus mit Laufzeit O(| V(G)|+| E(G))|),
welcher erkennt, ob die Baumweite eines Graphen G hdchstens t ist, und
falls ja, eine Baumzerlegung von G mit Baumweite hiochstens t liefert.

Es sei vermerkt, dass der Algorithmus fiir praktische Anwendungen zu
langsam ist [10]. In [3] findet sich eine Auflistung von Heuristiken, welche
obere bzw. untere Schranken erfiillen, sowie exakte Algorithmen fiir kleines ¢.
Da diese Arbeit jedoch theoretischer Natur ist, geniigt der Algorithmus von
Bodlaender, um fiir Graphen beschrinkter Baumweite die konkrete Baum-
zerlegung als gegeben vorauszusetzen.

2.3 Existenz eines Algorithmus mit linearer Laufzeit

Courcelle hat die Komplexitdt von in verschiedenen Logiken formulierten
graphentheoretischen Problemen eingehend untersucht. Von besonderer Be-
deutung sind an dieser Stelle die Resultate aus [6] und [7].

Satz 2 (Courcelle). Sei G ein Graph beschrinkter Baumweite. Dann ist jede
Eigenschaft von G, welche sich monadischer Prdadikatenlogik zweiter Stufe
formulieren lisst, in Zeit O(| V(G)| + | E(G)|) entscheidbar.

Die monadische Pradikatenlogik zweiter Stufe ist eine Erweiterung der
Prédikatenlogik erster Stufe, in welcher zusétzlich Quantoren iiber Mengen
von Variablen erlaubt sind.

Courcelle hat dabei zunéchst in [6] gezeigt, dass das Entscheidungspro-
blem fiir Hypergraphen spezieller Struktur linear ist. In [7] zeigt er dann,



dass sich diese Struktur aus der Baumzerlegung gewinnen lédsst. Mit dem
Resultat von Satz 1 folgt Satz 2 in obiger Form.

Es soll nun das folgende Entscheidungsproblem in monadischer Pradika-
tenlogik zweiter Stufe formuliert werden:

Problem 1. Gegeben sei ein Graph G = (V, E) mit Baumuweite hochstens t.
Bestimme fiir gegebenes k, ob G eine F-unabhingige Menge S mit |S| > k
enthdlt.

Der Graph G sei dabei durch die Menge seiner Knoten V' und Kanten F
gegeben, wobei durch die Kanten eine Relation edge auf der Menge der Kno-
ten definiert sei. Fiir F' sei die Menge der Knoten V(F) = {fi,..., fn} und
Kanten E(F) = {fi, fj1,-- -, fim [jn}- Das Problem lésst sich als Entschei-
dungsproblem in monadischer Préadikatenlogik zweiter Stufe formulieren:

3S[(|S| = k) A (S F-unabhingig)]

|S| > k ist dquivalent zu der Aussage, dass S mindestens k paarweise
disjunkte Elemente enthélt:

381...38k((81€SA /\SkES) A (817582 A 81 # 83 A ))

Die F-Unabhéngigkeit der Menge S ist dquivalent dazu, dass jeder aus n
Knoten induzierte Untergraph von G keinen zu F' isomorphen Untergraphen
enthélt:

Vsi...Vsp((s1 €S AN - ANs, €S) AN (s1#82 Nsi#s3 N\ --)—
—(edge(si;, sj,) A -+ A edge(si,; $5,,)))

Insgesamt ergibt sich:

35[381...38k((8165A /\SkGS) AN (817582 A 81 # 83 A ))/\
Vs1...Vsp((s1€S A ANsp€S)AN(s1#Ss2 ANs1F#sg N\ ---)—
—(edge(siy, 85,) A - A edge(Siy,, Sjn)))]

Mit Satz 2 folgt nun, dass ein Algorithmus existiert, welcher Problem 1
in Zeit O(| V(G)| + | E(G)|) entscheidet.

2.4 Grundriss des Algorithmus

In diesem Abschnitt soll ein Algorithmus angegeben werden, welcher nicht
nur Problem 1 in Zeit O(] V(G)| + | E(G)|) entscheidet, sondern sogar eine
grofite F-unabhingige Menge von GG bestimmt.



Nach Folgerung 1 kann der Graph G mit einer Baumzerlegung T' aus den
Untergraphen G[X] und G[T1],...,G[Tk] zusammengesetzt werden, wobei
Ty,..., Ty die Komponenten von T'— X mit einem Behilter X € V(T') sind.
Es sei auch hier Gy := G[X] und G; := G;_1UG[T;] fiir it = 1,..., k. Wird ein
neuer Untergraph G|[T;] zu G; hinzugenommen, dann ist der Durchschnitt
mit G; beschrinkt in der Baumweite des Graphen G (Abbildung 4).

Gr=G =
GIX]UG[TYU---UG[T}]

Abbildung 4: Zusammenfiigen der Untergraphen zum Graphen G

Es soll nun eine moglichst kleine (und vor allem in tw(G) und F' be-
schrinkte) Informationsmenge fiir diese Untergraphen bestimmt werden, mit
welcher eine grofite F-unabhingige Menge auf G gefunden werden kann.

Jeweils eine grofite F-unabhéngige Menge aus den Untergraphen zu ken-
nen, ist offensichtlich nicht ausreichend. Die Vereinigung dieser Mengen ist
im Allgemeinen keine F-unabhingige Menge in der Vereinigung der Gra-
phen.

Da jeder Schritt in der Vereinigungsbildung prinzipiell nach dem gleichen
Schema ablduft, sei das folgende Teilproblem betrachtet:

Problem 2. Fir jeden Graphen G und jede Teilmenge X C G ist eine
Funktion
hSX . P(V(@)) — DG

mit einem zundchst beliebigen Wertebereich Dg’X gesucht, welche die fol-
genden Bedingungen erfillt:

(I) Wenn hg’X(S C V(G)) bekannt ist, dann auch, ob die Menge S F'-
unabhdngig in G ist.

(A) Es existiert eine Funktion

a:DSX — P(X), so dass
a (h%X(S)) —SNX  firalle S CV(G).

Das heifit aus hg’X(S) kann der Durchschnitt SNX abgelesen werden.
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(B) FirY C X existiert eine Funktion
by Dg’X — Dg’y mit

hGY (S) = b5 (h%X(S)) fiir alle S € V(G).

(C) Gegeben seien die Graphen G und Gy mit X1 C V(G1), X2 C V(G2)
und V(Gl)ﬂV(GQ) CXiNXs. Essei G=G1UGy und X = X1 UXo.
Dann existiert eine Funktion

c:D?— Dg’X mat
P (810 8) = e (BN (51), b7 (5,))
fiir alle S1 C V(G1),S2 € V(G2) mit SN Xe = SN X.
Dabei sei

D2 .= {(Ql,Qg) S D}le’Xl X DgQ’XQ : CL(Ql) NXy= a(QQ) le} .

Die Forderung S1 N Xo = So N Xy ist keine Einschrinkung an die
Menge S = S1 U Sy, da jede Menge S C V(G) in zwei solche Mengen
S1 und So zerfillt.

(II) Die Grifie des Wertebereichs Dg’X héingt nur von X und F, nicht
aber von der Grifle des Graphen G ab. Alle Funktionswerte in (A),
(B) und (C) konnen in konstanter Zeit berechnet werden.

Wurde eine Grofie hg’X gefunden, welche Problem 2 16st, dann kann ein
rekursiver Algorithmus angegeben werden, welcher eine grofite F-unabhingi-
ge Menge auf G findet. Die Grofle hg’X(S ) kann als Signatur der Menge S
aufgefasst werden. Die Signatur gibt an, ob die Menge S selbst F-unabhéngig
ist und welche Mengen S’ aus einem Graphen G’ (welcher mit G einen hin-
reichend kleinen Durchschnitt hat) zu der Menge S hinzugenommen werden
koénnen, so dass S U S’ F-unabhingig bleibt.

Es gentigt nun, fiir jede mogliche Signatur aus Dg’x eine grofite Menge
S mit dieser Signatur zu bestimmen. Dazu sei

g7+ D™ = No U {~oc}

die Funktion, welche jeder Signatur @) € D?X die Grofle der grofiten Menge
S mit der Signatur ) zuordnet, also

95%(Q) = max {\S\ £ S C V(G) mit hG¥(S) = Q} .
Dabei sei gg’X(Q) := —00, falls keine Menge S mit der Signatur () existiert.
Weiterhin sei

s@ DI P(V(G))

11



die Funktion, welche jeder Signatur @ eine grofite Menge S \ X zuordnet.
Das heifit

spX(@Q) =S\ X mit §C (V(G)), hi¥(S) =Q und |S] = ¢ (Q).

Falls keine Menge S mit der Signatur ) existiert, dann geht dies bereits aus
der Grofle gg’X(Q) hervor. Es wird in diesem Fall sg’X(Q) = () gesetzt.

Die Menge X wird abgezogen, damit sich die Mengen leichter vereinigen
lassen. Der Durchschnitt zweier Mengen gleicher Signatur mit X ist identisch
und kann nach (A) aus der Signatur ermittelt werden.

Falls (gg’x,sg’:’X) bekannt ist, dann auch eine grofite F-unabhéngige

Menge von G. Da die Menge der méglichen Signaturen nach (II) beschrinkt

ist, kann in konstanter Zeit ein Qaz € DF’X ermittelt werden, so dass
gg’X(Qmax) maximal ist. Die Menge S = sg’X(Qmaz) U a(Qmaz) ist dann
eine grofite F-unabhéngige Menge in G.

Der folgende rekursive Algorithmus erwartet als Eingabe einen Graphen
G = (V, E), eine Baumzerlegung (W C P(V),T = (W, K)) gegeben durch
den Baum 7" und einen Behélter X € W. Berechnet wird das Funktionspaar
(gg’X, sg’X>. Falls nur die Grofle der grofiten F-unabhéingigen Menge und
nicht die Menge selbst gesucht ist, dann kann der Algorithmus leicht so
angepasst werden, dass nur gg’x berechnet wird.

Die Mengen, welche die Funktionswerte von sg’X bilden, seien so ge-
speichert, dass sich die Vereinigung von disjunkten Mengen in konstanter
Zeit berechnen lédsst. Zum Beispiel konnen die Mengen als verkettete Listen
gespeichert werden.

Algorithmus 1. maxsigp(G,T, X)
e Sei Gy = G[X]. Da die GroBe des Graphen G[X] nur von der Baum-
weite tw(G) abhéngt, kann

Go.X Go,X
(90, 50) = (QFO S )

in konstanter Zeit durch vollstéindige Enumeration berechnet werden.

e Seien T7,...,T} die Komponenten von T'— X und {Xq,..., X} die
Menge der Nachbarn von X in T, so dass X; € V(T;) firi=1,...,k

e Falls X keine Nachbarn hat, gib (go, so) zurtick.
e Sonst firi=1,...,k

- Sei G; =G;_1 U G[TZ]
— Berechne fiir den Untergraphen G[7;] die Funktionen

G, X: _G[Ti], X i
(g1 57T — maxsigy (GIT, T, X))

durch rekursives Aufrufen des Algorithmus

12



— Verkleinere die Ansatzstelle von X; auf X; N X:
Die Funktionen

!/ G[Ti],XiﬂX
F

_ /o G[Ti],XiﬂX
9, =49 Sp

und s; =

koénnen mit der Bedingung (B) wie folgt berechnet werden:

Bestimme fiir jedes Q' € Dg[Ti]’XimX ein Q € Dg[Ti]’Xi

bXiXinX (Q) = @', so dass

mit

g Q) = g7 @)

fiir alle Q* € Dg[Ti]’X" mit XXX (Q*) = @Q'. Setze

gi(@) = ¢S Q)
und
(@) = sS4Q) U (a(Q) \ (@)

Das Anhingen der Knoten a(Q) \ a(Q’), welche in der Signatur
@' nicht mehr vorkommen, benétigt nur konstante Zeit.

— Kombiniere die auf G;_1 und G[T;] gegebenen Informationen:

Aus (gi—1, si—1) und (g}, s;) kann (g;, s;) nach (A) berechnet wer-

den:
Bestimme fiir jede Signatur Q € Dg"’X Signaturen Q1 € Dgi‘l’X
und Q9 € Dg[TJ’XmX mit ¢(Q1,Q2) = @, so dass

gi—1(Q1) + g:(Q2)

maximal ist, das heif3t
9i-1(Q1) + gi(Q2) > gi1(Q1) + gi(Q3)

fiir alle Q) € Dgi’l’x und alle @ € Dg[Ti]’XmX mit ¢(Q), Q) =
Q. Setze
9:(Q) = gi-1(Q1) + gi(Q2) — [a(Q)].

Die Anzahl Knoten |a(Q)| muss abgezogen werden, da diese sonst
doppelt gezédhlt werden. Setze

5i(Q) = si-1(Q1) U 5i(Q2).

Da die Mengen s;—1(Q1) und s}(Q2) disjunkt sind, kann die Ver-
einigung in konstanter Zeit gebildet werden.

e Gib (g, sx) = <gg,X’S§,X> zuriick.
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Ga,X G, X
9r 9r

Abbildung 5: (Zu Algorithmus 1) Die Funktion gg’X berechnet sich aus

QX)X GIT1]. X G[T],.X
gF[] undgF[ 1] 1,...,gF[ k] Xk

Bemerkung 1. Der Algorithmus maxsigy(G, T, X) wird zur Berechnung
von (gg’x, sg’X) fiir jeden Behélter der Baumzerlegung genau einmal auf-

gerufen. Da die Anzahl moglicher Signaturen aus Dg’X nur von F' und X
und damit der Baumweite von G abhingt, wird jeder Schritt in konstanter
Zeit ausgefiihrt. Die Laufzeit des Algorithmus ist also O(|W]) und damit
O V(&)

Obwohl der Algorithmus rekursiv ist und teilweise mehrere Berechnungs-
schritte zwischengespeichert werden miissen, bleibt der Speicherverbrauch
linear. Die Anzahl aller méglichen Signaturen ist beschrinkt und jede zu ei-
ner Signatur gehorende Menge hat hochstens die Grofle des jeweils besuchten
Unterbaums 7" von T' (bzw. genauer des dadurch auf G induzierten Graphen
G[T"]). Da sich die rekursiv besuchten Unterbdume aber nicht iiberschnei-
den, bleibt die Grofle aller gespeicherten Mengen in | V(G)| beschrankt.

Es geniigt also, Problem 2 zu l6sen, um einen linearen Algorithmus zu
kennen, welcher eine grofite F-unabhéngige Menge findet. Der Konstruktion
einer geeigneten Signatur hg’X widmet sich der néchste Abschnitt.
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2.5 F, X-Signatur eines Graphen
2.5.1 Problemstellung und Bezeichnungen

Gesucht ist im folgenden eine Signatur hg’X(S C V(G)) welche die Forde-
rungen von Problem 2 erfiillt.

Der Graph G ergebe sich aus der Vereinigung zweier Graphen G und Gbs.
Fiir die Graphen G, G; und G5 sind dabei stets ausgezeichnete Teilmengen
X CV(G), X1 CV(G1) und Xo C V(G2) gegeben, wobei die Menge X die
Vereinigung der Mengen X7 und Xy ist.

Die Menge X bzw. die Mengen X; und X5 sind genau die Schnittmengen,
in denen sich die Graphen G bzw. G; und Gy bei der Vereinigungsbildung
mit weiteren Graphen iiberschneiden diirfen. Dabei erfiillen die Graphen G
und G stets die Bedingung

V(Gl) N V(Gz) C X1 N Xos.

Mit S, S1 und Se werden im folgenden Mengen aus G, G; und Gy be-
zeichnet, welche auf F-Unabhingigkeit getestet werden sollen (bzw. deren
Signaturen bestimmt werden sollen). Die Vereinigung der Mengen S; und
S9 sei S. Da diese Mengen spéter durch ihre Untergraphen charakterisiert
werden sollen, ist es notwendig, dass

G[S] = G1[S1] U G2[Sa]

gilt, damit aus der Kenntnis der Untergraphen von S7 und Sy die Kenntnis
der Untergraphen von S folgt. Um dies im Allgemeinen sicher zustellen,
muss

S1=8nN V(Gl) und So=5nN V(Gg)

G1 GQ

Abbildung 6: Die Kante e liegt weder im Graphen G1[S;] noch G3[Ss], wohl
aber in G[S5]

Diese Bedingung ist wegen S = S; U Se und V(G1) N V(G2) C X7 N Xo
dquivalent zu
S1N Xy =5NX;. (1)
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G, Go

Abbildung 7: Zusammenhang der Groéflen G, X1, S1 und Ga, X, So

Bei allen weiteren Symbolen wird die Konvention eingehalten, dass sich
Grofen ohne Index auf den Graphen G und Groéfien mit Index 1 oder 2 auf
die Graphen G; und G9 beziehen. Symbole ohne Index werden aber zugleich
auch als Variable von Funktionen verwendet, um die Anzahl der Symbole
gering zu halten.

Héngt eine Grofle von einem Graphen GG ab, dann wird G als hochge-
stellter Index verwendet. Die Menge X kommt ebenfalls als hochgestellter
Index vor.

Fiir eine Menge Y sind induzierte Untergraphen von G bisher nur fiir
Y C V(G) definiert. Falls Y ¢ V(G), dann sei G[Y] := G[Y N V(G)].

2.5.2 Aquivalenzklassen von Untergraphen

Wird zunéchst einmal die Forderung (II) aufler Acht gelassen, dann lisst
sich leicht ein X finden, welches die Forderungen (I), (A), (B) und (C)
aus Problem 2 erfiillt.

Sei K(G) die Menge der Untergraphen von G und

he PV(G)) — P(K(G))

die Funktion, welche jeder Teilmenge S C V(G) die Menge aller Untergra-
phen des induzierten Untergraphen G[S] zuordnet, also

Fiir jeden Untergraphen U C G[S] existieren Untergraphen U; C G1[S1]
und Us C G2[S2] mit U = Uy U Uy. Damit ergibt sich:

hC(S) ={U :U = Uy UU, mit Uy € h®'(Sy), Uz € h%(S5)}.

Da es nur auf die F-Unabhéngigkeit der induzierten Untergraphen von
G ankommt, reicht es aus, die Untergraphenlisten auf solche Untergraphen
einzuschrénken, welche zu einem Untergraphen von F' isomorph sind.
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Es sei Kp(G) die Menge aller Untergraphen von G, welche zu einem
Untergraphen von F' isomorph sind und

hG(S) == Kp(G[S)).
Die Vereinigung zweier Untergraphen
Uy € Kr(Gi[S1)) und Uz € Kr(Ga[S2])

ist nicht zwingend zu einem Untergraphen von F' isomorph. Falls V(U;) N
X9 =V(U2)NX; und U = Uy UUs3 zu einem Untergraphen von F' isomorph
ist, also U € Kr(G[S]), dann wird

U=U; Uy (2)

geschrieben. Die Bedingung V(U;)NX3 = V(U2)NX] ist keine Einschrénkung
an U, da jeder Untergraph U in zwei solche Graphen zerfillt.
Es gilt dann

hg(S) = {U U =U; Uy mit Uy € hgl(Sl), U, € hgz(SQ)} .

Abbildung 8: Es sind nur diejenigen Untergraphen U; und U; zu betrachten,
deren Vereinigung wieder zu einem Untergraphen von F' isomorph ist.

Mit dieser Beziehung erfiillt die Funktion h$(S) die Bedingung (C) aus
Problem 2 und die Bedingungen (I) und (A) sind offensichtlich ebenfalls
erfiillt. Die Bedingung (B) gilt trivialerweise, da h%(S) nicht von X abhingt.

Schwierigkeiten bereitet Die Bedingung (II). Die Anzahl aller Untergra-

phen Kr(G[S]) wichst immer noch exponentiell mit der Gréle des Graphen
G.
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Aus der bisher noch nicht verwendeten Bedingung V(G1)NV(G2) € X1N
Xy folgt jedoch fiir jeden Untergraphen U C G, dass sich die jeweils in G
und G liegenden Teile Uy = UNG1 und Uy = UNG- ebenfalls nur in XN X5
iiberschneiden. Es sollte daher geniigen, die Untergraphen aus Kr(G1[S1])
und Kp(G2[S2]) nur auf den Mengen X; und X3 zu unterscheiden.

Auf der Menge Kr(G) sei folgende Aquivalenzrelation definiert:

Definition 2. Zwei Untergraphen U € Kp(G) und U’ € Kp(G) heiflen
auf X #quivalent, geschrieben U ~x U’, falls U[X]| = U’[X] ist und ein
Isomorphismus ¢ : U — U’ mit ¢ ‘U[X] =id ‘U[X] existiert.

Zwei solche Untergraphen sind also dquivalent, falls sie zueinander iso-
morph und auf X identisch sind (Abbildung 9). Das heifit, es ist egal, wie die
Knoten eines Untergraphen U C G, welche auflerhalb der Menge X liegen,
bezeichnet sind.

Abbildung 9: Die Untergraphen U; und Us sind dquivalent, Uy und Us hin-
gegen nicht.

Fiir einen Untergraphen U sei die von U beziiglich ~x erzeugte Aquiva-
lenzklasse mit [U ]X oder, falls klar ist welche Menge X gemeint ist, einfach
mit [U] bezeichnet. Es sei K (G) die Menge aller Aquivalenzklassen auf
Kr(G).

Die Anzahl aller Untergraphen von F (bis auf Isomorphie) héngt nur
von F selbst ab. Fiir jeden dieser Untergraphen hingt die Anzahl seiner
verschiedenen Einbettungen in G, so dass nur Knoten auf X unterschieden
werden, nur von X ab. Somit ist die Anzahl aller Aquivalenzklassen K2 (G)
beschriankt in einer Konstante, die nur von ¥ und X abhéngt.

Eine neue Funktion hg’X : P(V(G)) — P (K¥(G)) kann nun wie folgt
definiert werden:

hg’X(S) = {C: C € K3 (G) und es existiert ein U € h%(S) mit [U]X = C}

Die Menge @ = hg’X(S) kann als Signatur der Menge S verstanden
werden, welche nur die wesentlichen Informationen enthélt. Aus der Signatur
ist sofort ersichtlich, ob G[S] eine Kopie von F' enthilt, das heifit ob die
Menge S F-abhéngig ist (Bedingung (I)).
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Ist die Signatur @ fiir eine Menge S bekannt, dann kann S N X direkt
abgelesen werden. Fiir jeden Knoten 2 von SNX ist ({z},0) ein Untergraph
von G[S]. Da F mindestens einen Knoten enthilt, ist ({z},0) zu einem
Untergraph von F isomorph. Die Aquivalenzklasse [({z}, ?)] (welche ({z},0)
als einzigen Représentanten enthélt) sei mit [x] bezeichnet.

Die Funktion

a(Q) ={z € X : [z] € Q}
erfiillt dann gerade die Bedingung (A), das heifit es gilt a(Q) = SN X.

Aus h$™(S) kann fiir alle Y C X die GroBe h%" (S) ermittelt werden.

Da zwei Untergraphen, welche auf X identisch sind, auch auf ¥ C X iden-

tisch sind, ist die Klasseneinteilung IC}?(G) grober als die Klasseneinteilung
KX (G). Fiir eine Signatur Q und Y C X sei

oY (Q) = {[U]Y : es existiert ein U € Kp(G) mit [U]¥ € Q).
Damit ist die Bedingung (B) erfiillt und es gilt
REY(8) =05 (h3(9)).

Zu zeigen bleibt noch, wie sich hg’X(S ) aus den GroBen hgl’xl (S1) und
th’XQ(SQ) berechnet.

Beobachtung 2. Gegeben seien Untergraphen
Up,Ul € Kp(G1) und Us, Uy € Kp(Gs) mit
(W] =[Ui]  und  [Us] = [U].
Falls Uy = Uy definiert ist, dann auch Uj * U} und es gilt
[Uy x Us] = [U] = Uy).

Damit ist die Aquivalenzklassenbildung mit der Vereinigung der Untergra-
phen vertraglich.

Beweis. Es sei U = Uy * Uy. Wegen U;[X1] = Uj[X1] und Us[Xs] = Uj[Xo]
folgt aus V(U;) N X = V(Uz) N X7 die notwendige Bedingung V(U]) N X3 =
V(U)) N X;. Essei U =Uj UUS,.

Zu zeigen ist, dass U und U’ isomorph und auf X identisch sind. Damit
folgt insbesondere auch, dass U’ zu einem Untergraph von F isomorph ist.
Es gilt

U[X] = Ul[Xﬂ U UQ[XQ] = U{[Xl] U Ué[XQ] = U/[X]
Wegen Uy ~x Ui und Us ~x Uj existieren Isomorphismen ¢; : Uy — Uj
und Y2 U2 = Ué mit ¥1 ‘U1[X1] =id ‘U1[X1] und ©2 ‘UQ[XQ} =id ‘U2[X2] . Die
Abbildung ¢ : U +— U’ mit ¢ |y, = ¢1 und ¢ |y, = @2 ist dann eindeutig
definiert und liefert einen Isomorphismus zwischen den Graphen U und U’
mit ¢ ‘U[X} =1id |U[X]. Die Behauptung ist damit gezeigt. O
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Beobachtung 2 rechtfertigt nun die folgende Definition: fiir C' € KX (G),
Cy € K3 (Gy) und Cy € K32(Go) wird

CZCl*CQ (3)

geschrieben, falls Représentanten U, U; und Uy mit [U] = C, [U1] = (4,
[Us] = Cy und U = U; x U; existieren.

Da jeder Untergraph U in Untergraphen U; = U NG und Uy = U NGy
zerfillt, so dass U = Uy * Us gilt, zerfillt auch jede Klasse C in Klassen Cy
und 02 mit C' = Cl *CQ.

Die Funktion ¢ : K12 P (K% (G)) mit

K2 = {11 e P (K60 x P (K32(62)

a(Q1) N X2 = a(Q2) N Xl},

welche gegeben ist durch
c(Q1,Q2) = {C € K3 (G) : C = C1xCy mit C; € Q1 und Cs € Qa},

erfiillt dann gerade die Bedingung (C), das heifit, es gilt
RE(S) = o (RGN (S1), b2 (52))

Die Grofle hg’X erfiillt damit alle Bedingungen von Problem 2. Jedoch
wird im n#chsten Abschnitt noch auf einige technische Besonderheiten ein-
gegangen.

Im folgenden sind die bisherigen Konstruktionsschritte noch einmal zu-
sammengefasst:

1. Fiir jede Teilmenge S C V(G) wird die Liste der Untergraphen von
G[S] betrachtet (— h%(S))

2. Dabei reicht es, diejenigen Untergraphen in die Liste aufzunehmen,
welche zu einem Untergraphen von F isomorph sind (— h%(S))

3. Diese Untergraphen wiederum miissen nur auf einer Teilmenge X C
. G, X
V(G) unterschieden werden (— hz" (5))
2.5.3 Technische Details

Die Grofle hg’X erfiillt bereits alle in Problem 2 gestellten Bedingungen. Auf
einige Feinheiten soll in diesem Abschnitt noch eingegangen werden:

e Die Grofle hg’X ist in der Hinsicht ungeeignet, dass die Aquivalenz-
klassen K7 (G) vom konkreten Graphen G abhingen. Dies lisst sich
durch Identifikation der Klassen mit neuen Objekten umgehen.
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e Wie sich zeigt, kann die zu betrachtende Untergraphenliste eines in-
duzierten Untergraphen G[S] und damit die Signatur von S weiter
vereinfacht werden.

Jeder Untergraph von G, welcher zu einem Untergraphen von F' iso-
morph ist, kann eindeutig durch einen Isomorphismus

p: HCF—UCG

beschrieben werden. Ein solcher Isomorphismus wird im folgenden auch als
Einbettung bezeichnet.
Eine solche Einbettung kann eindeutig durch ein Paar

(HC F,p:V(H)— V(G))

beschrieben werden, wobei p = ¢ ‘V( ) ist.

Da die Untergraphen nur auf X unterschieden werden miissen, kann die
Abbildung p weiter vereinfacht werden. Es sei x ein nicht zu X gehorender
Knoten mit welchem alle Knoten von U identifiziert werden, welche aufler-
halb von X liegen.

Jedes Paar

(HC F,p:V(H) — XU{xo})  mitp|,-1(x) bijektiv (4)

beschreibt dann eine Einbettung eindeutig bis auf Unterschiede der einge-
betteten Graphen auflerhalb der Knotenmenge X.

Einer Einbettung ¢ : H C F +— U C G sei ein Paar (H,p) wie folgt
zugeordnet:

Es wird (H,p) > ¢ geschrieben, falls

VU)NX =p(V(H))NX und gb‘pq(x) :p‘pq(x) . (5

Das heif3t ¢ ist eine Verfeinerung der Abbildung p, so dass alle Knoten des
Graphen H, welche von p auf xy abgebildet werden, von ¢ in den Graphen
G auflerhalb der Menge X eingebettet sind.

Fiir eine eindeutige Identifikation der Klassen K2 (G) wird auf der Menge
aller Paare (H,p) mit obiger Eigenschaft die folgende Aquivalenzrelation
definiert: (H,p) und (H’,p’) heiflen dquivalent, geschrieben (H,p) ~ (H',p’),
falls ein Isomorphismus

o:H—H  mitp=pogp (6)

existiert. Die von (H,p) erzeugte Aquivalenzklasse wird mit [H, p] bezeich-
net.
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Lemma 1. Gegeben sei ein Paar (H,p) und eine Einbettung
p: HCF—UCG mit (H,p) > ¢.

Dann existiert fiir alle Paare (H',p") mit (H,p) ~ (H',p') und alle Unter-
graphen U’ € Kp(G) mit U ~x U’ eine Finbettung

¢ HCF—UCG mit (H',p') > ¢'.
Beweis. Wegen (H,p) ~ (H',p') existiert ein Isomorphismus
¢:Hw— H mit p=p' o . (6)

Die Abbildung ¢’ := ¢ o ¢! ist dann ein Isomorphismus zwischen den
Graphen H' und U und es gilt:

V(U)ﬂX(;p(V(H))ﬂX(; (p’OsO)(V(H))ﬂXg)p'(V(H’))ﬂX- (%)

Da p |p71(X) bijektiv ist, gilt
_ 1 _
P) N (X)=(pop™) (X)) =(pop™ ") (X)

und damit
e () H(X)) = pH(X). (D)
Es folgt somit:

¢/

e -1x) = (@09 [en1x)

_ 1
(A) und (5) (woy™)

)1 =P -1 - (%)

Aus (%) und (xx) folgt (H',p’) > ¢'.
Wegen U ~x U’ gilt weiter (siche Definition 2)

V(U’)ﬂX:V(U)ﬂX(:)p’(V(H'))ﬁX. (%)

Auflerdem existiert nach Definition 2 ein Isomorphismus

Y:U—U mit ¢ |y =id |y -

Damit ist 1) o ¢’ ein Isomorphismus von H’ auf U’ und es gilt
(¢o¢')

Aus (f) und (#) folgt (H',p) > (0 ¢'). 0

o) -1(x) =¥ o) o8 |y =9 ey =P
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Jeder Klasse C € K% (G) sei eine Klasse [H,p] wie folgt zugeordnet:
Es wird [H,p] > C geschrieben, falls ein Reprisentant U von C und eine

Einbettung
o HCF—UCG mit (H,p) > ¢ (7)

existiert.

Da jede Klasse C' einen Reprisentanten U hat und fiir diesen Repréisen-
tanten eine Einbettung ¢ existiert, ist ein Paar (H,p) mit (H,p) > ¢ und
damit [H,p] > C' gegeben.

Zu zeigen bleibt, dass diese Zuordnung eindeutig ist.

Lemma 2. Fiir C € K% (G) seien die Zuordnungen [H,p| > C und [H',p'] >
C' gegeben. Dann gilt [H,p] = [H',p'].

Beweis. Aus Lemma 1 folgt zunéchst, dass Einbettungen
o - HCF—UCG und ¢ HCF—UCG
mit [U] = C, (H,p) > ¢ und (H',p') > ¢’ existieren.
Es folgt
p(VH)NX =V({U)NX =p(V(H))NX. (%)
Die Abbildung
pi=(¢) oo

ist ein Isomorphismus von H nach H’. Es gilt weiterhin

P (P7H(X)) = ((¢) "o 9) (X))

_ /—1o -1
(g)((¢) p) (P (X))

= (¢") " (p(V(H)) N X)

= (@)@ V) N X) (x%)

= )W VEH) N X)

= (p)H(X).
Womit folgt

P lp-1(x) 5¢ lp1(x)

= (¢I °© 90) }pfl(X)

Y
(%) ¢

/
=P
(5)
= (00 9) [p-1(x) -
Aus p(V(H))NX =p (V(H"))NX und p ‘p*l(x) =(p' o) ‘p—l(X) folgt
p =7 oy und damit [H,p] = [H',p'] (siche (6)). H

) 1(x) ¢ 1)

) -1(X) © P |p-1(x)
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Es soll nun gezeigt werden, dass noch eine weitere Bedingung an die in
G eingebetteten Untergraphen von F' gestellt werden kann. Dazu sei U ein
Untergraph von G und ¢ : H C F +— U C G eine passende Einbettung.

Die Menge X C V(G) beschreibt genau den Bereich des Graphen G, in
dem sich der Graph G mit weiteren Graphen G’, welche spéter hinzugenom-
men werden, iiberschneidet. Der Graph U ist eine Kopie des Graphen H.
Es ist zuldssig, dass H kein induzierter Untergraph von F' ist. Das ist in
dem Fall wichtig, wenn mit der Hinzunahme des Graphen G’ Kanten in X
hinzukommen.

Dabei ist offensichtlich, dass mit dem Hinzufiigen eines Graphen G’ keine
Kanten in V(G) \ X dazukommen koénnen. Die eingebetteten Kopien von
Untergraphen von F', welche zusammengefiigt nie eine vollstdndige Kopie
von F liefern, sind fiir die Signatur aber nicht relevant.

Deswegen geniigt es, alle diejenigen Untergraphen U (bzw. deren Aquiva-
lenzklassen) zu betrachten, fiir welche eine Einbettung ¢ : H C F — U C G
existiert, so dass gilt:

Falls v € V(H) mit ¢(v) ¢ X
= fiir alle Kanten e € E(F'), welche v enthalten, gilt e € E(H).
Die entsprechende Bedingung lésst sich auf die Paare (H, p) iibertragen:
Falls v € V(H) mit p(v) = xg
= fiir alle Kanten e € E(F'), welche v enthalten, gilt e € E(H). (8)

Falls fiir alle Graphen G; und Go, fiir welche die Vereinigung G1 U Ga
gebildet werden soll, die Zusatzbedingung

GiNGy = (G1 UGQ)ﬂ(GlﬁGQ)

gilt (das heift auch mit der Hinzunahme des Graphen G2 kommen in G,
keine Kanten dazu), dann kann zusétzlich

H ist ein induzierter Untergraph von F' 9)

gefordert werden. Fiir den Algorithmus 1 ist diese Zusatzbedingung gegeben,
da immer nur induzierte Untergraphen von G vereinigt werden.

Die Menge aller Paare (H,p), welche die Bedingung (8) (bzw. je nach
Anwendung auch (9)) erfiillen, sei mit Z(F, X) und die Menge aller darauf
beziiglich ~ erzeugten Aquivalenzklassen mit M(F, X) bezeichnet.

Fiir einen Graphen G sei nun seine F, X -Signatur definiert als

sigh (G) := {P € M(F,X) : es existiert ein U C G mit P > [U]}.

Die Signatur einer Menge S C V(G) sei definiert als die Signatur des
von S in G induzierten Graphen:

sigi ™ (S) = sigf (G[S)).
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Es gilt dann umgekehrt:
sigy (G) = sigy™ (V(G)).

Die Signatur sigg’X(S ) einer Menge S entspricht der Grofle hlcj’X(S ) aus
dem letzten Abschnitt. Elemente aus M(F, X) beschreiben die Untergra-
phen aus IC%( (G) fiir beliebige Graphen G, dass heifit, die Aquivalenzklassen
der Untergraphen sind jetzt lediglich anders identifiziert.

Offensichtlich ist die Bedingung (I) aus Problem 2 fiir die F, X-Signatur
erfiillt. Ein Graph G enthilt genau dann eine Kopie von F' als Untergraphen,
wenn ein Paar (F,p) € Z(F, X) mit [F,p] € sigf (G) existiert.

Die Funktion a : P(M(F, X)) — P(X) mit

a(Q) = {x € X : es existiert ein Paar (H,p) € Z(F, X) mit
H = ({v},0) € F, p(v) =z und [H,p] € Q}
erfiillt die Bedingung (A).

Sei nun P € M(F,X) und Y C X. Falls Paare (H,p) € Z(F,X) und
(H,p') € Z(F,Y) mit P = [H,p] und

() = {p(v) p(v) €Y

) sonst

existieren, dann sei PY := [H, p/].

Es ist moglich, dass kein solches Paar (H, p’) existiert, welches auBBerdem
die Bedingung (8) erfiillt. In diesem Fall fillt die entsprechende Einbettung
beim Zusammenziehen der Menge X auf die Menge Y aus der Signatur
heraus. Durch Einschrinken der Ansatzstelle X auf die Menge Y gibt es fiir
die Einbettung kein passendes Gegenstiick mehr, so dass eine vollsténdige
Kopie von F entsteht. P ist in diesem Fall nicht definiert.

Lemma 3. Sei P € M(F,X), PY sei definiert und C € K (G) mit P > C.
Dann existiert ein C¥ € KX(G) mit PY = CY.

Beweis. Da PY definiert ist, existieren Paare (H,p) € Z(F, X) und (H,p') €
Z(F,Y) mit P> [H,p] und

]ﬂw:{mw p(v) €Y

X0 sonst
Nach Lemma 1 existiert eine Einbettung
p: HCF—UCG

mit (H,p) > ¢ und [U]X = C.
Daraus folgt aber sofort (H,p') &> ¢ und somit gilt PY > [U]Y. O
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Aus Lemma 3 folgt, dass die Funktion
VY P(M(F, X)) — P(M(F,Y))
mit
voY (Q) = {P"e M(F,Y): es existiert ein P € Q mit P’ = PY}
die Bedingung (B) aus Problem 2 erfiillt. Es gilt
sigg’Y(S) = Y <sigg’X(5’)> .

Analog wie fiir die Klassen der Untergraphen wird jetzt fiir P € M(F, X),
P e M(F, Xl) und P, € M(F, XQ)
P = P1 * P2

geschrieben, falls (H,p) € Z(F,X), (Hyi,p1) € Z(F,X;1) und (Ha,p2) €
I(F,X2) mit [H,p] = P, [H1,p1] = Py und [Ha, p2] = P, existieren, so dass

H = H; U Hs, p(V(H1)) N Xo =p(V(H2)) N Xy und

p‘V(Hl) =P, P}V(Hg) = p2.

Lemma 4. Sei P €¢ M(F,X), P, € M(F,X1) und P» € M(F, X2) mit
P = PyxPy. Falls Cy € Ky (Gy) und Oy € Kx*(Ga) mit P, > Cy und Py >
Cy existieren, dann existiert ein C € IC%((G) mit P> C und C = Cp x Cs.

Insbesondere folgt damit auch, dass Py x P», falls es existiert, eindeutig
bestimmt ist.

Beweis. Aus P = P, x P, folgt zunichst, dass Paare (H,p), (Hi,p1) und
(Ho,p2) mit P = [H,p|, P = [Hi,p1| und P» = [Ha, po| existieren, so dass

H = H| U H>, p(V(Hl))ﬂXQ :p(V(HQ))ﬂXl und

p |V(H1) = P1, p ’V(Hz) = P2
gilt. Wegen P; > C7 und P, > (5 existieren nach Lemma 1 Einbettungen

¢1:H CFw+— U CGy und ¢9: Hy C F+— Uy C Gy

mit [U1] = Cy, [Ua] = Cy und (Hi,p1) > ¢1, (Ha,p2) > Po.
Es gilt weiter

V(U1) N X 5 p1(V(Hy)) N Xy =p2(V(Hz)) N Xy 5 V(Uz2) N X.

Aus p1 [v)nvim) = P2 |viaynv) folgt é1lmnm = ¢2 lmnm, - Es sei
U = Uy U Us. Ein Isomorphismus

p:HCF—UCG
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ist dann eindeutig durch ¢ |, = ¢1 und ¢ |, = ¢2 definiert. Damit folgt
zunéchst (siehe (2)) U = U; * U und schlieflich (siehe (3)) [U] = Cy * Co.
Aus

VU)NX = (V(U) N X1) U (V(U2) N Xa)
= (p1(V(H1)) N X1) U (p2(V(H2)) N X2) = p(V(H)) N X
und ¢ ‘V(H) =p ‘V(H) folgt (H,p) > ¢ und damit P > [U] (siehe (7)). O
Aus Lemma 4 folgt, dass die Funktion
c: M2 — P(M(F, X))
mit

M2 = {(Q1,Q2) € PIM(F, X)) x P(M(F, X3)) :
a(@Q1) N Xz =a(Q2) N X1}

und
c(Q1,Q2) ={PeM(F,X): P=P xP,mit P, € Q; und P, € Q2}

die Bedingung (C) erfiillt, das heifit
sigg’X(S) =c (siggl’xl(sl), sigg2’X2(Sg)) .

Die Signatur sigg’X(S) erfiillt damit alle Bedingungen aus Problem 2
und zusétzlich héngt die Menge P(M(F, X)) aller moglichen Signaturen
nicht mehr vom konkreten Graphen G ab.

Nicht fiir alle @ C M(F, X) existiert ein Graph G mit sigh (G) = Q. Es
gilt zundchst die folgende notwendige Bedingung;:

Beobachtung 3. Sei Q = sig® (G) und (H,p) € Z(F,X) mit [H,p] € Q.
Dann folgt [H',p'] € Q fiir alle (H',p), fir welche H C H, p’ = p{V(H')
und welche die Bedingung (8) erfiillen.

Auf die Einbettungen bezogen heifit das nichts anderes, als dass mit
jedem H C F auch alle (zulédssigen) Untergraphen von H eingebettet sind.

Neben dieser Bedingung ergeben sich jedoch weitere nicht triviale Kri-
terien, wie das folgende Beispiel zeigt:

Beispiel 1.

Sind die Untergraphen Hy und Hy eingebettet, dann ist immer auch eine
Kopie des Graphen F oder der Graph Hs eingebettet. Das heifft, es gibt
keinen Graphen G, so dass nur Hy, Hy und deren (zulissige) Untergraphen
eingebettet sind.
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Fiir den Algorithmus selbst ist die Existenz eines Graphen mit einer
gegebenen Signatur @ C M(F, X) nicht relevant. Die grofite Menge mit der
Signatur @ ist in dem Fall, dass kein Graph (und damit auch kein induzierter
Untergraph) mit der Signatur @ existiert, per Definition dann einfach die
leere Menge.

Trotzdem sei an dieser Stelle folgendes bemerkt:

Beobachtung 4. Sei G ein Graph mit sigx(G) = Q. Dann existiert ein
Graph G' C G mit sigx (G') = Q und | V(G")| < | M(F, X)|| V(F)|.

Beweis. Fiir jedes g € @ existiert eine Einbettung ¢, : H, C F — U, C G
mit ¢ > [Ug]. Setze G’ = UgeqU,. Dann hat G’ hochstens | M(F, X)|| V(F)|
Knoten und sigy (G) = Q. O

Da | M(F, X)| nur von |X| und F abhéngt, kann die Menge aller @ C
M(F, X), fiir welche ein Graph G mit sigX (G) = Q existiert, in konstanter
Zeit durch vollstéindige Enumeration berechnet werden (vorausgesetzt |X|
und F' gehoren nicht zur Eingabe).

2.6 Spezialfall Baumweite 1

Der Algorithmus 1 kann natiirlich auch auf den Spezialfall angewendet wer-
den, dass G ein Baum ist. Die Baumzerlegung eines Baumes ergibt sich im
wesentlichen, indem fiir jede Kante von G ein Behélter erzeugt wird, welcher
genau die beiden Endknoten der Kante enthélt.

Fiir diesen Fall existiert jedoch noch ein einfacherer Algorithmus, welcher
die Struktur des Baumes direkt verwendet. Es sei auflerdem gegeben, dass
G und F zusammenhingend sind. Ist F' kein Baum, so sind alle S C V(G)
F-unabhiingig. Sei also F' ein Baum.

Folgende rekursive Definition, die auf dem simplen Prinzip beruht, dass
nach dem Loschen der Wurzel eines Baumes die Komponenten wieder Baume
sind, wobei als neue Wurzeln die Kinder der urspriinglichen Wurzel gewéhlt
werden, wird bereits den Algorithmus liefern:

Definition 3. Sei G ein Baum und = € V(G). Eine Menge S C V(G) heifit
mazimal F-unabhingige Menge auf allen Asten von G beziiglich der Wurzel
x falls folgende Bedingungen erfiillt sind.
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1. S ist F-unabhingig.

2. G —x ist leer und S = {z} oder
S; = SNV(G;) ist eine maximal F-unabhingige Menge auf allen Asten
von G; beziiglich der Wurzel y; fur alle ¢ = 1,...,k wobei G, ..., G
die Komponenten von G — z sind und y; das Kind von z in G;, das
heiit {y;} = Ng(z) N V(Gy).

Satz 3. Sei G ein Baum, x € V(G) und S C V(G) eine mazimal F-
unabhingige Menge auf allen Asten von G beziglich der Wurzel x. Dann ist
S eine grofite F-unabhdngige Menge auf G.

Beweis. Per Induktion: Falls V(G) = {z}, ist die Behauptung offensichtlich
wahr. Sei also | V(G)| > 1. Falls z € S ist, folgt sofort, dass S eine grofite
F-unabhiingige Menge auf G ist. Sei also x ¢ S, dann ist S = SU {z} F-
abhiingig, genauer, G[S'] enthilt eine Kopie H von F mit z € V(H). Es kann
nun gezeigt werden, das keine F-unabhéngige Menge T' mit |T| = |9’| exi-
stieren kann. Eine solche Menge T darf H nicht enthalten. Seien G, ..., G
die Komponenten von G — H und S; = SNV(G;) firi =1,...,k. Da H
ein Baum ist und x € V(H), ist S; eine maximal F-unabhéngige Menge auf
allen Asten von Gy beziiglich der Wurzel y;, mit {y;} = Ng(H) N V(G,).
Damit ist S; laut Induktionsvoraussetzung aber eine grofite F-unabhingige
Menge auf G; (Abbildung 10). Fiir alle F-unabhéngigen Mengen 7' C V(G)
gilt also [TNV(G — H)| <|SNV(G — H)| und mit

T < |TNV(G—H)|+ |H|

IS|=1SNV(G—-H)|+ |H|-1

folgt |T'| < |S| und damit die Behauptung. O
Der rekursive Algorithmus ergibt sich nun wie folgt:
Algorithmus 2. treemaxindsetr(G,x)
e Falls V(G) = {z} gib S = {z} zuriick.
e Sonst seien (G1,...,Gy die Komponenten von G — x. Bestimme
S; = treemaxindsetp(G;,y;) firi=1,...,k

wobei y; das Kind von z in G; ist. Setze
s= J s
i=1,...k

Falls SUz F-unabhingig, gib SU{z} zuriick, ansonsten gib S zuriick.

Da treemaxindsetr fiir jeden Knoten von G genau einmal aufgerufen
wird, ergibt sich fiir den Algorithmus eine Laufzeit von O(| V(G)|).

29



EERCREA 5

S1 CV(G1) Sy C V(Gy) S, C V(Gy)

Abbildung 10: Die Mengen S; C V(G;) wurden vom Algorithmus in einem
fritheren Rekursionsschritt generiert und sind daher gréfite F-unabhéngige
Mengen auf den Teilbdumen G;
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3 Die Klasse der well-F-covered Graphen

3.1 Motivation

Das folgende Beispiel zeigt, dass Graphen beliebig grofier Baumweite existie-
ren, fiir welche sich dennoch mittels eines polynomiellen Algorithmus eine
grofite Ps-unabhéngige Menge finden lésst.

Abbildung 11: Jede maximale Ps-unabhéngige Menge ist zugleich eine grofite

Beispiel 2. Seien Gy, ..., Gy zueinander disjunkte zusammenhdingende Gra-
phen, X; C V(G;) und firi=1,...,k gelte

1. Ozps(Gi) =2
2. Fir alle v € X; existiert einy € V(G;) mit dg,(x,y) =2

Die Kantenmenge A C ()2/) auf Y = X1U---UX}, enthalte belicbige Kan-
ten zwischen den ausgezeichneten Mengen X;.

Dann existiert ein polynomieller Algorithmus, welcher eine gréfite Ps-
unabhdngige Menge von

G:GlUUGk—i-A
findet.

Beweis. Der folgende einfache Greedy-Algorithmus liefert bereits eine solche
Menge:
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1. Wiéhle eine beliebige Reihenfolge der Knoten {v1,...,v;} von G und
setze Sg = 0.

2. Firi=1,...,nsetze S; = 5;_1U {Ul} falls S;_1 U {1)2} Ps-unabhéingig
ist und S; = S;_1 sonst.

3. Gib S = 5,, zuriick.

Die Menge S ist offensichtlich eine maximale Ps-unabhingige Menge. Es
lasst sich zeigen, dass

ISAV(Gy)| =2 firallei=1,... k (%)

womit folgt, dass jede maximale Ps-unabhingige Menge von G auch eine
grofite Ps-unabhéngige Menge ist.

Falls X; = 0 folgt (*) sofort, da dann G; eine Komponente von G ist. Sei
also | X;| > 0.

Falls [SNX;| = 2 folgt die Behauptung. Ist |SNX;| = 1, also SNX; = {x}
existiert nach Voraussetzung ein y € V(G;) \ X; mit dg(z,y) = 2. Da S
maximal ist, folgt damit (x).

Um den Fall |[SNX;| = 0 zu behandeln wird gezeigt, dass | V(G;)\ X;| > 2
ist. Sei dazu x € X;, dann existiert laut Voraussetzung ein y € V(G;)\ X; mit
dg(z,y) = 2. Falls dg(z,y) = 2 fiir alle £ € X;, dann muss ein z € V(G;)\ X;
existieren, welches zu x und y benachbart ist. Existiert hingegen ein € X;
mit dg(Z,y) < 2, dann folgt, dass ein § € V(G;) \ X; mit dg(z,9) = 2
und y # y existiert. In beiden Féllen folgt also | V(G;) \ X;| > 2 und da S
maximal ist somit (x). O

Die Graphen mit ap,(G) = 2 lassen sich leicht charakterisieren:

Beobachtung 5. Ein zusammenhingender Graph G = (V,E) hat Un-
abhéingigkeitszahl ap,(G) = 2 genau dann, wenn G ~ K,, — M mit einem
Matching M ist.

Beweis. Sei ap,(G) =2 und uv € G, also uv ¢ E(G). Wegen ap,(G) = 2 ist
S = {u,v} eine grofite Ps-unabhéngige Menge. Da sich S also nicht weiter
vergroBern ldsst, muss fiir alle Knoten w € V mit w # wu,v gelten, dass
uw,vw € E(G) und damit uw, vw ¢ E(G). Daraus folgt, dass alle Knoten in
G hochstens Grad 1 haben, und somit ist G ~ K,, — M mit einem Matching
M.

Sei nun umgekehrt G ~ K, — M mit einem Matching M, das heifit
alle Knoten in G haben hochstens Grad 1. Zu zeigen ist, dass jede (Ps-
unabhéngige) Menge S = {u,v} mit |S| = 2 eine groBte Ps-unabhingige
Menge ist. Falls uv ¢ E(G) und damit uv € E(G) folgt sofort uw, vw € E(G)
fir alle w € V mit w # u,v. Damit kann S nicht vergroflert werden, da
G[{u, v, w}] isomorph zu Ps ist. Sei nun uv € E(G). Dann gilt fiir alle Knoten
w € V mit w # u,v dass uw ¢ E(G) oder uv ¢ E(G). Also kann S auch in
diesem Fall nicht vergrofiert werden. O
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In der Literatur werden Graphen, fiir die jede maximal unabhéngige
Menge zugleich auch eine gréfite unabhéingige Menge ist, als well-covered
bezeichnet [9]. Es bietet sich also folgende verallgemeinerte Definition fiir
den Fall der F-Unabhéngigkeit an:

Definition 4 (well-F-covered). Ein Graph G = (V, E) heifit genau dann
well-F'-covered, wenn jede maximale F-unabhéngige Menge eine grofite F-
unabhéngige Menge ist.

Chvatal und Slater [5] haben gezeigt, dass das Problem, zu erkennen ob
ein Graph well-covered ist, co-NP-vollstéindig ist.

3.2 Beschrinkte Baumweite

Fiir Graphen beschrinkter Baumweite lédsst sich die Frage, ob ein Graph
well- F-covered ist, in Polynomialzeit beantworten. Der Algorithmus 1 lie-
fert bereits die Grofe einer grofiten F-unabhingigen Menge. Falls zusétzlich
eine kleinste maximale F-unabhéngige Menge bekannt ist, kann entschieden
werden, ob der Graph well-F-covered ist.

Leider liefert die Signatur sigX (G[S]) keinerlei Information dariiber, ob
die Menge S mazimal F-unabhéngig ist.

Gesucht ist daher wie in Problem 2 des Abschnitts 2.4 eine Signatur
hg’X, welche die Forderungen (A), (B), (C) und (II) erfiillt. Anstelle von (I)
soll hier jetzt jedoch gelten:

() Ist h%X(S) fiir eine Menge S C V(G) bekannt, dann auch ob S eine
mazimale F-unabhéngige Menge von G ist

Um eine solche Gréfle zu bestimmen, sei das folgende Teilproblem be-
trachtet:

Problem 3. Gegeben sei ein Graph G, eine Menge X C V(G) und eine

Teilmenge S C V(G). Es sei G' ein Graph mit V(G) N V(G') = X und

S CV(G) mit SN X = S"NX. Falls die Menge S U S" F-unabhdngig in

G UG’ ist und fir alle T C V(G) mit S C T die Menge TUS" in GUG’

F-abhiingig ist, dann heifst (G', S") zulissige Erweiterung (in X ) von (G, S).
Ein Graph G' heifst zulissige Erweiterung von (G,S) (in X ), falls

(G 8" =V(E)\ (X \9))

eine zulissige Erweiterung von (G,S) ist. Es werden alle Knoten von G’
bis auf die, welche nicht in S N X liegen, zu S’ hinzugenommen, damit die
Mengen S und S" mit X wieder den gleichen Durchschnitt haben.

Gesucht sind alle zulissigen Erweiterungen von (G, S).
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Der Hintergrund fiir diese Problemstellung ist folgender: Die Menge S ist
genau dann maximal F-unabhiingig in G, wenn der leere Graph (X, () auf
X, im folgenden mit £(X) bezeichnet, eine zulissige Erweiterung von (G, S)
ist. Fiir Graphen G und G’ mit S C V(G), ' CV(G'), V(G)NV(G') = X
und SNX = SN X' ist die Menge S U .S’ offensichtlich genau dann maximal
F-unabhingig in GUG', wenn (G, S) eine zulissige Erweiterung von (G’, S")
und (G, S") eine zuldssige Erweiterung von (G, S) ist.

Nach Folgerung 1 ergibt sich der Gesamtgraph durch Vereinigung der
durch Behélter induzierten Untergraphen in einer geeigneten Reihenfolge.
Es wird sich zeigen, dass sich aus der Liste aller zuléssigen Erweiterungen
pro Behiilter die Liste der zuléssigen Erweiterungen fiir den Gesamtgraphen
ergibt.

Beobachtung 6. Fualls die Signatur sigg’X(S) bekannt ist, dann ist fir

alle Y C X die Signatur sigg’X(S \'Y) bekannt, da die Einbettungen der
Untergraphen von F gerade auf der Menge X unterschieden werden.
Es sei daher

wY(Q C M(F, X)) ={PeQ: fir(H,p)eI(F,X)mit|Hp =P
gilt p(V(H))NY = 0}.
Die Berechnung von w™ Y (Q) bendtigt nur konstante Zeit und es gilt
sigh ¥ (S \ V) = ™ (sigh ¥ (s)). (W)
Die Funktion w™Y ist nicht mit der Funktion b zu verwechseln, wel-
che die Aquivalenzklassen der Einbettungen von X aufY transformiert.

Es gilt weiterhin folgendes Lemma:

Lemma 5. Fliir einen Graphen G’ und S" C V(G') ist (G',S") mit SNX =
S'NX und V(G)NV(G') = X genau dann eine zulissige Erweiterung von
(G, S) in X, wenn jeder Graph H mit V(G)NV(H) = X und

sigh (H) = Sigg/’X(S' UX) (%)
eine zuldssige Erweiterung von (G, S) in X ist.

Beweis. Es sei S” :=V(H)\ (X \ 5), dann gilt

siggUG/’X(S usS'uX) =c¢ (sigg’X(S U X), siggl’X(S’ U X))

©)
=c (sigf™ (5 U X), sig¥ (1))
5 sigh?" X (S U X UV(H))

= siggUH’X(S us”uX).
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Da (SUS)NX = (SUS")N X ist, folgt aus der Beobachtung 6
sighl N (S U §') = sigh X (s U S7).

Somit ist die Menge SUS’ genau dann F-unabhéingig in GUG’, wenn SUS”
F-unabhingig in GU H ist.
Ebenso gilt fiir jede Menge 7' C V(G) mit S C T

sigguGﬁX(T us) = siggUH’X(T us”).
Die Menge T'U S’ ist also genau dann F-abhingig in G U G’, wenn T'U S”
F-abhingig in G U H ist. Die Behauptung ist gezeigt. O

Lemma 5 rechtfertigt die folgende Definition:

ext$¥(5 C (V(G)) = {Q C M(F.X) : es existiert
eine zulédssige Erweiterung H von (G, S) in X mit sigif (H) = Q},

Die Grofie extg’X(S ) wird nun als zusétzliche Komponente zur Signatur von
S hinzugenommen.

Bemerkung 2.

o (G',9) ist genau dann eine zulidssige Erweiterung von (G,S) in X,
wenn /
sigg ’X(S' UX)e extg’X(S).

Die Liste aller zuléssigen Erweiterungen von (G, S) ist durch extg’X (S)
eindeutig bestimmt.

e Im Gegensatz zur Grofle sigg’X(S), die angibt, welche Mengen zu S
(und welche Graphen zu ) hinzugenommen werden kdnnen, so dass S
F-unabhéngig bleibt, beschreibt extg’X(S), welche Mengen zu S hin-
zugenommen werden missen, damit S maximal F-unabhingig wird.

e Falls die Menge S F-abhéngig ist, dann ist extg’X(S ) = 0.

e Die Menge S ist genau dann maximal F-unabhéngig auf GG, wenn der
leere Graph £(X) eine zulédssige Erweiterung von (G, S) ist, das heif3t
wenn

sigh (E(X)) € ext%™(89).

Die Bedingung (I’) ist damit erfiillt.

e Da H per Definition nur dann eine zuldssige Erweiterung von (G, S
sein kann, wenn V(G) N V(H) = X, gilt fiir alle Q € extg’X(S) die
Beziehung a(Q) = X.

~—
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e Die Menge P(P(M(F, X)) aller moglichen erweiterten Signaturen ist
beschriinkt, da die Gréfie der Grundmenge M(F, X) in X und F be-
schrinkt ist. Damit ist die Bedingung (II) aus Problem 2 erfiillt.

e Weiterhin folgt aus Beobachtung 4, dass extg’X(S) ermittelt werden
kann, indem alle Graphen H mit

| VH)| < [M(F, X)[| V(F)]

iiberpriift werden. Fiir jedes Q@ C M(F,X) existiert entweder ein
Graph H mit sigf (H) = Q und |V(H)| < | M(F, X)||V(F)| oder
es gibt {iberhaupt keinen solchen Graphen. Damit ist gesichert, dass

die Grofe extg[X}’X(S ) fiir alle Knotenmengen von durch Behélter in-

duzierten Untergraphen G[X] in konstanter Zeit durch vollsténdige
Enumeration berechnet werden kann.

Da (A) bereits mit sigg’X erfiillt ist, bleibt nur noch zu zeigen, dass fiir

das Funktionspaar
. G.X a.x
<51g Fosextp )

die Bedingungen (B) und (C) aus Problem 2 gelten.

Beobachtung 7. FEs sei G ein Graph und Y C X C V(G). Ein Graph H
mit V(G)NV(H) =Y st genau dann eine zuldssige Erweiterung von (G, .S)
inY, wenn HUE(X) eine zulissige Erweiterung von (G, S) in X ist.

Beweis.

GUH=GUHUE&(X) und
SUVH)\ (Y\5) =SU((VH)UX)\ (X\5)).

Fir J C PM(F, X)) und Y C X sei daher
b5 (J) = {Q C M(F,Y):a(Q) =Y und ¢ (Q,sigy ((X))) € J}.

Es gilt dann
ext$Y (S) = b5 (extg’X(S)> .

und die Funktion b erfiillt somit die Bedingung (B).

Im folgenden seien die Graphen G, G; und G3 mit Eigenschaften und
Groflen wie im Abschnitt 2.5.1 gegeben (Abbildung 12). Fiir die Mengen S
(bzw. S1 und Ss) sei das Paar (Q,J) (bzw. (Q1,J1) und (Q2, J2)) gegeben
durch @ = sigg’X(S) und J = extg’X(S). Es soll nun gezeigt werden, wie
sich (@, J) aus (Q1,J1) und (Q2, J2) ergibt.
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G, Go

Abbildung 12: Zusammenhang der Groflien Gq, X1, S1 und Go, X5, Sy

Beobachtung 8. Ein Graph H mit V(G) N V(H) = X ist genau dann ein
zuldssige Erweiterung von

(G:G1UG2,S:»91USQ)

m X, wenn
(H U Go, S'U 52)

eine zulissige Erweiterung von (G1,S1) in Xy und
(H U Gh, S'uU 51)

eine zuldssige Erweiterung von (Ga, S2) in Xo ist (siehe auch Abbildung 13).
Dabei sei 8" :=V(H)\ (X \ 9).

Beweis. Es sei H eine zuliissige Erweiterung von (G1UG2, S1US2), das heifit
die Menge S; U S U S’ ist F-unabhiingig in G’ = H U G; U G5 und fiir alle
Mengen T'C V(G) mit S C T ist die Menge T3 UTo U S" mit T} = TNV(Gy)
und T = T NV(Ge) in G’ F-abhingig.

0O.B.d.A. geniigt es zu zeigen, dass (H U G2, 5" U Ss) eine zulissige Er-
weiterung von (G1,S1) in X7 ist. Die Menge S1 U So U S’ ist F-unabhéngig.
Fiir jedes Th C V(G1) mit Sy C Ty ist T3 USe C S1USs. Somit ist die Menge
Ty U Sy U S" F-abhiingig in G'.

In der Umkehrrichtung gilt sofort, dass die Menge S; U So U S’ F-
unabhéngig ist. Fiir eine Menge T' mit S C T folgt S1 C 11 oder Sy C Ts.
Damit ist aber die Menge T7 U So U S” oder S; U To U S’ und somit mit
Sicherheit die Menge T'U S” F-abhiingig. O

Nach Bemerkung 2 ist (H U G2, S’ U S2) genau dann eine zuléssige Er-
weiterung von (G1, X1) in X;, wenn

Sig[F{UGz,Xl (S/ U SQ U Xl) c ethl’Xl(sl) = Jl.
Weiterhin gilt

sigr S U UX) = ¢ (sigt1 (8" U X1, sigf> 11 (5)) . (10)
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Abbildung 13: Lage einer zuléssigen Erweiterung H von (G1 U Ga,S1 U S2)

Es ist

Siggg,XlﬁXQ (52) (g) bXQ,leXQ (Sig}GI:%Xz (SQ))

_ ng,XlﬁXQ (QQ)

9

S'UX;=(V(H)\ (X\ (S1US2)))UX;
(VH)\ (X1 \ 1) U (X2\ S2))) U Xy

(V(H) \ (X2\ S2)) U X,

=V(H)\ (X2\ X1\ 52)

) V(H)\ (X2 \ X1\ a(Q2)),

=

sigp ™ (50 X) = 00 (sig Y (V) \ (X2 \ X1\ a(@2)

(V:v) p XX (wX,X2\X1\a(Q2) (Slg%(H))) .

Mit @ = sigx (H) und (10), (11), (12) ergibt sich also

(12)

SiggUGg,Xl(S/ USyUX)) =e <bX,X1 (wX,XQ\Xl\a(QQ)(Q>) ’bXQ,XmXQ(Q2))
=251y, Q).
Es ist nun H genau dann eine zuléssige Erweiterung von
(G1 UG, 51 US,)

wenn

TXQ,Xl (Q27Q) c <]1 und TX1,X2(Q1’ Q) S JQ. (13)
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Ob die Bedingung (13) gilt, kann in konstanter Zeit iiberpriift werden.
Die Funktion ¢ mit

E((Qh J1), (Q2, Jz)) =
(c(Q1,Q2),{Q € M(F, X) : Bedingung (13) ist erfiillt })

erfiillt dann gerade (C) aus Problem 2.

Damit sind alle Voraussetzungen erfiillt und es kann vollig analog zum
Algorithmus 1 ein Algorithmus angegeben werden, welcher eine Funktion
bestimmt, die jeder Signatur

(Q € M(F,X),J C P(M(F, X))

die Grofle einer kleinsten Menge mit dieser Signatur zuordnet. Aus der Si-
gnatur kann abgelesen werden, ob eine Menge eine maximal F-unabhéngige
Menge ist. Damit kann die Gréfe einer kleinsten maximalen F-unabhéngi-

gen Menge aus der bestimmten Funktion abgelesen werden.
O

3.3 Universelle Verbinder

In diesem Abschnitt soll ein Verfahren zur Konstruktion von well- F-covered
Graphen beschrieben werden. Dabei kommt das gleiche Prinzip wie in Bei-
spiel 2 zum Einsatz, nur F' ist jetzt ein beliebiger zusammenhéingender
Graph.

Definition 5 (Universeller F-Verbinder). Sei G = (V, E) ein Graph und
X C V(G). Dann heifit X universeller-F'- Verbinder von G, falls jeder Graph
H der Form

H=HU---UH,+ A

well- F-covered ist, wobei Hy, ..., Hy zueinander disjunkte Kopien von G mit
zu X korrespondierenden Knotenmengen X; C V(H;) sind und A C (}2/)

auf Y = XjU---UX}, eine Kantenmenge von beliebigen Kanten zwischen
Knoten aus den Mengen X1, ..., X} ist.

Bemerkung 3.

e Bisher erlaubt die Definition nur, Kopien des selben Graphen zu ver-
binden. Es wird sich spéter zeigen, dass die Bezeichnung universeller
Verbinder gerechtfertigt ist.

e Falls X ein universeller F-Verbinder von G ist, dann auch X’ C X.

e Die leere Menge ist ein universeller F'-Verbinder von G genau dann,
wenn G well-F-covered ist.
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e Y ist ein universeller F-Verbinder von H, wobei Y und H wie in der
Definition gegeben sind.

Lemma 6. Sei X ein universeller F'-Verbinder des Graphen G. Dann exi-
stiert eine grofite F-unabhdingige Menge S von G mit SN X = ().

Beweis. Falls X = () ist die Behauptung trivial, sei also | X | > 0. Wihle dann

ein n > | V(F)| =: k und n zueinander disjunkte Kopien Hy, ..., H, von G.

Die Mengen Xi,..., X, bezeichnen die zu X korrespondierenden Knoten-

mengen aus Hy,..., H, und z1,...,x;_1 seien beliebig gewihlte Knoten mit

x; € X; firi=1,...,k — 1. Die Vereinigung aller X; sei mit Y bezeichnet.
Der Graph H ergebe sich dann als

H=HU--UH, + A,

wobei A eine minimale Kantenmenge ist, so dass fiir den Graphen U = (Y, A)
gilt (siehe auch Abbildung 14):

Fiir alle y € XpUXg 1U---UX,, ist U[{x1,...,2x_1,y}] isomorph zu F.

I L.

Abbildung 14: Eine F-unabhéingige Menge, welche die Knoten zy,..., x4
enthélt, darf keine Knoten aus den Mengen Xj, Xx 11, ..., X, enthalten
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Es sei nun angenommen, dass fiir jede grofite F-unabhéingige Menge S
von G gilt
|SNX|>0.

Fiir jede maximal F-unabhéngige Menge R von H mit {z1,...,25_1} C
R gilt dann:
RNnX;=0firi==k,...,n.

Somit folgt:
|R| < nap(G) — (n—(k—1)).

Sei nun S eine grofite F-unabhéingige Menge von G und Sy, ..., S, sei-

en die korrespondieren Mengen in den Kopien Hi,..., H; von G. Da alle
Kanten aus A mindestens einen Endknoten in {x1,...,z5_1} haben, ist die
Menge

T:Slu--~USn\{x1,...,mk,1}
eine F-unabhéngige Menge von H und es gilt
| > naw(G) — (k- 1).

Wird n hinreichend gro8 gewéhlt (n > 2k), dann gilt |R| < |T'|. Das ist aber
ein Widerspruch dazu, dass H well-F'-covered ist. ]

Folgerung 2. Seien G; zueinander disjunkte Graphen und X; C V(G;)
seien universelle F'-Verbinder von G; firi = 1,...,k. Dann gilt fiir jede
Kantenmenge A C (g) auf Y = X1U---UX}, und jeden dadurch gegebenen
Graphen G = G1U--- UGy, + A:

ap(G) = ap(G1) + - + ap(Gy).

Beweis. Nach Lemma 6 existieren fiir ¢ = 1,...,k groffite F-unabhéngige
Mengen S; mit S; N X; = (). Die Vereinigung S = S1U- - - US}, dieser Mengen
ist eine F-unabhéngige Menge von G. 0

Folgerung 3. Fulls G keinen zu F' isomorphen Untergraphen enthdlt, dann
ist nur die leere Menge ein universeller F'-Verbinder von G.

Beweis. Lemma 6 und ar(G) = | V(G)|. O

Lemma 7. Sei X ein universeller F-Verbinder des Graphen G und G’ ein
Graph mit V(G) N V(G") = X. Dann gilt fiir jede mazimale F-unabhdingige
Menge S von GUG':

[SAV(G)| = ar(G). (%)
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Beweis. Angenommen, es existiert ein Graph G’ und eine maximale F-
unabhiingige Menge S von GUG, so dass (*) nicht erfiillt ist. Dann kann die
Knotenmenge V(G’) \ X mit k weiteren Kopien von G iiberdeckt werden,
das heifft, es existieren zueinander disjunkte Kopien Hi,..., H von G, so
dass G UG’ ein Untergraph von

H = GUHU---UH,, + E(G')

ist. Da |SNV(G)| < ap(G) ist, gilt nun fiir jede maximale F-unabhéngige
Menge T von H mit S C T"

IT| < (k+1)ar(G).
Nach Folgerung 2 gilt aber
ap(H) = (k+ 1)ar(G).

Damit ist der Graph H nicht well-F-covered, was ein Widerspruch dazu ist,
dass X ein universeller F-Verbinder von G ist. O

Als Folgerung aus Lemma 7 ergibt sich, dass die Bezeichnung universel-
ler Verbinder gerechtfertigt ist. Nach Definition 5 ist es bisher nur erlaubt,
gleichartige Graphen iiber eine Kantenmenge zu verbinden.

Aus dem Lemma folgt nun, dass beliebige Graphen beziiglich ihrer uni-
versellen Verbinder iiber Kanten verbunden werden kénnen, so dass ein well-
F-covered Graph entsteht:

Folgerung 4. Seien G; zueinander disjunkte Graphen und X; C V(G;)
universelle F-Verbinder von G; firi=1,...,k. AC ()2/) sei eine beliebige
Kantenmenge auf Y = X1U---UXy. Dann ist der Graph

G=GU---UG,+ A
well-F-covered.

Beweis. Sei S eine maximale F-unabhingige Menge von G. Dann gilt nach
Lemma 7:

|SﬂV(GZ)’ = OCF(Gz) firi=1,...,k

und damit
IS| = ap(G1) + -+ ap(Gk) = ap(G).

O]

Der folgende Satz liefert eine alternative Definition fiir universelle F-
Verbinder:
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Satz 4. Sei G ein Graph und X C V(G). Dann ist X genau dann ein
universeller F-Verbinder des Graphen G, wenn fir alle Graphen G' mit
V(G)NV(G'") = X und jede mazimale F-unabhingige Menge S von G UG’
gilt:

[SNV(G)| = ar(G). (%)

Beweis. Die erste Richtung wurde bereits in Lemma 7 bewiesen. Sei also die
Bedingung erfiillt. Zu zeigen ist, dass X ein universeller- F'-Verbinder von G
ist. Dazu seien wieder Hy, ..., Hy disjunkte Kopien von G und A C (}2/)
auf Y = XjU---UX}, eine beliebige Kantenmenge. Die Menge S sei eine
maximale F-unabhéingige Menge von

H=HU---UHj + A.
Nach (x) gilt
|SQV(H1)| = OZF(HZ) = aF(G) firi=1,...,k.

Damit folgt aber
|S| = kar(G) = arp(H).

Der Graph H ist also well-F-covered und die Behauptung ist gezeigt. O

3.4 Spezialfall ' = P;

Da es im Allgemeinen schwierig erscheint, well- F'-covered Graphen oder uni-
verselle F-Verbinder von Graphen zu bestimmen, soll in diesem Abschnitt
noch einmal auf den Spezialfall F' = P53 eingegangen werden.

Zwei einfache Fille werden im folgenden Beispiel behandelt:

Beispiel 3. Die well-Ps-covered Wege sind genau Py, P», P3s und Pgs, die
well-Ps-covered Kreise sind genau Cs, Cy, C5 und C.

eOeOeO - 0@ p ungerade

[ Jo8 Sor SORENEEN I n gerade
00000 - e00 1, =3 mod0
[ 3 o & TORENEERY n=3 mod]1

Abbildung 15: Maximal Ps-unabhéngige Mengen des P,
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Beweis. Auf jedem Weg P, existiert ein maximal F-unabhingige Menge S
mit n
5] <5 +1

und eine maximal F-unabhéngige Menge T mit

T
7> 2

(siche Abbildung 15). Fiir n > 7 wird damit |T'| > |S|. Alle Wege ab dem P;
kénnen somit nicht well- P3-covered sein. Fiir n < 3 ist klar, dass P,, well-P3
covered ist, fiir n = 4,5, 6 siehe Abbildung 16.

Abbildung 16: Maximal Ps-unabhéngige Mengen des Py, P5; und P

Die maximal Ps-unabhéngigen Mengen des P, aus Abbildung 15 ergeben
auch maximal Ps3-unabhéngige Mengen des C,,11. Damit folgt, dass ab dem
Cy alle Kreise nicht mehr well- P3-covered sind.

Siehe Abbildung 17 fiir n = 4,5,6,7.

SRS SIS
s¥ele

Abbildung 17: Maximal Ps;-unabhéngige Mengen des Cy, C5, Cg und C5

O]

Beispiel 4. Die Graphen Cs, Hy und Hs (das Komplement des Peterson
Graphen) sind genau die 2-fach zusammenhingenden well-Ps-covered Gra-
phen bis 10 Knoten mit ap, = 3 und die Graphen Hs, Hy, Hs und Hg
sind genau die 2-fach zusammenhdngenden well-Ps-covered Graphen bis 10
Knoten mit ap, = 5 (Abbildung 18). Der Beweis wurde mit einem Compu-
terprogramm. durchgefiihrt (siche Anhang A).

44



Oép3:3

Oép3:5

H5 H()’

Abbildung 18: Liste aller 2-fach zusammenhéngenden well- P3-covered Gra-
phen bis 10 Knoten mit ap, = 3,5
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Im Spezialfall F' = Ps ldsst sich Satz 4 noch in einer einfacheren Form
formulieren.

Satz 5. Sei G ein Graph und X C V(G). Dann ist X genau dann ein
universeller P3-Verbinder von G, wenn fir alle Mengen Xo, X1 C X mit X,
unabhingig und Xo N X1 = 0 gilt:

(i) G — Xo — Ng[X1] ist well-P3-covered
(i) apy (G = Xo — Ne[Xa]) + [Xi| = ap, (G)

Beweis. Anwendung des Satzes 4: Sei X ein universeller Ps-Verbinder von
G und ein Graph G’ mit (XoU X7) C V(G’) sei wie folgt konstruiert (siehe
Abbildung 19):

e Mit jedem z € Xy ist ein Endknoten einer Kopie des P53 verklebt.
e Mit jedem x € X; ist ein Endknoten einer Kopie des P» verklebt.

e Die verklebten Kopien von P», Ps seien dabei zueinander disjunkt.

Abbildung 19: Konstruktion eines Graphen G’ entsprechend der Mengen X
und X3

Die Menge T sei eine maximale Ps3-unabhéngige Menge von G — Xg —
N¢[X;]. Dann ist
S=TUV(G")\ Xo

eine maximale P3-unabhingige Menge von GUG’ fiir die nach Voraussetzung
gilt:
ISNV(G)| = ap,(G).

Mit [SNV(G)| = |T| + | X1]| folgt die Behauptung.
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Zu zeigen bleibt noch die zweite Richtung. Sei (i) und (ii) erfiillt, G’
ein beliebiger Graph mit V(G) N V(G') = X und S eine maximale Ps-
unabhiingige Menge von G U G’. Wegen Satz 4 ist zu zeigen, dass

ISNV(G)| = ap,(G).
Setze dazu (Abbildung 20):
Xo=X\5,
Xi={zeSNX:5N(Neg(zx)\X) #0}.

Die Menge X; enthélt alle Knoten aus X, welche in V(G’) \ X mindestens
einen Nachbarn haben. Damit ist X; eine unabhéngige Menge und es gilt
Ng(X1) NS = (). Es ist nun leicht einzusehen, dass die Menge T = S N
V(G) \ X1 eine maximale P3-unabhéngige Menge von G — Xy — Ng[X1] ist:

Abbildung 20: SNV(G) \ X ist eine maximale Ps-unabhéngige Menge von
G — Xo — Ng[X1]

Angenommen, es existiert ein z € V(G —Xo—Ng[X1])\T so dass TU{z}
Ps-unabhéngig bleibt. Da z ¢ S und S eine maximale Ps-unabhingige Men-
ge ist, existieren Knoten y, z € S, so dass z, v, z einen P3 in G UG’ ergeben.
Weil T'U {z} Ps;-unabhingig ist, kann O.B.d.A. angenommen werden, dass
z ¢ T ist. Keiner der beiden Knoten y und z kann in Xy oder Ng(X7) lie-
gen, womit z € V(G') \ X folgt. Da aber z mit = verbunden ist und der
Zusammenhang der Graphen G und G’ nur iiber die Menge X gegeben ist,
folgt ¥ € X und da y den Knoten x dann als Nachbarn hat, y € X;. Das ist
aber ein Widerspruch. O

Unter Anwendung von Satz 5 kénnen die P3-Verbinder von kleinen Gra-
phen mit einem Computerprogramm (siche Anhang A) iiberpriift werden.
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¥

Abbildung 21: Ausgewihlte well-P3-covered Graphen mit ihren maximalen
Verbindern
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Beobachtung 9. Sei G ein zusammenhdngender Graph, ap,(G) = 2 und
X C V(G). Dann ist X genau dann ein universeller Ps-Verbinder, wenn
qgilt:

(i) Fir alle x € X existiert ein y € V(G) mit dg(x,y) = 2.
(ii) G[X] ist isomorph zu K| x|.

Beweis. Die erste Richtung wurde bereits in Beispiel 2 gezeigt, die zweite
Richtung wird mit Hilfe von Satz 5 bewiesen.

Angenommen (i) ist nicht erfiillt, das heift, es existiert ein z € X, so
dass dg(z,y) < 1 fiir alle y € V(G). Setze dann Xy = ) und X; = {x},
dann ist G — Xy — N[X1] der leere Graph und somit

ap (G — Xo — N[Xi]) + | X1| =1 # 2 = ap(G).

Ist G[X] nicht isomorph zu K|x|, dann existieren x,y € X mit vy ¢ E(G)
und es gibt kein z € V(G) mit z # z,y und dg(x, z) > 1, denn sonst wire
ap,(G) > 2. Setze nun Xy = {y} und X; = {z}, dann ist G — Xy — N[X}]
wieder der leere Graph und es ergibt sich ein Widerspruch zu Satz 5. 0

Das folgende Beispiel zeigt, dass die Konstruktion beliebig grofler zusam-
menhéngender well-P3-covered Graphen mit beliebig groflem Zusammen-
hang méglich ist.

Beispiel 5. Sei G = Ko, — M mit einem perfekten Matching M. Dann ist
X C V(GQ) genau dann ein universeller P3 Verbinder, falls G[X] isomorph
zu K x| ist. Der Graph G enthilt offensichtlich einen K, als Untergraphen
und der Zusammenhang des Graphen ist 2n — 2. Es lassen sich somit well-
Ps-covered Graphen mit beliebig groffem Zusammenhang und beliebig grofiem
ap, konstruieren.

Zum Abschluss noch eine weitere Anwendung des Satzes 5: Die beiden
Probleme, festzustellen, ob X C V(@) ein universeller Ps-Verbinder eines
Graphen G ist und ob ein Graph well-Ps-covered ist, haben die gleiche
Schwierigkeit.

Folgerung 5. Fulls ein Orakel gegeben ist, welches fiir beliebige Graphen
G’ bestimmt, ob der Graph G’ well-Ps-covered ist, dann kann ein polynomi-
eller Algorithmus angegeben werden, welcher unter Befragung des Orakels
bestimmt, ob fiir einen Graphen G die Teilmenge X C V(G) ein universel-
ler P3-Verbinder von G ist.

Beweis.
Der Algorithmus konstruiert einen Graphen G’ (Abbildung 23) wie folgt:

e Gestartet wird mit dem Graphen G.
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Abbildung 22: In dem in H enthaltenen C7 sind in jeder maximal Ps-
unabhéngigen Menge 4 Knoten gewéhlt

e Mit jedem Knoten x € X von G wird eine Kopie des Graphen H (siehe
Abbildung 22) in v verklebt.

Der Graph H hat einen C7 als induzierten Untergraphen und in diesem
Cr7 werden in jeder maximal Ps-unabhéingigen Menge von H genau 4 Knoten
ausgewahlt, unabhéingig davon, ob der Knoten v gewéahlt wurde oder nicht.

Es wirt jetzt gezeigt, dass der Graph G’ genau dann well- P3-covered ist,
wenn X ein universeller P3-Verbinder von G ist.

Um die erste Richtung zu beweisen, sei angenommen, dass der Graph
G’ well-P3-covered ist. Weiterhin seien Xy, X7 € X beliebige Mengen mit
Xo N X1 = 0 und X; unabhiingig. Es ist zu zeigen, dass fiir jede maximale
Ps-unabhéngige Menge S von G — Xy — Ng|[X1] gilt:

S|+ [X1] = apy (G).

Sei also S eine maximale Ps-unabhingige Menge von G — Xy — Ng[X;].
Dann wird eine maximale Ps-unabhingige Menge T C V(G') so gewéhlt,
dass

e SCT.

e Fiir zp € Xy sind in der jeweiligen Kopie von H die Knoten der Kante
eg gewahlt.

e Fiir z; € X sind in der jeweiligen Kopie von H die Knoten der Kante
e1 gewdhlt.

Damit ist TN V(G — Xy — Ng[X1]) = S und es gilt:

|S] = |T] = 4]X| — [ Xu].
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Abbildung 23: Die Kopien des Graphen H dienen als neutrale Schalter, um
die Mengen Xy und X; zu erzeugen

Sei nun umgekehrt X ein universeller Ps3-Verbinder des Graphen G und
T eine maximale Ps3-unabhingige Menge von G’. Es werden Mengen X so
gewahlt, dass:
Xo=X\T,

X1 ={x € X : die Kante e; oder e der
jeweiligen Kopie von H ist in T enthalten }.

Nach Voraussetzung und Satz 5 ist dann S = TNV(G — Xy — Ng[X1]) eine
maximale P3-unabhéngige Menge in G — Xo — N¢g[X1] mit

S|+ [X1| = ap,(G).
Aufgrund der Eigenschaften des Graphen H ist aber nun:
S| = |T| — 4]X] — | X3

und somit

IT| = ap,(G) + 4] X].
Die Behauptung ist damit gezeigt. O
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Ergebnisse

In dieser Arbeit wurde ein Algorithmus mit linearer Laufzeit angegeben, wel-
cher eine gréfite F-unabhingige Menge eines Graphen G mit beschrénkter
Baumweite findet. Als Hilfsmittel wurde dazu eine spezielle Signatur fiir jede
Knotenmenge des Graphen eingefiihrt, welche nur Informationen beziiglich
einer kleinen Knotenmenge X des Graphen enthélt. Die Mengen gleicher
Signatur wurden in Klassen zusammengefasst und es wurde gezeigt, dass
ein Algorithmus nur eine jeweils grofite Menge einer solchen Klasse finden
muss.

Fiir den Spezialfall F' = P3 wurde eine weitere Graphenklasse angegeben,
deren Graphen eine beliebig grofie Baumweite haben kénnen, fiir welche sich
jedoch immer noch in Polynomialzeit eine grofite Ps-unabhéingige Menge
finden lésst.

Diese Graphen haben letztendlich zur Einfithrung der well-F-covered
Graphen gefiihrt. Fiir einen Graphen dieser Klasse ist jede maximale F-
unabhéngige Menge zugleich auch eine grofite. Hier wurde der Fall F' = P3
naher untersucht und ein Konstruktionsverfahren fiir well- P3-covered Gra-
phen angegeben.

Offen bleibt, ob sich dieses Verfahren auch fiir allgemeines F' iibertra-
gen ldsst. Auch konnte die Frage nach der Komplexitit des Problems, zu
entscheiden ob ein Graph well-F-covered ist, nicht beantwortet werden.

Die konstruierten Beispiele lassen vermuten, dass die Fragestellung eine
sehr schwierige ist. Der Autor neigt zu der Annahme, dass das Problem
zumindest im Fall F' = P3 co-NP-schwer ist.
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A Testprogramm fiir kleine Graphen

Die Beispiele aus Abschnitt 3 wurden mit einem in C/C++ implementier-
ten Programm generiert und iiberpriift. Der Quelltext des Programms ist
auf CD-ROM enthalten. Jede Permutation einer Knotenfolge eines Graphen
erzeugt eine maximale Ps-unabhéngige Menge. Werden alle Permutationen
tiberpriift, kann bestimmt werden, ob der Graph well- P3-covered ist.

Um eine moglichst grofle Anzahl von Graphen schnell zu iiberpriifen
und alle Graphen, welche nicht well- Ps-covered sind, in wenigen Iterationen
zu finden, werden die Knoten eines Graphen zunéchst einmal aufsteigend
und einmal absteigend nach ihrem Grad sortiert. Ausgehend von diesen
Startfolgen werden bis zu einem gewissen Schwellenwert alle Permutationen
tiberpriift, danach nur noch die Permutation einer Folge.

Auf universelle P;3-Verbinder eines Graphen wird mit Hilfe von Satz 5
getestet. Fiir alle zuldssigen Testmengen X und X7 wird iiberpriift, ob der
Graph nach Loschen der Knoten Xy U N¢[X1] well-Ps-covered bleibt.

Als Eingabe erwartet das Programm eine Liste von Graphen im graph6
Format. Eine Dokumention des Formats sowie eine Liste aller zusammen-
hingenden Graphen bis 10 Knoten, generiert mit dem Programm nauty',
liegt auf CD-ROM bei.

zusammenhéngende Graphen
Anzahl Knoten || Graphen bis auf Isomorphie | davon well-P3-covered

4 6 3
5 21 4
6 112 )
7 853 13
8 11117 65
9 261080 306
10 11716571 2372

2-fach zusammenhéngende Graphen
Anzahl Knoten || Graphen bis auf Isomorphie | davon well- P3-covered

4 3 3
5) 10 4
6 o6 4
7 468 8
8 7123 49
9 194066 273
10 9743542 2294

Tabelle 1: well- Ps-covered Graphen

'Brendan McKay, http://cs.anu.edu.au/people/bdm /nauty/
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