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Abbildung 11: Verschiebungskomponenten und elektrisches Potential in Beispiel 2
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Abbildung 12: Kontaktdruck auf Ligament nach adaptiver Rechnung in Beispiel 2

1 Einfiihrung

1.1 Problembeschreibung Piezoelektrizitét

Piezoelektrische Materialien besitzten die Eigenschaft, dafi zwischen dem elastischen Ma-
terialverhalten (ausgehend vom Verschiebungsfeld w als vektorielles Primérfeld mit den
Komponenten u;) und dem elektrostatischen Verhalten (ausgehend vom elektrischen Po-
tential ¢ als skalares Primirfeld) eine Kopplung besteht. Entdeckt wurde der Piezoeffekt
Ende des 19.Jahrhunderts von den Briidern Curie, welche feststellten dafi an Turmalinkri-
stallen bei mechanischer Beanspruchung Oberflichenladungen auftreten. Dieser Effekt wird
als direkter Piezoeffekt bezeichnet. Gleichzeitig weisen piezoelektrische Materialien einen
inversen Piezoeffekt auf, das bedeutet Verformungen beim Anlegen elektrischer Spannung.
Piezoeffekte treten bei verschiedenen Kristallen mit unsymmetrischer Struktur auf. Fiir den
technischen Einsatz verwendet man heutzutage gesinterte und gepolte Keramiken, welche
einen stérkeren Piezoeffekt aufweisen als die natiirlichen Kristalle. Sehr gebréiuchlich ist
dabei die Gruppe der Blei-Zirkonat-Titanate (PZT).

Mathematisch gesehen wird ein Korper bzw. Gebiet € betrachtet, in welchem aus der Ela-
stizitédtstheorie sowie aus der Elektrostatik bekannte Bilanzgleichungen erfiillt sein miissen
und an dessem Rand geforderte Randbedingungen erfiillt werden sollen. Eine Skizze liefert
das folgende Bild:

FN,u FN,gp

I'y homogen
(,freier Rand®)

(eingespannt, leitend)

In der linearen Elektromechanik werden als Voraussetzung kleine Deformationen und linea~
res Materialverhalten verwendet, weicht man davon ab miifiten Hystereseeffekte beriick-
sichtigt werden. In Piezomaterialien liegt allgemein keine Isotropie vor, vielmehr existiert
eine definierte Materialachse (Polungsrichtung), beziiglich dieser ein transversalisotropes
Materialverhalten vorliegt. Eine Einfithrung in die lineare Piezoelektrizitit findet man in
der Literatur, z.B. [8],[9].
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Abbildung 1: Darstellung der Abhangigkeiten bei elektromechanischen Feldgrofien

1.2 Abgeleitete GréBen, Materialgesetz, Gleichungen

Das Schema in Abbildung 1 verdeutlicht die Abhéngigkeiten ausgehend von den Primérfel-
dern sowie die Kopplung zwischen elastischen und elektrischen Feldgroen. Dabei wird die
Einsteinsche Summenkonvention benutzt. Lafit man die Kopplung weg, ergeben sich auf
der linken Seite die Gleichungen des rein elastostatischen Problems, auf der rechten Seite
des rein elektrostatischen Problems.

Dabei bezeichnen:
e ¢ — Verzerrungstensor
e 0 — Spannungstensor
o F — Elektrische Feldstérke
e D — Dielektrische Verschiebung
sowie die Materialkonstanten
e C — Linear-elastischer Tensor (4.Stufe)
e « — Dielektrischer Tensor (2.Stufe)
e e — piezoelektrischer Kopplungstensor (3.Stufe)

Aus dem Kriftegleichgewicht und dem Ladungsgleichgewicht folgen die Differentialglei-
chungen

diveo +f

0
’ 1
divD —w, (1)

0.

Als Randbedingungen werden verwendet:
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Abbildung 10: Deformierte Netze bei Rechnung in Beispiel 2
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contris1 - (85 nodes)
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Abbildung 9: Startnetz und Randbedingung o, am oberen Rand in Beispiel 2

Abbildung 10 enthilt die folgenden deformierten Netze:

Nach einmaliger Totalverfeinerung und kiinstlichem Rifiwachstum bis zu = = 2.

Nach anschlielendem Abschalten der elektrischen Randbedingung und erster neuer
Losungsberechnung. Hier kommt es zur Durchdringung, da der Kontakt erst in der
apostiori-Rechnung erkannt wird und die entsprechenden Knoten bzw. Kanten fiir
die nichste Losungsiteration markiert werden.

Nach einem weiteren Losungsschritt mit unverdndertem Netz. Hier wurde der Kon-
takt erkannt und die Losung entsprechend restringiert, allerdings sind noch keine
Knoten wieder freigegeben worden da die Kontaktdruckberechnung nebst entspre-
chender Markierung wiederum im Nachgang erfolgt und erst im folgenden Losungs-
schritt wirksam wird.

Nach nochmaliger Rechnung mit unveréindertem Netz, hier wurde nun auch die Frei-
gabe von Knoten mit negativem Kontaktdruck wirksam.

Genauere Losungsapproximation nach einigen Schritten adaptiver Verfeinerung im
Anschlu8.

Die priméren Losungskomponenten sind in Abbildung 11 dargestellt.

Abbildung 12 zeigt den Verlauf des Kontaktdrucks auf der Riflinie.
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o Dirichlet-Randbedingungen:

u=wupaufI'p,, ¢=goauflp, (2)

e Neumann-Randbedingungen:
o-n=TaufI'y,, D-n=-u,aufly, (3)
Dabei entsprechen fﬂ den Volumenkriften, w, den Volumenladungen, uy und ¢y Verschie-

bungen und elektrischem Potential auf dem Rand, T Randkriften bzw. Randspannungen
sowie w, Randladungen.

Materialgesetz in Matrix-Vektor-Notation

In Tensorschreibweise lautet das Materialgesetz gemifi Abbildung 1 wie folgt:
o(u,p) = C:e(u) + e - Vo, D(u,p) =e:e(u) — k- V. (4)

Zur handlicheren Darstellung verwendet man stattdessen aber oft eine Darstellung bei
der alle Materialtensoren als Matrizen, sowie abgeleiteten Groflen als Vektoren geschrie-
ben werden. Man definiert (aufgrund Symmetrie der Tensoren o, ¢ mit reduzierter Anzahl
Freiheitsgrade):

— T :
= (81178227833725127 2523,2513) in 3D,
o T .

= (e11, €22, 2612) in 2D,

L T
= ((71170227(733,0’127172370'13) )

ol 3
0 = (011,0%,012)7, €

(5)

wobei der zweidimensionale Fall der elektromechanischen Erweiterung des ebenen Verzer-
rungszustandes entspricht. Damit 148t sich das Materialgesetz wie folgt darstellen:

(5)-(% £)) 0

Die Materialmatrizen in 3D mit z3 als Polungsrichtung sehen wie folgt aus:

Ci11 Ci12 C13 0 0 0 0 0 €13
SR I
_ 13 €13 C33 _ 33 _
C=10o 0 0 ew 0 of 2|0 o o £= 8 “61 KO :
0 0 0 0 e5 0 0 en O 33
0 0 0 0 0 Cs5 €61 0 0

wobel ¢y = %(cn — ¢12) gilt. Im zweidimensionalen Fall ist entsprechend mit verkiirzter
Darstellung

e ¢ 0 0 e o 0
C=lca c» 0 , B= 0 exn 7K:(H )
- - - 0 Koo



Bemerkung: Die vektorielle Anordnung der gemischten Komponenten im 3D-Fall wird
in der Literatur haufig anders vorgenommen, gebrauchlich ist vor allem die sogenannte
Voigt-Notation [13]: =
1.67E-10 —

118E-10 =
5.89E-11
4.74E-12

-2.23E-11

— T ._ T
g = (01170227033702370137012) , E£1= (511,522753372523,251372512) -

Je nach Notation sind dann die entsprechenden Zeilen und Spalten von C sowie Zeilen von
é zu permutieren. contris1 - (9372 nodes) Uy

8.08E-11
6.79E-11
© 420E11 —
1.62E-11
-9.69E-12
B55E-11

-4.85E-11

1.3 Bilinearformen, schwache Formulierung

Wir definieren zunichst die Riume M = H'(Q) sowie V = (H'(Q))? im 3D-Fall, V =
(H*(2))? im 2D-Fall. Unter Beachtung der Dirichlet-Randbedingungen erzeugt man die

folgenden Ansatz- und Testraume: ux
3.29E-02
Vo = {vevVv mit v=0 aufl'p,}, s f:ﬁ%
Vp = {vevVv mit v=wuy auflp,}, M) S1EG =
My = {¥e€M mit =0 auflp,}, e o
Mp = {1/) e M mit ¥ =y auf ].—‘D#,} . -4.31E-02
contris1 - (9372 nodes) P
Aus den Differentialgleichungen (1), den Randbedingungen (2) und (3) sowie dem Materi-
algesetz (4) bzw. (6) gewinnt man die schwache Formulierung des Problems: Abbildung 7: Verschiebungskomponenten und elektrisches Potential in Beispiel 1
. . c(u,v) + blp,v) = F(v) Yv € Vo
Finde v € Vp, p € M mit ’ ’ ’
pe e { b(W,u) + k(ew) = -G@) VY eM.

Hierbei sind die Bilinearformen und Linearformen definiert gemaf

T T T
contact pressure

clu,v) = [ye(u):C:e)dQ = [,(e(w)"Ce(v)dQ,
b,v) = [(Vi-e:ew)dd = [,(VY)TB
\Y%

Ko, ) = [(Vo k-Ved2 = [o(V)'EVydQ, :

F(v) = [, fvdQ + [, T-wdl, 2 :
N (10) :

GW) = JowtdQ+ [, @apdl. 1 e,
4
. L %
2 Implementierung :

-10 1 2 3 4 5 6 7 8

2.1 Sattelpunktsproblem

Abbildung 8: Kontaktdruck auf Ligament nach adaptiver Rechnung in Beispiel 1
Die schwache Formulierung des Problems (8) weist eine Sattelpunktstruktur auf. Ebendiese
Sattelpunktstruktur tritt unter anderem auch auf bei der Behandlung des Stokes-Problems



also eine nach beiden Seiten hin begrenzte Kontaktzone erwartet. Abbildung 6 zeigt das
deformierte Netz nach Hineinwachsen des Risses bis zu x = 1 und la8t eine entstandene
Kontaktzone erkennen, die sich sichtbar innerhalb des Bereiches = € [2,7], in welchem

Druckrandkréfte wirken, befindet. Auch die in Abbildung 7 dargestellten Werte der Ver-

TU Chemnitz

contris1 - (9978 nodes)
Abbildung 6: Deformiertes Netz nach adaptiver Rechnung in Beispiel 1

schiebung u, (senkrecht zur RiBlinie) sowie des Potentials ¢ (im Bild: P) zeigen einen
stetigen Verlauf in der Kontaktzone, dagegen einen Sprung iiber den Rif} auflerhalb der
Kontaktzone. Die Tangentialverschiebung wu, hingegen weist einen, wenn auch geringeren,
Sprung iiber den gesamten Rif einschlieBlich der Kontaktzone auf. In Abbildung 8 wird
der aus der FEM-Approximationslosung berechnete Kontaktdruck dargestellt, aus wel-
chem einigermaflen genau die Grenzen der Kontaktzone erkennbar sind. Der Theorie nach
sollte der Kontaktdruck einen stetigen Verlauf aufweisen und auflerhalb der Kontaktzone
aufgrund der dort geltenden Rifirandbedingung o - n = 0 verschwinden. Die Ergebnisse
der Rechnung lassen dies auch im Groben erkennen, zeigen allerdings an einigen Stellen
ein instabiles Verhalten, insbesondere um den Beginn der Kontaktzone bei etwa x = 5.75
herum. Da eine Uberverfeinerung in der gesamten Kontaktzone und insbesondere an de-
rem vorderen Rand erkennbar ist, hilft moglicherweise schon eine geeignete Anpassung des
Fehlerschiitzers zur Uberwindung der Instabilitéit.

Beispiel 2. RiBwachstum mit anschlieBendem Umschalten der Randbedingungen

In diesem Beispiel wird wieder das Gebiet €2 von oben betrachtet mit gleichem Startpunkt
und (kiinstlicher) Wachstumsrichtung eines geraden Risses. Dabei findet das Riflwachstum
unter einem Auseinanderziehen durch elektrische Belastung statt, danach werden diese
elektrischen Randbedingungen abgeschaltet und es werden schwiichere mechanische Rand-
bedingungen wirksam, die den Rifl vom Start her auf einem Teilabschnitt wieder zusam-
mendriicken. Dabei wurde der Verlauf der Randkréfte (vgl. Abb. 9) derart gewéhlt, dal ein
Kontakt im hinteren Teilabschnitt eintritt sowie eine Rifiéffnung im Teil nahe der Rilspitze
bestehenbleibt.
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sowie gemischten Formulierungen in der Elastizitét, die insbesondere bei inkompressiblen
Materialien Anwendung finden [11]. Bei diesen Problemklassen ergab sich die Notwendig-
keit einer zusitzlichen Bedingung (inf-sup-Bedingung) an die Ansatzriume V und M,
um Existenz und Eindeutigkeit einer Losung zu sichern. Was sich bei Diskretisierung
mittels FEM dann auch in einer Einschrinkung an die Wahl der endlichdimensionalen
FE-Rédume und somit zuldssigen Elementepaare dufiert. Diese Bedingung wird auch als
LBB-Bedingung (nach LADYSENSKAYA-BABUSKA-BREZZI) bezeichnet.

Im piezoelektrischen Fall liegt die Sache aber anders, hier benétigt man keine inf-sup-
bzw. LBB-Bedingung. Vielmehr gewinnt man Existenz und Eindeutigkeit der Losung aus
der Betrachtung der zusammengefafiten Groflen

== () r=()

mit einer zusammengesetzten unsymmetrischen Bilinearform
a(x,y) = c(u,v) + b(p,v) = b(¢h,u) + k(¥, @), (11)

welche mit Einfithrung einer geeigneten Norm elliptisch ist und zusammen mit der ohnehin
vorliegenden Beschrianktheit die Voraussetzungen des LAX-MILGRAM-Lemmas erfiillt. Fiir
den Beweis wird hier auf [3] und [11] verwiesen.

2.2 FE-Formulierung

Wir suchen nun eine Approximation der Losung in endlichdimensionalen Teilrdumen
V,CcV, M,c M.

Dazu wird eine FE-Diskretisierung des Gebietes €2 in ein Netz 7 betrachtet, welches sich
aus endlich vielen Elementen T' € T zusammensetzt. Die Raume V;, und M, enthalten nun
gerade die (in jeder Komponente) stetigen und elementweise polynomialen Ansatzfunktio-
nen. Die verwendeten Polynomgrade konnen prinzipiell beliebig gewéhlt werden, aufgrund
der gleichen Ordnung der Differentialoperatoren ist es allerdings sinnvoll, fiir beide Felder
gleiche Polynomgrade zu wihlen (beide linear oder beide quadratisch). Durch Wahl einer
Vektorbasis ® fiir die Verschiebungsfelder und einer skalaren Basis ¥ fiir die Potentialfelder
erhdlt man die Darstellung

Vi =span® = spa,n(gz;h 527 sy 5%) )
My = spanV = span(ir, da,..., ).

Damit ist es moglich, Koeffizientenvektoren u € R™ | p € R"™ einzufithren und damit die
FE-Ansatzfunktionen wie folgt darzustellen:

Ny p
Up = du = ZUJ¢J ) On = \I!p = ZpJ’[/}J .
j=1 =1



Ublicherweise wihlt man die Basisfunktionen in & und ¥ gerade so, daf diese in einem
Knoten der Vernetzung (im Falle ® nur in einer Komponente) den Wert 1 aufweisen, in
allen sonstigen Knoten dagegen den Wert 0. In dieser knotenbasierten Basis entsprechen
die u’ und p; gerade den Werten von u;, (Komponente) bzw. ¢;, am dazugehorigen Knoten.
Aufschreiben von (8) fiir jede der Testfunktionen qyz und 1); nebst geeigneter Einarbeitung
der Dirichletrandbedingungen fiihrt schliefllich auf ein Gleichungssystem der Form

(5 ) () (&) a2

welches eine zur Schwachen Formulierung dquivalente Sattelpunktstruktur besitzt. Dabei
ist die gesamte Systemmatrix symmetrisch, aber nicht positiv definit. Allerdings sind so-
wohl C als auch K positiv definit.

2.3 Loser und Vorkonditionierung

Zur Losung des entstandenen linearen Gleichungssystems (12) kann nicht der gewthnliche
CG verwendet werden, da bei der Systemmatrix

C B
(o )

zwar Symmetrie, aber keine positive Definitheit vorliegt. Stattdessen wird eine Modifikation
des von BRAMBLE und PAsciak eingefithrten Bramble-Pasciak-CGs [1] verwendet, der
Abkiirzung halber im Folgenden als BPCG bezeichnet. Hierbei wird auf eine von MEYER
et.al. beschriebene Variante zuriickgegriffen, siehe [5],[6],[11]. Der Grundgedanke des BPCG
fufit darauf, mittels einer geeignet gewéahlten Vorkonditionierung unter Ausnutzung der
Blockstruktur das Gleichungssystem (12) so zu transformieren, daff die neue Systemmatrix
A beziiglich eines speziell gewithlten Skalarprodukts (.,.) symmetrisch und positiv definit
ist. Konkret multipliziert man A und rechte Seite von links mit

K Cy'! 0
~\0By'BTC,yt —0Bt )
wobei v und ¢ positive Parameter sind, Cy ein Vorkonditionierer fiir C sowie By ein weiterer
Vorkonditionierer fiir das inexakte Schurkomplement

S=B"C,'B+K.

Dabei sollen Cy und By symmetrisch sein sowie 7 klein genug, dal C —~yCy positiv definit
bleibt. Die vorkonditionierte Systemmatrix A4 = A ist damit symmetrisch und positiv
definit im Skalarprodukt

<X, y> = ((C - ’YCO)uv V) + (571B0p7q) = <u7v>0 + <p, q>U7 (13)

Normal- und einen Tangentialanteil und 1a8t in die Fehlerschétzung lediglich den Tangenti-
alanteil einflieBen. Die Werte von D -n hitte man bei Verwendung der Kontakt-Ubergangs-
bedingungen (25) schon abgeglichen und kénnte man damit in diesem Fall ignorieren. Auf
dem restlichen Rifl wire dann im einfachsten Fall gegen die homogene Neumannbedingung
abzugleichen, beim semipermeablen Rif§ verkompliziert sich die Betrachtung entsprechend.

4.5 Numerische Beispiele

An ersten einfachen Beispielen soll getestet werden, ob die Kontaktroutinen arbeiten und
die Rechnung zu einem plausiblen Ergebnis fiihrt. Verwendet wurden jeweils Materialkon-
stanten eines Piezomaterials PZT4, [7],[10].

Beispiel 1. Langes Bauteil mit gewaltsamem Durchwachsen unter Druck

Hier wurde ein lingliches Rechteckgebiet Q = [0,8] x [0,2] verwendet, mit homogenen
Dirichletbedingungen u = ¢ = 0 auf dem unteren Rand (y = 0), sowie einwirkenden
mechanischen Kréften in Normalenrichtung auf dem oberen Rand (y = 2) mit einem
Ortsverlauf gemdf Abbildung 5. Ausgehend vom Punkt (8,1) am rechten Rand wird nun

TU Gremniz
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Abbildung 5: Startnetz und Darstellung der Randbedingung oy, am oberen Rand

kiinstlich ein gerader Rifl waagerecht in das Gebiet hineingetrieben. Dabei ziehen die wir-
kenden Randkrifte den Rifl zunéchst lediglich nahe des Starts bei x = 8 auseinander,
weiter im Gebietsinneren wirkt dagegen eine Druckkraft welche die entstehenden Rifiufer
aufeinanderdriickt. In diesem Bereich soll eine Kontaktzone erzeugt werden. Lafit man
den Rif} weit genug durch €2 hindurchwachsen, so treten ungefihr ab z < 2 wieder Zug-
kréafte auf, die in diesem Bereich eine Rifioffnung herbeifiithren sollten. Im Ergebnis wird
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Dabei ist n als Normale der deformierten Kante aus den mittels (26) erhaltenen
Knoten definiert.

o clektrisches Potential: Verwendung eines einfachen Mittelungsprojektors P, mit

n(G)=G D)

Hierbei wird die als vergleichsweise gering angenommene Verschiebung langs der
Rifrichtung fiir das Potential in Vereinfachung erst einmal ignoriert.

NI I

Kontaktdruckberechnung

Schliefflich stellt sich das Problem wie mit den Knoten bzw. Kanten, fiir die einmal ein Kon-
takt festgestellt wurde und Projektoren gesetzt wurden, in weiteren Verfeinerungsschritten
verfahren wird. Lat man die Kontaktkanten einfach auf Kontakt stehen und vererbt die-
se Information bei Verfeinerung an die Tochterkanten weiter, kann es dazu kommen dafl
Knoten aufgrund einer im groben Level erhaltenen Kontaktinformation aneinander “kle-
ben”, obwohl in der inzwischen feineren Auflésung der Kontaktzone diese Knoten keinen
Kontakt mehr hétten (Rifioffnen). Das heifit, der Rifi wiirde durch die Projektion kiinstlich
zusammengehalten.

Man braucht also eine Zusatzinformation ob ein einmal erkannter Kontakt bestehenbleibt,
falls dies nicht der Fall ist konnen die Projektoren wieder abgeschalten und die entspre-
chenden Knoten freigegeben werden. Fiir diesen Test eignet sich die Berechnung des Kon-
taktdruckes peony aus der Ndherungslosung ¥V Kontaktkanten .S; :

T
Peont = —Non.

Falls peony < 0, werden die Knoten auf der entsprechenden Rilkante freigegeben.

Anpassung des Fehlerschitzers

Es stellt sich die Frage, wie die Kontaktkanten (die ja weder zum Dirichlet- noch zum
Neumannrand gehéren) bei der Fehlerschitzung zu betrachten sind. Von einer Behandlung
als Dirichletkanten ist abzuraten, da hierdurch verhindert wird daf eine Verfeinerung an
den Réndern der Kontaktzone erfolgt, welche gerade fiir eine jedenfalls gewiinschte bessere
Auflésung der Kontaktzone im Zuge der Adaptivitit notwendig ist. Eine Behandlung als
(homogene) Neumannréinder ist moglich, fiithrt allerdings leicht zu einer Uberverfeinerung
des gesamten Kontaktrandes. Ursache hierfiir ist, daf etwa durch den Kontaktdruck die
Werte von o-n auf den Kontaktrindern nicht verschwinden. Eine Méglichkeit besteht darin,
bei Kontakt und positivem Kontaktdruck fiir die entsprechenden Kanten eine Rutschrand-
bedingung anzusetzen. Wie in [12] beschrieben, zerlegt man dann zunéchst o - n in einen
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wobei (.,.) das iibliche euklidische Skalarprodukt im R™ bzw. R" bezeichnet und die
folgende Blockschreibweise benutzt wird:

<))

Der (modifizierte) BPCG entspricht schlieSlich dem iiblichen CG mit A und (., .).

Vorkonditionierung und Parameterwahl

Entscheidend fiir die Benutzbarkeit des BPCG ist die Wahl guter Vorkonditionierer Cy und

By. Wihrend als Cy analog zum linear-elastischen Fall eine iibliche Multilevel-Vorkonditionierung

verwendet werden kann, ist dies fiir By zunéchst nicht gesichert gewesen. Allerdings konnte
in [11] gezeigt werden, dafl es geniigt, einen guten Vorkonditionierer fiir K zu finden, da
eine Spektraldquivalenzabschétzung zwischen K und dem gesamten Schurkomplement S
existiert. Somit kann aber als By wiederum einfach eine Multilevel-Vorkonditionierung fiir
K verwendet werden. Aufgrund der durch die Adaptivitéit ohnehin vorhandenen Netzhier-
archie bietet sich dabei im 2D-Fall insbesondere der Hierarchische-Basen-Vorkonditionierer
nach YSERENTANT [14] an. Bei echten 3D-Problemen sollte fiir optimale Kondition besser
der etwas schwieriger zu implementierende BPX-Vorkonditionierer zum Einsatz kommen.

Eine weitere Voraussetzung fiir verniinftige Konvergenz des BPCG ist die Wahl geeigneter
Parameter v und . Hierzu wurden einige Uberlegungen angestellt, sieche dazu [11], [6].
Fiir v konnte dabei lediglich die Aussage getroffen werden, dafl ein relativ grofler Wert
nahe der zulissigen Beschriinkung giinstig ist (fiir die man den kleinsten Eigenwert von
C;'C bestimmen miifite oder einfach ein empirisch gewihltes v auf Zulissigkeit testet
und gegebenenfalls verkleinert). Fiir die Wahl von ¢ kann dagegen mit relativ begrenz-
tem Rechenaufwand (entspricht etwa einer CG-Iteration) ein Tip mittels Berechnung von
Rayleigh-Quotienten getroffen werden.

Einbindung von Projektoren

Viele Problemstellungen fiihren zu zusétzlichen Restriktionen, die eine spezielle Behand-
lung notwendig machen. Eine Moglichkeit ist es dabei, Unterraum-Projektionstechniken
einzusetzen (ausfithrlich beschrieben in [12]). Dabei werden Projektionen direkt in den
CG-Loser eingebettet, diese Techniken sind fiir verschiedene Restriktionen einsetzbar wie
beispielsweise hingende Knoten, periodische sowie Rutschrandbedingungen oder eben Kon-
taktprobleme. Dafiir miissen geeignete Projektoren P konstruiert werden, die dann mit der
Vorkonditionierung in den Léser eingebettet werden. So verwendet man bei Projektoren
fiir die Verschiebungsfelder statt Cy' den modifizierten Vorkonditionierer

C;l = pCy'PT. (14)



Der Projektor links sichert dabei die Projektion in den gewiinschten Unterraum, wihrend
der transponierte Projektor wieder die gewiinschte Symmetrie erzeugt.

2.4 Adaptivitat

Eine adaptive Netzverfeinerung bietet ausgehend von einem Grobnetz erheblich bessere
Méglichkeiten, die Losung vor allem an kritischen Stellen (Singularititen, Randschichten
usw.) aufzulésen, ohne dabei die Gesamtzahl der Freiheitsgrade unverhéltnisméafliig anwach-
sen zu lassen. Bei einer Totalverfeinerung (uniforme Netzverfeinerung) hingegen ist fiir jede
Verdopplung der Auflsungsschérfe niherungsweise eine Vervierfachung in 2D, sogar eine
Verachtfachung in 3D der Knotenzahl bzw. Freiheitsgrade notwendig. Womit schnell die
Grenzen von Rechenleistung und Speicherkapazitét erreicht wéren.

Prinzipiell existieren 2 Zugénge zur adaptiven Verfeinerung:

e Nutzung von a-priori Informationen iiber die Losung
Man verfeinert das Netz gerade an den Stellen besonders stark, die von besonderem
Interesse sind. Meist sind das diejenigen wo bekannt ist oder erwartet wird, daf§ die
Losung eine verminderte Glattheit aufweist. Beispiele hierfiir wiren graduelle Netz-
verfeinerung um Singularitéten an einspringenden Ecken, Rifispitzen oder Spriingen
in den Randbedingungen.

o Giitebewertung des Netzes anhand Niherungslosung

Man berechnet fiir ein bestehendes Netz eine numerische Losung, und erzeugt nun
aus dieser lokalisierte Fehlerindikatoren, welche eine Information dariiber liefern an
welchen Stellen das Netz besonders verfeinerungsbediirftig wére um eine bessere
Auflésung der berechneten Felder zu erzielen. Hierzu werden Fehlerschitzer verwen-
det. Der Vorteil dieser Methode liegt darin, daf sie fiir allgemeinere Probleme an-
wendbar ist und automatisch auch an nichtvorhergesehenen Stellen eine Verfeinerung
erzeugen kann, falls sich dies im Laufe der Approximation als sinnvoll erweist.

Fiir das lineare piezoelektrische Problem wurde ein residualer Fehlerschétzer verwendet,
welcher auf Kantenspriingen von o - n sowie D - n basiert und als Erweiterung des fiir
linear-elastische Probleme bekannten Fehlerschétzers ist. Eine Herleitung mit Nachweis der
Zuverlassigkeit dieses Fehlerschiitzers findet man recht ausfiihrlich in [11]. Man definiert
dazu fiir jede innere Kante S mit dem Einheitsnormalenvektor n den Sprung einer Funktion
v iiber S an einer Stelle z € S durch

[v(x)]s = hlinjo(v(a: + hn) —v(z — hn)). (15)

Aus der Naherungslosung (uy, ¢5) gewinnt man nun fiir jede Kante S; eine vektorielle und
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Abbildung 4: Ausschnittskizze eines deformierten Netzes mit Rifl bei kleinen (links) und
groferen Verschiebungen (rechts)

sogar das gesamte gegeniiberliegende Riflufer auszudehnen. Der folgende Algorithmus un-

tersuchet, ob ein Kantenmittenknoten Z;,, in das Element 7;" eingedrungen ist oder iiber

die Verlingerung der RiBkante S; von T;r verschoben wurde. Die Anfangs- und Endknoten
gehoren zu mehreren Kanten und werden erstmal nicht extra getestet, werden aber im
Kontaktfall der Mittenknoten einer Kante mitbehandelt.

Algorithmus 4.1
V Elemente T;" tue:
1. Berechne Innennormale n; zu T;"
2. Bilde d;, = uy,, — v}, = Eindrin-
gung, falls £(n;, d;m) < 90°
3. Falls d; ;,, - n; > 0, Kontaktmarkierung
und Erzeugung zuldssiger Startwerte
fiir Verschiebungen an der Kontaktkan-
te, hier exemplarisch fiir die Anfangs-
knoten:

1
Uig =5 (uig+uly) (26)

Die Startwerte fir die Endknoten wer-
den analog gewdhlt, die Mittenknoten
konnen mit linearer Interpolation einer
geraden Kante erhalten werden. (Dies
stimmt im Fall quadratischer Elemen-
te nicht automatisch mit der Mittelung
gemdf (26) iiberein!)

Projektoren

Nach Feststellung eines Kontaktes und Setzung zulédssiger Startwerte der Verschiebung
u werden fiir alle Knoten der Kontaktkante Projektoren fiir die Verschiebung sowie das
elektrische Potential gesetzt:

e Verschiebung: Einschalten eines Rutschprojektors P, mit
P, (“;r ) - “;T m;T (UT)
— — T T — .
“\u; me I ) \y
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gegeneinander kontaktverddchtig sind. Kommt es zum Kontakt, ist also aus mechanischer
Sicht zu sichern:
uton=u -n. (23)

Das heifit, ein Eindringen von Knoten in Normalenrichtung wird verhindert. Eine Gegen-
einanderverschiebung der Riffufer in Tangentialrichtung ist dagegen zuléssig.

Zusitzlich ist es bei piezoelektrischem Material naheliegend, dafl bei Auftreten von Kon-
takt ein elektrischer Potentialausgleich stattfindet. Man fordert daher zusétzlich fir die
Kontaktzone

=9 (24)
Um Stetigkeit des elektrischen Flusses zu sichern, empfiehlt es sich sogar mit einer weiteren
Ubergangsbedingung in der Kontaktzone den Normalenflufl D - n auszugleichen:

Dt -n=D-n. (25)

4.4 FEM-Implementierung des RiBkontaktes

Um eine Behandlung der Kontaktzone geméfi Gleichungen (23)-(25) in die Finite-Element-
Rechnung einbetten zu kénnen, ist es zunéchst notwendig die approximierte Kontaktzone
zu ermitteln. Anschliefend kénnen, wie in [12] fiir linear-elastisches Materialverhalten be-
schrieben, Projektoren genutzt werden mit entsprechender Erweiterung auf den piezoelek-
trischen Fall.

Eindringungstest

Um die Kontaktzone zu ermitteln, sollen zunédchst aus der Néherungslosung heraus ein-
gedrungene Knoten bestimmt werden. Wir gehen von der Situation aus, daff ein Rif§ mit
Teilungskanten und gedoppelten Knoten (+/—) vorliegt. Um die Betrachtung nicht unnétig
zu verkomplizieren, soll ein Kontakt im Weiteren nur zwischen den Riflufern untersucht
werden.

Als weitere Vereinfachung soll zunéchst angenommen werden, dafl die Elemente zwischen
denen ein Kontakt auftritt, direkt gegeniiber des Risses liegen (im Ausgangsnetz also ei-
ne gemeinsame Kante S; besitzen). Diese Annahme kann dadurch motiviert werden, daf
im linearen Modell ohnehin eine Beschrankung auf kleine Deformationen vorliegt, demzu-
folge auch die Tangentialverschiebung u; in Rifirichtung klein ist, woraus wiederum folgt
daB sich die aus der Verdopplung des Knotens z; heraus entstandenen Knoten z; und
x; im deformierten Gebiet etwa gegeniiber befinden. Sieche dazu auch Abbildung 4. (die
dick gezeichneten Kanten resultieren dabei jeweils aus Teilung einer Beispielkante). Der
Eindringungstest wird deswegen in einem ersten Schritt auf gegeniiberliegende Elemente
beschrénkt. Es ist allerdings ebenso moglich, die Suche auf benachbarte Elemente oder
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eine skalare Fehlergrofie:

[o(un,pn) -n]s;, S;innere Kante

Rjﬁg = T— U(u;“ gOh) n Sj C FN,u (16)
0 S;CTlpy.
[D(un, ¢n) -n]s,  Sjinnere Kante

Rij = ws + D(uh, (ph) n Sj C FNW (17)
0 Sj C FD,AP-

Mit deren Hilfe definiert man schliefilich Fehlerfunktionale
0, = meas(Sj)/S |R;o|1%ds, np= meas(S]-)/S R ds. (18)
j j
Die Theorie besagt nun, dafl
7]2 = Z ((:1 'r]ia + 027/]2.’[,)
Sj

den Fehler nach oben abschétzt, wobei allerdings eine korrekte Wahl der Gewichtungs-
konstanten ¢; und ¢y schwierig ist. Diese Problematik umschifft man mit der folgenden
Verfeinerungsstrategie: Vergleiche nun fiir jede Kante S; die Werte 7;, mit den Maximal-
werten und markiere .S; zur

— Verfeinerung, falls -22 oder -Z2- grof,
Tmas. T, D '

— Vergrsberung, falls "= und -2 Klein.
max,o ma,

3 Besonderheiten von Randbedingungen

3.1 Konstantes Potential auf Teilrdndern

In der technischen Anwendung kénnen Fille auftreten, in denen ein Teil des Randes mit ei-
ner leitfihigen Schicht tiberzogen ist, z.B. erzeugt durch Aufdampfen eines leitfahigem Ma-
terials. Von Berechnungsseite her bedeutet dies, daf auf einem oder mehreren Teilrdndern
Teilrand I'y, C T' (als Beispiel Innenrand von Lochern) ein konstantes elektrisches Potential
vorliegt, d.h.
plx) = firzely.

Diese Art Randbedingungen wurde schon 1943 von COURANT in einem Problem zur Tor-
sion langer Séulen mit mehrfach zusammenhéngenden Querschnitten erwédhnt [2]. Im Ge-
gensatz zu einer Dirichletrandbedingung ist allerdings der Wert von ¢, nicht vorgegeben,
sondern ergibt sich bei der Berechnung als Losung. Genauer gesagt reduziert sich die Anzahl
der @-Freiheitsgrade auf dem Teilrand I'y, von urspriinglich ny auf 1. Eventuell zu erwarten-
de mechanische Auswirkungen der leitfiahigen Schicht werden vorerst nicht berticksichtigt.



Dies wire in anderen Fillen wie etwa mit leitfdhiger Fliissigkeit gefiillten Lochern oder erst
recht festen metallischen Inklusionen unbedingt angezeigt.

Die numerische Behandlung solcher Randbedingungen kann mit vergleichsweise geringem
Zusatzaufwand geméf (14) durch Einbettung einer Projektion in den Léser erfolgen. Die
Projektion erfolgt dabei am einfachsten durch eine (eventuell gewichtete) Mittelung iiber
die beteiligten Knoten. Der zugehorige Projektor P, wiirde damit wie folgt wirken:

k k
o 1 o
. . k k
By N =1: (UJg)v"'va(zk)) :
k k
995%) 1 ‘PLA)
wobei die positiven Gewichte w die Bedingung
ng
S -1
i=1
erfiillen miissen, bei einfacher Mittelung wéhlt man wgk) = é firi=1,...,n.

Numerisches Beispiel mit Aquipotential auf Teilrand

Es wird ein piezoelektrisches Bauteil in Form eines liegenden U betrachtet, welches auf einer
festen (aber isolierenden) Unterlage befestigt ist und auf welches von oben eine Kraft wirkt.
An den gegeniiberliegenden Innenseiten befinden sich leitfahige Schichten, welche man sich
als aufgedampfte Elektroden vorstellen kann. Wir betrachten also Q = (0,3)?\ [1,3)x[1, 2],
mit den Randbedingungen

u=0 auf Tp,=(0,3)x0,

¢=0 auf Tp,=(1,3)x1,

p=¢ auf I''=(1,3)x2,
o-n=o0y auf Iy, =(0,3) x 3.

Die Startvernetzung der Anordnung mit Viereckselementen ist in Abbildung 2 dargestellt.
Durch die einwirkende Kraft entsteht mittels piezoelektrischer Kopplung zwischen den
beiden Elektrodenréndern I'; und I'p , eine elektrische Spannung, welche der Potentialdif-
ferenz entspricht. Zur eindeutigen Bestimmtheit ist das Potential der Dirichletbedingung
entsprechend an der unteren Elektrode auf Null gesetzt, wihrend es an der oberen einen
konstanten Wert aufweist, welcher als Naherungslosung ermittelt wird. Zum Vergleich wur-
de auch eine Modifikation des Beispiels gerechnet, bei der die Leitfahigkeitsrandbedingung
auf I'; einfach weggelassen bzw. in eine homogene Neumannrandbedingung umgewandelt
wurde.
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Es existieren theoretische Betrachtungen und Rechnungen zu RiBwachstum unter elektri-
scher Belastung (z.B. JANSKI et. al., SANDIG et. al.), bei denen tatsichlich ein Uberlappen
der Rifufer eintritt bzw. vorhergesagt wird. Daher stellt sich die Aufgabe, derartige physi-
kalisch nicht zuléssige Durchdringungen in der FEM-Rechnung zu verhindern. Es ist also
eine Erweiterung des Piezoproblems zu einem Kontaktproblem notwendig, wobei hier der
Kontakt eines Korpers mit sich selbst als Spezialfall des Mehrkorperkontaktes vorliegt.

4.2 Bezeichnungen

Zunichst werden einige Bezeichnungen eingefiihrt fiir Elemente, Kanten und Knoten am
RiB. Dabei wird vereinbart, daf alle Bezeichnungen mit Tilde das deformierte Netz betref-
fen, die ohne Tilde das undeformierte Ausgangsnetz.

Insbesondere gilt fiir die Koordinaten der verschobenen RiBknoten:

— + o -
T =z +u T, =x+uy .

4.3 Kontaktproblem fiir Verschiebung und Behandlung des Potentials

Um eine physikalisch unzuléissige Durchdringung des anderen Gebietsrandes durch Kno-
ten zu vermeiden, wird die Verschiebung potentieller Kontaktknoten mit Restriktionen
belegt, vergleiche dazu die Dissertationsschrift von R. UNGER [12]. Der Rif} ist dabei ein
Spezialfall, wo gerade die auf gegeniiberliegenden Ufern befindlichen Knoten und Kanten
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4 RiBschlieBen und Kontaktproblem

4.1 Motivation fiir RiBkontaktbetrachtung
RiBwachstum im linear elastischen Fall

Im elastischen Material ist die typische Situation, daf ein Rifwachstum nur dann auftritt,
wenn sich der Riff durch entsprechende Krafteinwirkung 6ffnet, wie die folgende Darstel-
lung illustriert.

Rissvortrieb |

Der Rifivortrieb hiingt von der Spannung ¢ ab, entscheidend sind allerdings nicht Werte
von o an einzelnen Punkten, sondern sogenannte Intensitéitsfaktoren (K-Faktoren) der
auftretenden Singularititen. Diese weisen an der RiBspitze ein asymptotisches Verhalten
der Form

Uij ~ 7’71/2

auf, mit Koeffizienten K, Kj; bei Darstellung in Polarkoordinaten mit Ursprung in der
Rif3spitze.

RiBschlieBen bei Piezomaterial

Bei piezoelektrischen Materialien besitzt das elektrische Feld durch die Verkopplung einen
Einfluss auf die RiBentwicklung. Zudem finden Anwendungen von Piezo-Sensoren und -
Aktoren héufig unter zyklischer Belastung statt. Beides kann zu einem (vollstdndigen oder
teilweisen) SchlieBen des Risses mit Kontakt zwischen den gegeniiberliegenden RiSufern
fiihren.
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apotl - (38 nodes)

Abbildung 2: Startnetz des Beispiels

Nach einigen Schritten adaptiver Verfeinerung sind die verformten Netz sowie die elektri-
sche Potentialverteilung und ihre Isolinien in Abbildung 3 dargestellt, die oberen Bilder
gehoéren dabei zu dem Problem mit Aquipotential auf Ty, die unteren Bilder zur modifi-
zierten Vergleichsvariante.
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Abbildung 3: Deformiertes Netz und Potential nach Verfeinerung mit (oben) und ohne
(unten) Aquipotentialrand
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Die numerischen Ergebnisse zeigen vor allem bei der Aquipotentialvariante eine starke
Verdichtung der Potential-Isolinien entsprechend hohen Gradienten (elektrische Feldstarke)
an den inneren Ecken an, dort liegen mit den einspringenden Ecken und dem Wechsel der
Randbedingung gleich 2 Ursachen fiir eine Singularitit des elektrischen Feldes vor. Die
Konzentration der Verfeinerung weist darauf hin, daf§ der Fehlerschitzer die auftretenden
Singularitéiten identifiziert. An den Ergebnissen zum modifizierten Vergleichsbeispiel kann
man beobachten, dafl auf dem nun freien Randstiick die Isopotentiallinien nicht mehr alle
zur inneren Ecke abzweigen, sondern in den inneren Rand hineinlaufen. Die Verformung
des Rechengebietes dndert sich dabei allerdings nur geringfiigig.

3.2 RiBproblem

An den RiBufern im Gebiet gelten Rand- bzw. Ubergangsbedingungen. In der Literatur
werden dazu verschiedene Modelle diskutiert, siehe z.B. [9],[4]. Fiir den elastischen Teil der
Randbedingungen ist die Annahme normalspannungsfreier Rifirdnder iiblich (o - n = 0).
Im Fall daB es zur Rifiéffnungkommt und kein Kontakt zwischen den Riffufern auftritt, ist
diese Annahme bei elastischem Material auch sehr realistisch. Piezomaterialien stellen hier
insofern eine Besonderheit dar, dafl zwischen den Rifufern eine Potentialdifferenz auftreten
kann, welche zur elektrischen Anziehung fithrt. Diesen Effekt konnte man in die elastischen
Randbedingungen mit einflieflen lassen, und somit vom homogenen Neumannrand abwei-
chen.

Nomenklatur am RiB: Wir bezeichnen die beiden Riflufer als “+”-Ufer und “—”-Ufer,
entsprechend Verschiebung, Potential und abgeleitete Gréfien auf den Ufern mit den Indizes
+ und —.

Modellierung der RiBrandbedingungen

Fiir die elektrischen Randbedingungen existieren 3 gebrauchliche Modelle: Der impermea-
ble Rif}, der vollstindig permeable Riff und der semipermeable Rif.

e Impermeable Rifirandbedingungen
Die impermeable Modellierung des Risses geht von der Annahme aus, dafl das zwi-
schen den Riflufern befindliche Medium ideal impermeabel ist, also elektrisch nicht
durchlissig. Die entsprechende Randbedingung wére damit in Analogie zur elasti-
schen Normalspannungsfreiheit
D-n=0. (19)

Da die iiblicherweise vorhandenen Rimedien Luft und Vakuum eine um mindestens
3 GroBenordnung kleinere Permeabilitét x besitzen als die Piezokeramik selbst, er-
scheint dies zunéchst als gute Ndherung. Dieses wird allerdings dadurch relativiert,
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dafl im Normalfall nur eine im Verhéltnis zur Gebietsgroie sehr kleine RiB6ffnung
stattfindet, und durch den geringen Abstand zwischen den Rifiufern doch mit einer
merkbaren elektrischen Beeinflussung gerechnet werden mufl. Aus diesem Grund wird
auch mit semipermeablen und (ideal) permeablen Randbedingungen gearbeitet.

Vollstindig permeable Riflrandbedingungen
Das Modell des permeablen Risses fufit auf der Annahme, daf§ der Rif nur eine
geringe Offnung aufweist und somit den Durchgang des elektrischen Feldes nicht
wesentlich stort. Dieses Modell betrachtet faktisch den Rif§ im elektrischen Sinne als
gar nicht vorhanden. Man erhilt dabei stetige Ubergangsbedingungen fiir Potential
und elektrischen Fluf (dielektrische Verschiebung):

o () = T (z), D -n=D%.n. (20)

Semipermeabler Rif3

Die Modellierung als semipermeabler Rifl kommt der Realitédt am néchsten, da sie
innerhalb des Risses ein realistisches Medium mit einer definierten Permeabilitit
postuliert. Konkret wird ein Rifmedium (gewohnlicherweise Luft) angenommen mit
einer Permeabilitiitskonstante 1. In die entsprechende Ubergangsbedingung flieft im
Unterschied zu den beiden idealisierten Modellen auch die RiBéffnungsweite u™ — u™
zwischen den Riffufern bzw. deren Normalkomponente mit ein. Man erhélt:

L -
D" -n=D M=K (21)

Zu beachten ist, dafl diese Bedingung eine Abhéngigkeit von der Losung besitzt, die
als Nichtlinearitdt eine geeignete Behandlung erfordert. Eine erste und einfachste
Idee wire hierbei, diese semipermeable Randbedingung als elektrische Neumannbe-
dingung auf dem Rifirand einzuspeisen, und darauf zu hoffen dai durch Einbettung
in die adaptive Iteration eine Konvergenz eintritt. Allerdings geht gerade bei nahezu
verschwindender Rifioffnung der Nenner in (21) gegen Null, was numerische Instabi-
litdten befiirchten 148t.

‘Weiteres

Um auch noch die elektrische Anziehung zwischen den RiBufern als mechanische Wir-
kung zu erfassen, ist eine Erweiterung des semipermeablen Modelles in Abkehr von
den spannungsfreien Riffirandbedingungen moglich. Dazu kann die folgende Gleichung
verwendet werden:

1 -2
o+-n:a_~n:7/@L(u) n. (22)
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