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Zusammenfassung

Following generally accepted axioms and assumptions the authors deve-
loped a phenomenological, thermodynamically consistent material mo-
del for large anisotropic elastoplastic deformations based on a substruc-
ture concept. The material model originally includes a stress relation
in rate formulation, evolutional equations for the internal variables mo-
deling the hardening behavior, and the yield condition. Due to the ne-
cessary time discretization solving the initial value problem (IVP) this
approach is associated with an incremental stress computation. It will be
shown that, within this context, the accuracy of stress values essentially
deteriorates with increasing load steps. Consequently, the authors sub-
stitute the usual stress relation including the symmetric plastic strain
tensor of right Cauchy-Green type instead of the stress tensor into the
set of unknown constitutive variables. Stresses are explicitly computed
from a hyperelastic material law depending on the elastic strain tensor.
Furthermore, as an alternative to the plastic strain tensor the solution
of the IVP considering an evolutional equation for the plastic part of
the deformation gradient has been studied. This procedure simplifies
the mathematical structure of the system to be solved as well as the
computation of substructure-based variables which are suitable for the
analysis of texture development. The presented numerical strategies we-
re implemented into an in-house FE-code. Some examples illustrating
their accuracy, stability as well as efficiency are discussed.
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1 Einfiihrung

Die algorithmische Umsetzung geeigneter Materialmodelle in Berechnungswerk-
zeuge, die beispielsweise auf der Finite Elemente Methode basieren, ist grund-
legende Voraussetzung fiir die erfolgreiche numerische Simulation des mechani-
schen Verhaltens von Bauteilen und Konstruktionen. Zur Beschreibung kleiner
elastisch-plastischer Verzerrungen haben sich verschiedene Ansétze in der Praxis
bewihrt. Fiir eine Vielzahl technischer Fragestellungen, wie etwa Umformpro-
zessen, ist es erforderlich, Materialmodelle zu entwickeln, die groe Verzerrungen
berticksichtigen. Speziell trifft dies im Fall des Auftretens plastischer Anisotropien
Zu.

In den vergangenen Dekaden wurden unterschiedliche Modelle zur Erfassung der
plastischen Ansiotropie entwickelt. Hill [39] schlug eine quadratische FlieBbe-
dingung fiir den Spezialfall der Anfangsorthotropie vor. Wegen seiner Einfach-
heit wird das Hill-Kriterium bis heute in seiner Originalformulierung genutzt.
Dariiber hinaus diente es als theoretisches Fundament einer ganzen Klasse nicht-
quadratischer anisotroper FlieSbedingungen hoherer Ordnung, wie sie z. B. von
Hill selbst [41,43], Hosford [44], Barlat und Lian [5] sowie Barlet et al. [6] un-
ter der Annahme isotroper Verfestigung entwickelt wurden. Im Gegensatz dazu
beriicksichtigen Wu et al. [91] eine Kombination aus isotroper und kinematischer
Verfestigung.

Zur Modellierung der plastischen Anisotropie in einem allgemeineren, phinome-
nologischen Sinn diskutierten Besdo [8], Haupt and Tsakmakis [34], Aravas [2],
Ning and Aifantis [69], Sansour [74], Frangois [27] und andere Autoren Weiterent-
wicklungen des Hillschen Ansatzes. In diesem Zusammenhang nahmen sie an, dass
die FlieBbedingung nicht nur vom Spannungstensor, sondern zusétzlich von ge-
eigneten inneren Variablen abhéngt, die verschiedene Formen des Verfestigungs-
verhaltens beschreiben.

Umfangreiche experimentelle Untersuchungen bestitigten die Auffassung, dass
die Verteilung der Kristallorientierungen Hauptursache fiir das Auftreten von
Anisotropien in kristallinen Einphasenmaterialien ist. Das forderte insbesonde-
re in den letzten zwanzig Jahren die Entwicklung von anisotropen elastisch-
plastischen Materialmodellen auf der Grundlage mikromechanischer Ansétze der
Kristallplastizitét. Entsprechende Modelle wurden beispielsweise von Asaro [3],
Dafalias and Aifantis [25], Beaudoin et al. [7], Havner [38], Steck [80], Ning and
Aifantis [70] und Miehe et al. [67] présentiert. Sie stellen plausible Konzepte
zur Vorhersage der Entwicklung von Anisotropien in Metallen dar. Besonders
erwihnenswert ist die Interpretation der multiplikativen Zerlegung des Deforma-
tionsgradienten im Kontext der Kristallplastizitéit durch Asaro [3] zur Definition
der Ausrichtung der plastischen Zwischenkonfiguration.



Unter Beriicksichtigung der deformationsinduzierten Anisotropie (Textur) gibt
Kersten [48] eine umfassende Darstellung von richtungsabhingigem Material-
verhalten bei Metallen, welche eine kristalline Mikrostruktur aufweisen. Neben
phanomenologischen Modellen ohne Bezug auf die reale Materialstruktur stellt
er zwei prinzipielle Herangehensweisen zur Beschreibung der Anisotropie vor:

e Die phinomenologische Betrachtung auf der Basis von Strukturtensoren
(vgl. [37,72,83,93,94]). Dieser Ansatz erfordert wegen der notwendigen Aus-
richtung der Strukturtensoren das Vorhandensein einer Anfangsanisotropie.
Zudem konnen nur fiir orthotrope und transversal isotrope Materialien rela-
tiv einfache zweistufige Strukturtensoren angegeben werden. Die Erfassung
einer komplexeren Anisotropie ist nur mit hoherstufigen Tensoren méglich.

e Mikrostrukturelle Ansétze der Kristallplastizitit. In diesem Zusammenhang
werden die Kristallorientierung und die Entwicklung von Texturen an die
Richtungsvektoren zur Charakterisierung der Gleitsysteme gebunden. Fiir
diese Gleitsysteme werden innere Variablen definiert und deren Entwick-
lung durch thermodynamisch konsistente Ansétze beschrieben. Im Rahmen
der Kristallplastizitét ist die Moglichkeit der Entwicklung einer deformati-
onsinduzierten Anisotropie aus einem isotropen Anfangszustand gegeben.

Ausgehend von der Betrachtung der Gleitvorgéinge am Einkristall werden dessen
Orientierung durch die Lage des Kristallachsensystems gegeniiber einem globalen
Bezugssystem und die Texturbildung als Orientierungsénderung der Kristallrich-
tungen modelliert. Mit der so genannten Homogenisierung werden die numerische
Textursimulation im Polykristall und damit ein Informationstransfer zwischen
den einzelnen Skalen der Materialbeschreibung erméglicht (vgl. [1,42,48,52,82]).

In der Einkristallplastizitéit stellt die isokline Zwischenkonfiguration gleichzeitig
die plastische Zwischenkonfiguration dar. Sie ist dadurch charakterisiert, dass
sich die Orientierung der Gleitsystemvektoren wéhrend der Abbildung von der
Ausgangs- in die Zwischenkonfiguration nicht d&ndert. Der plastische Verzerrungs-
anteil enthélt somit keine Drehungen. Nach einem Ansatz von Kersten [48] fiir
polykristalline Werkstoffe unterscheiden sich die isokline und die plastische Zwi-
schenkonfiguration jedoch durch eine reine Drehung voneinander. Er gibt eine
Entwicklungsgleichung fiir diesen Drehtensor an und kniipft somit die Orientie-
rung lokaler Richtungen des Materials (mithin der Anisotropieachsen, verbunden
mit der Kristallorientierung) an eine spezielle, zweistufige tensorielle Variable.

Obwohl die Mikromechanik von Ein- und Polykristallmodellen wegen ihres phy-
sikalischen Hintergrundes vorteilhaft ist fiir das Verstdndnis des anisotropen Ver-
haltens von Metallen, basieren in der Regel bis heute numerische Simulationsver-
fahren zur Berechnung des (thermo)mechanischen Verhaltens von Bauteilen und
Konstruktionen auf phdanomenologischen Modellen. Griinde dafiir sind die Kom-
plexitat sowie Heterogenitit der Mikrostruktur sowie der Deformationsmechanis-
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men realer Materialien, Probleme bei der Identifikation geniigend genauer Mate-
rialparameter im Mikrobereich und vor allem auch der enorme Rechenaufwand
fiir die Modellierung praxisrelevanter Vorgéinge (z. B. in der Umformtechnik), der
gegenwiirtig eine Verwendung von Konzepten auf der Mikro- oder Mesoebene
nicht realisierbar erscheinen lésst.

Im Bemiihen um eine Verkniipfung der physikalisch motivierten Modelle der Kris-
tallplastizitdt mit der vergleichsweise einfachen mathematischen Struktur und
numerischen Realisierbarkeit phénomenologischer Ansétze auf der Makroskala
arbeitet eine zunehmende Anzahl von Autoren an der Entwicklung von phénome-
nologischen Theorien auf der Makroskala unter Einbeziehung von Informationen
aus dem Mikrobereich. Derartige Modelle basieren auf der Drehung von Aniso-
tropieachsen zur Beschreibung der mikrostrukturellen Texturentwicklung im Ma-
terial durch die Entwicklung kinematischer Rotationsterme beziiglich des Konti-
nuums (vgl. [18,49,91]). Als problematisch erweist sich dabei die Formulierung
zweckméssiger Beziehungen zur Beschreibung der Entwicklung der Anisotropie-
achsen. Hill [40] nahm an, dass im Fall grofier Verzerrungen die Materialtextur
durch die Kinematik des Kontinuums bestimmt wird. Basierend auf dieser Hypo-
these beschreiben Lee et al. [56], Tugcu und Neale [84] sowie Yoon et al. [92] die
Drehung von Ansisotropieachsen unter Verwendung des inkrementellen Drehten-
sors der Polarzerlegung des Deformationsgradienten. In diesem Zusammenhang
werden die Anisotropieachsen gedanklich mit Richtungsvektoren verkniipft, die
die Richtungen materieller Fasern des Materials charakterisieren. Han et al. [31]
verkniipfen die Entwicklung von Anisotropieachsen mit der speziellen Formulie-
rung W' = R’R'" fiir den materiellen Spin, der aus der Polarzerlegung des
plastischen Teildeformationsgradienten ermittelt wird.

Eine Entkopplung der Texturentwicklung von der Kinematik des Kontinuums
und deren Beschreibung durch die Rotation separater, dem Kontinuum gedank-
lich unterliegender Strukturen bietet das so genannte Substrukturkonzept, das auf
Arbeiten von Mandel [59,60] und Dafalias [20,22] basiert (siehe auch [53,71] und
zu neueren Untersuchungen z. B. [37,51,73,83]). In diesem Zusammenhang werden
die mikrostrukturellen Charakteristika des Materials (gebunden an die Substruk-
tur) durch die Definition spezieller interner Variablen auf der Makroebene zur
Beschreibung der Substrukturentwicklung beriicksichtigt. Es wird angenommen,
dass das Kontinuum und die unterliegende Substruktur unterschiedliche Orien-
tierungen besitzen. Im Unterschied zu Hill und anderen Autoren (s.o.) wird die
Hypothese aufgestellt, dass die Texturentwicklung nicht durch die allgemeine De-
formationskinematik des Kontinuums erfasst werden kann, sondern durch eigene
Entwicklungsgesetze beschrieben werden muss. Zusitzlich kritisierte Dafials [23]
die Definition des plastischen Spins als antimetrischen Anteil des plastischen Ge-
schwindigkeitsgradienten und fithrte die Bezeichnung konstitutiver Spin ein, der
mit der Drehung der Substruktur verbunden ist (vgl. auch [90]).



Das Substrukturmodell kommt der Vorstellung einer Beschreibung von Vorgéngen
auf der Mikro- oder Mesoskala (an die Substruktur gebunden) mit phanomeno-
logischen Ansétzen auf der Makroskala gegenwiirtig am néichsten. Eine Analogie
zu diesem Ansatz stellt das Konzept der fiktiven Konfigurationen dar (vgl. [47]).
In diesem Zusammenhang wird die makroskopische Texturentwicklung in Form
von Orientierungen und Steifigkeiten unterliegender (realer) Substrukturen mit
Hilfe von Evolutionsgleichungen fiir eine zweistufige Metrik beschrieben, die auf
speziellen Zwischenkonfigurationen (fiktiven Konfigurationen) definiert ist.

In der vorliegenden Arbeit werden Aspekte der Formulierung und Losung des nu-
merischen Anfangswertproblems im Rahmen einer Weiterentwicklung des phéno-
menologischen Substrukturkonzepts diskutiert, wie es bei Bucher et al. [9,10,11]
dargestellt ist. Dabei werden sowohl grofle plastische als auch grofie elastische
Verzerrungen beriicksichtigt. Die Ausfithrungen sind wie folgt gegliedert: Im Ab-
schnitt 2 werden die Grundlagen des Konzepts der Substruktur fiir die Erfassung
einer allgemeinen plastischen Anisotropie prisentiert. Der Abschnitt 3 beginnt
mit der Erldauterung der Kinematik des inelastischen Strukturmechanikproblems.
Weiterhin wird die thermodynamisch konsistente Ableitung der einzelnen Anteile
des Deformationsgesetze der Elastoplastizitit in teilweise alternativen Formulie-
rungen diskutiert. Spezielles Augenmerk wird im Abschnitt 4 auf die numerische
Loésung des Anfangswertproblems einschliefllich der Ermittlung der konsistenten
Materialtangente sowie der Berechnung von Strukturtensoren zur Beschreibung
der Texturentwicklung gelegt. AbschlieBend werden im Abschnitt 5 die Effizienz
und das Konvergenzverhalten der vorgestellten Formulierungen und Algorithmen
an zwei Beispielen verdeutlicht.

Beziiglich der verwendeten Notation werden Vektoren und Tensoren in symbo-
lischer Schreibweise durch Fettdruck gekennzeichnet. Die mehrfache Uberschie-
bung von Tensoren wird durch eine entsprechende Anzahl von Punkten zwischen
den Variablen markiert. Dahingegen wird bei der einfachen Uberschiebung auf
den Punkt verzichtet. Mehrfache Uberschiebungen sind durch die Bildung von
Skalarprodukten der entsprechenden Basisvektoren von innen beginnend nach
auflen charakterisiert (alternativ existiert in der Literatur die Konvention, die
Skalarprodukte fortlaufend mit den ersten Basisvektoren beginnend zu bilden).
Fiir zwei zweistufige Tensoren @ und b gilt somit a -+ b = a;;»’". Das tensorielle
Produkt wird mit dem Symbol ® gekennzeichnet. Der iiber einem Symbol an-
geordnete Punkt weist auf die materielle Zeitableitung hin. Die Inversion bzw.
Transposition von Tensoren ist in der iiblichen Weise mit den oben rechts neben
dem Variablensymbol angeordneten Indizes ()~! bzw. ()T markiert.

Auf die Ausgangskonfiguration bezogene Variable werden mit Grofibuchstaben
dargestellt, auf die Momentankonfiguration bezogene mit Kleinbuchstaben. Die
analoge Notation gilt fiir die Indizes von Vektor- und Tensorkoordinaten. Der
Bezug auf die plastische Zwischenkonfiguration und die Substrukturkonfiguration

01-20

01-21

01-22

01-23

01-24

01-25

01-26

01-27

01-28

01-29

01-30

01-31

01-32

01-33

02-01

02-02

G. Kunert, S. Nicaise. Zienkiewicz-Zhu error estimators on anisotropic tetrahe-
dral and triangular finite element meshes. July 2001.

G. Kunert. A posteriori H' error estimation for a singularly perturbed reaction
diffusion problem on anisotropic meshes. August 2001.

A. Eilmes, Rudolf A. Rémer, M. Schreiber. Localization properties of two inter-
acting particles in a quasi-periodic potential with a metal-insulator transition.
September 2001.

M. Randrianarivony. Strengthened Cauchy inequality in anisotropic meshes and
application to an a-posteriori error estimator for the Stokes problem. September
2001.

Th. Apel, H. M. Randrianarivony. Stability of discretizations of the Stokes pro-
blem on anisotropic meshes. September 2001.

Th. Apel, V. Mehrmann, D. Watkins. Structured eigenvalue methods for the
computation of corner singularities in 3D anisotropic elastic structures. October
2001.

P. Cain, F. Milde, R. A. Rémer, M. Schreiber. Use of cluster computing for the
Anderson model of localization. October 2001. Conf. on Comp. Physics, Aachen
(2001).

P. Cain, F. Milde, R. A. Rémer, M. Schreiber. Applications of cluster compu-
ting for the Anderson model of localization. October 2001. Transworld Research
Network for a review compilation entitled “Recent Research Developments in
Physics”, (2001).

X. W. Guan, A. Foerster, U. Grimm, R. A. Romer, M. Schreiber. A supersym-
metric Uq[(osp)(2—2)]-extended Hubbard model with boundary fields. October
2001.

K. Eppler, H. Harbrecht. Numerical studies of shape optimization problems in
elasticity using wavelet-based BEM. November 2001.

A. Meyer. The adaptive finite element method - Can we solve arbitrarily accu-
rate? November 2001.

H. Harbrecht, S. Pereverzev, R. Schneider. An adaptive regularization by projec-
tion for noisy pseudodifferential equations of negative order. November 2001.

G. N. Gatica, H. Harbrecht, R. Schneider. Least squares methods for the coupling
of FEM and BEM. November 2001.

Th. Apel, A.-M. Séndig, S. I. Solov’ev. Computation of 3D vertex singularities for
linear elasticity: Error estimates for a finite element method on graded meshes.
December 2001.

M. Pester. Bibliotheken zur Entwicklung paralleler Algorithmen - Basisroutinen
fiir Kommunikation und Grafik. Januar 2002.

M. Pester. Visualization Tools for 2D and 3D Finite Element Programs - User’s
Manual. January 2002.



Some titles in this CSC and the former SFB393 preprint series:

01-01

01-02

01-03

01-04

01-05

01-06

01-07

01-08

01-09

01-10

01-11

01-12
01-13

01-14
01-15

01-16

01-17

01-18

01-19

G. Kunert. Robust local problem error estimation for a singularly perturbed
problem on anisotropic finite element meshes. January 2001.

G. Kunert. A note on the energy norm for a singularly perturbed model problem.
January 2001.

U.-J. Gorke, A. Bucher, R. Kreilig. Ein Beitrag zur Materialparameteridentifi-
kation bei finiten elastisch-plastischen Verzerrungen durch Analyse inhomogener
Verschiebungsfelder mit Hilfe der FEM. Februar 2001.

R. A. Romer. Percolation, Renormalization and the Quantum-Hall Transition.
February 2001.

A. Eilmes, R. A. Romer, C. Schuster, M. Schreiber. Two and more interacting
particles at a metal-insulator transition. February 2001.

D. Michael. Kontinuumstheoretische Grundlagen und algorithmische Behandlung
von ausgewihlten Problemen der assoziierten Flietheorie. Mérz 2001.

S. Beuchler. A preconditioner for solving the inner problem of the p-version of
the FEM, Part II - algebraic multi-grid proof. March 2001.

S. Beuchler, A. Meyer. SPC-PM3AdH v 1.0 - Programmer’s Manual. March 2001.

D. Michael, M. Springmann. Zur numerischen Simulation des Versagens duktiler
metallischer Werkstoffe (Algorithmische Behandlung und Vergleichsrechnungen).
Miérz 2001.

B. Heinrich, S. Nicaise. Nitsche mortar finite element method for transmission
problems with singularities. March 2001.

T. Apel, S. Grosman, P. K. Jimack, A. Meyer. A New Methodology for Aniso-
tropic Mesh Refinement Based Upon Error Gradients. March 2001.

F. Seifert, W. Rehm. (Eds.) Selected Aspects of Cluster Computing. March 2001.

A. Meyer, T. Steidten. Improvements and Experiments on the Bramble-Pasciak
Type CG for mixed Problems in Elasticity. April 2001.
K. Ragab, W. Rehm. CHEMPI: Efficient MPI for VIA/SCI. April 2001.

D. Balkanski, F. Seifert, W. Rehm. Proposing a System Software for an SCI-based
VIA Hardware. April 2001.

S. Beuchler. The MTS-BPX-preconditioner for the p-version of the FEM. May
2001.

S. Beuchler. Preconditioning for the p-version of the FEM by bilinear elements.
May 2001.

A. Meyer. Programmer’s Manual for Adaptive Finite Element Code SPC-PM
2Ad. May 2001.

P. Cain, M.L. Ndawana, R.A. Romer, M. Schreiber. The critical exponent of the
localization length at the Anderson transition in 3D disordered systems is larger
than 1. June 2001

wird durch die entsprechenden Akzente () bzw. () jeweils iiber Grobuchsta-
ben charakterisiert. Oben rechts neben einem Symbol angeordnete Indizes ()¢, ()P
bezeichnen in dieser Reihenfolge elastische bzw. plastische Variable.

2 Konzept der Substruktur

Das hier dargestellte Materialmodell der anisotropen Elastoplastizitét beruht spe-
ziell auf dem Substrukturkonzept von Mandel und Dafalias. Mandel versuchte, die
Entwicklung der plastischen Ansiotropie durch die Definition von Vektortriaden
zu beschreiben, die mit der realen Mikrostruktur des Materials (bzw. deren Orien-
tierung) verbunden sein sollten. Die Vektortriaden bezeichnen eine ausgezeichne-
te Zwischenkonfiguration, deren Orientierung sich von derjenigen der materiallen
Linienelemente unterscheidet. Bei Einkristallen definierte Mandel die Richtung
der Vektortriaden entsprechend den Kanten des Kristallgitters, fiir Polykristalle
fithrte er eine (hypothetische) gewichtete Mittelung beziiglich aller Einkristalle
ein, die das Polykristall bilden. Hierin liegt ein Schwachpunkt des Ansatzes, da
eine solche Mittelung in der Praxis nur mit erheblichem Aufwand zu realisieren
ist. Dennoch wird diese Idee des Mandelschen Spins als gemittelte Orientierung
des Kristallgitters in der neueren Literatur wieder aufgeriffen. Peeters et al. [73]
und Van Houtte [86] schlagen beispielsweise vor, den Mandelschen Spin aus kris-
tallographischen Texturbildern zu ermitteln, die die Entwicklung der plastischen
Anisotropie charakterisieren.

Im Gegensatz zu Mandel hat Dafalias nicht versucht, die Orientierung der Sub-
struktur in einem mikrophysikalischen Sinn aus der realen Struktur des Kristall-
gitters abzuleiten. Er fithrte vielmehr erstmals eine Unterscheidung zwischen der
Kinematik des Kontinuums und der Kinematik der (dem Kontinuum unterlie-
genden) Substruktur ein und definierte zu diesem Zweck den speziellen Defor-
mationsgradienten F's = F°3 fiir die Beschreibung der Substrukturkinematik.
Wihrend mit F¢ der elastische Anteil aus der iiblichen Zerlegung des Defor-
mationsgradienten F = F°FP fiir die Kontinuumskinematik bezeichnet ist (F?
definiert entsprechend den plastischen Teildeformationsgradienten), stellt 3 einen
orthogonalen Tensor dar. In diesem Zusammenhang ist auch bei Dafalias die Sub-
struktur durch ausgezeichnete Richtungen charakterisiert und kann als makro-
skopische Betrachtung mikrophysikalischer Strukturen interpretiert werden. Im
Gegensatz zu Mandel beschreibt Dafalias jedoch diese ausgezeichneten Richtun-
gen mit tensorwertigen inneren Variablen. Diese kennzeichnen anisotrope Struk-
tureigenschaften in einem phénomenologischen Sinn und miissen auf der Basis
geeigneter Evolutionsgleichungen berechnet werden. Wie auch Mandel definiert
Dafalias unter Nutzung des konstitutiven Spins wp = ﬂ B! spezielle objektive
Zeitableitungen, die mit der Substrukturentwicklung verkniipft sind.



Der Kerngedanke von Dafalias besteht im (heuristischen) Ansatz einer Evoluti-
onsgleichung fiir den plastischen Spin w?,, der die Differenz zwischen dem Spin
des Kontinuums w und dem Substrukturspin darstellt:

wh=w—@p (1)
und nach Auffassung von Dafalias mit der Texturentwicklung zu verkniipfen ist.
Bei Dafalias [21,24] und Kuroda [54] werden entsprechende Evolutionsgleichun-
gen ohne thermodynamische Begriindung fiir den Fall der elastischen Isotropie

angegeben. Formulierungen bei Annahme elastischer Anisotropie finden sich bei
Héusler [36] und Cleja-Tigoiu [17].

Basierend auf den Ideen von Mandel und Dafalias hat Bucher [9] einen verall-
gemeinerten Substrukturansatz entwickelt, der sowohl grofie elastische als auch
grofle plastische Verzerrungen beriicksichtigt. Dieses konstitutive Modell, des-
sen grundlegender Vorteil in seiner thermodynamischen Konsistenz liegt, stellt
die Basis fiir den in dieser Arbeit diskutierten Ansatz der finiten Thermoelas-
toplastizitdt dar. Im Folgenden sollen lediglich einige Grundgedanken des ver-
wendeten Substrukturkonzepts dargelegt werden. Fiir Details wird u. a. auf die
Arbeiten [9,10,11,29] verwiesen.

Q Momentankonfiguration

b Substrukturkonfiguration

Ausgangskonfiguration

Abbildung 1: Kinematik des mechanischen Teilproblems im Rahmen des Sub-
strukturkonzepts, Konfigurationen und Abbildungsoperatoren.

Die Hauptidee des hier vorgestellten Konzepts ist in der Definition einer so ge-
nannten Substrukturkonfiguration zu sehen, die zusétzlich zu den iiblichen Kon-
figurationen zur Beschreibung der Kinematik des Kontinuums eingefithrt wird
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(siche Abbildung 1). Ein Abbildungstensor H realisiert die Transformation ten-
sorieller Variablen zwischen der Ausgangs- und der Substrukturkonfiguration.
Entsprechend dient der Tensor F H ' zur Abbildung von Variablen zwischen
der Substruktur- und der Momentankonfiguration. Damit kann die Substruk-
turkonfiguration als inkompatible Zwischenkonfiguration aufgefasst werden, die
durch eine spezielle, konstitutiv motivierte multiplikative Zerlegung des Defor-
mationsgradienten charakterisiert wird. Sie unterscheidet sich von der iiblichen,
die Kinematik des Kontinuums beschreibende plastischen Zwischenkonfiguration
lediglich durch eine Drehung, die mittels des eigentlich orthogonalen Tensors 3
erfasst wird. Werden die Basisvektoren eines krummlinigen Koordinatensystems
beziiglich der Substrukturkonfiguration als Vektortriaden im Mandelschen Sinne
verstanden, konnen sie als mit der Materialtextur verbunden angesehen werden.

Im Gegensatz zu Mandel und Dafalias werden im vorgestellten Substrukturkon-
zept die konstitutiven Beziehungen konsequent auf der Ausgangskonfiguration
formuliert. Dabei ergibt sich der rdumliche plastische Spin

g N
w% — % {FerFp—lFe—l _ Fe—TFp—’lelFel} (2)
. d . .
mit FP=F? —wpF? und wp=p66"". (3)

nach seinem pull-back auf die Ausgangskonfiguration als materielle, kovariante
Grofe zu

1 0 O
wih, = 3 {CF”’lFP - FPTFP’TC} . (4)
Da der Abbildungstensor H durch die Beziehung
H =g F Q

definiert ist (vgl. Abbildung 1), folgt daraus fiir den verbleibenden Anteil der
durch die Substruktur bedingten multiplikativen Zerlegung des Deformationsgra-
dienten

FH™' = F8 = Fs. (6)

Unter Beriicksichtigung der Definitionen (3) und (5) kann die Gleichung (4) um-
formuliert werden.

wh = %{CH*H - HTH’TC} (7)

Wie bei Bucher [9] gezeigt wird, basiert die Ermittlung der Koordinaten des
Abbildungstensors H auf einer speziellen konstitutiven Annahme beziiglich der
Entwicklungsgleichung fiir den plastischen Spin (7).

Im Rahmen des vorgestellten phénomenologischen Materialmodells wird davon
ausgegangen, dass die Entwicklung von Spannungen und Verzerrungen auf das



Kontinuum bezogen ist, die Entwicklung von inneren Variablen zur Beschreibung
des Verfestigungsverhaltens hingegen auf die dem Kontinuum unterliegende Sub-
struktur. Damit wird es moglich, neben isotroper Verfestigung auch kinematische
und formative Verfestigungsanteile zur Beschreibung der plastischen Anisotropie
zu erfassen. Die Ableitung der konstitutiven Beziehungen erfolgt in thermody-
namisch konsistenter Weise durch geeignete Ansétze bei Erfiillung der Clausius-
Duhem-Ungleichung als Verkniipfung von erstem und zweitem Hauptsatz der
Thermodynamik.

3 Thermodynamisch konsistentes
Deformationsgesetz der anisotropen finiten
Elastoplastizitat

3.1 Kinematik

In der Referenzkonfiguration (Ausgangskonfiguration) zum Zeitpunkt ¢ = o stellt
der betrachtete Korper eine Menge €y C R® materieller Punkte mit dem Rand
Iy dar (ein Gebiet im dreidimensionalen Euklidischen Raum E?). Der Rand
wird in Bereiche I'gp mit Dirichlet-Randbedingungen und I'gy mit Neumann-
Randbedingungen beziiglich der unabhingigen Systemvariablen (hier: Verschie-
bungen) unterteilt. Dabei gilt: Ty = T'op UTgx und TopNToy = @. Die materiellen
Punkte werden eindeutig durch die Ortsvektoren X € Qg bzw. ihre Koordinaten
(X1, X5, X3) charakterisiert.

Zum aktuellen Zeitpunt ¢ nimmt der Kérper das Gebiet €, C R? — die Momentan-
konfiguration — ein. Hier werden die materiellen Punkte in den Abbildungen des
Koérpers durch die Ortsvektoren @ bzw. ihre Koordinaten (xy,z2, 23) bestimmt.
Unter der Bewegung (Deformation) des Kérpers wird die zeitliche Aufeinander-
folge von Konfigurationen verstanden. Durch das Bewegungsgesetz

xz = x(X,t) (8)

wird fiir die materiellen Punkte zu jedem Zeitpunkt ¢ ein eindeutiger Zusamm-
menhang zwischen ihrer aktuellen Position im E? und ihrer Zuordnung im Re-
ferenzzustand hergestellt. Wegen der Eineindeutigkeit der Abbildung zwischen
Punkten des physikalischen Kérpers und materiellen Punkten im R? fiir alle ¢
folgt die Giiltigkeit des inversen Bewegungsgesetzes

X = Xﬁl(aﬂt)' (9)
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Den Ausgangspunkt der kinematischen Betrachtungen zur Herleitung konstituti-
ver Gesetze bei grofien Verzerrungen bildet der Deformationsgradient

F = (Gradz)” = (Gradu)" + I, (10)

welcher ein materielles Linienelement von der Ausgangs- in die Momentankon-
figuration abbildet. Hierbei stellt w = w(x,t) den Verschiebungsvektor materi-
eller Teilchen als Funktion der rdumlichen Koordinaten und der Zeit dar. Mit
dem Bewegungsgesetz (8) kann dieser auch als Funktion der Koordinaten der
Ausgangskonfiguration und der Zeit formuliert werden:

w(x(X.6),0) = U(X,t) = 2(X,t) — X. (11)

Dabei ist die Gleichheit der Vektorfelder w und U (die unterschiedliche Vektor-
funktionen sind) in dem Sinne zu verstehen, dass bei oben beschriebener Operati-
on die speziellen Charakteristika des vektoriellen Verschiebungsfeldes vollstéindig
erhalten bleiben. Es wird lediglich als Funktion unterschiedlicher Koordinaten
dargestellt. Am Beispiel des Verschiebungsvektors wird die Zweckmaéssigkeit ei-
ner solchen Vorgehensweise besonders augenfillig: Als Vektor, der die Positionen
ein und des selben materiellen Punktes zu unterschiedlichen Zeiten miteinander
verbindet ist es ohne Bedeutung, aus welchem Bezugssystem heraus er betrachtet
wird. Es bleibt der selbe Vektor mit den selben physikalischen Eigenschaften.

Im Rahmen des Wechsels des Systems der als unabhéngige Variable gewihlten
Ortskoordinaten dndern sich in allgemeinen krummlinigen Koordinaten adidquat
sowohl die Basisvektoren als auch die Vektorkoordinaten. Eine solche Transfor-
mation kann auf beliebige Vektoren oder Tensoren angewandt werden. Sie macht
sich hiufig erforderlich, wenn in einer Beziehung physikalische GréBen miteinena-
der verkniipft werden sollen (z. B. im Rahmen einer Summation oder Integration),
die auf unterschiedliche Punkte im E? bezogen sind. Fiir die Vektor- bzw. Ten-
sorkoordinaten wird die Transformation mit dem so genannten Shifter ausgefiihrt
(vgl. [68] u. a.). Der Shifter ist ein zweistufiger Zweipunkttensor, dessen Koordina-
ten als Skalarprodukte der Basisvektoren der verschiedenen Koordinatensysteme
definiert sind. In kartesischen Systemen mit zueinander parallelen Koordinaten-
achsen stellt der Einheitstensor den Shifter dar. Seine Anwendung auf Vektoren
fithrt in diesem Fall lediglich zu deren Paralleltransport bei konstanten Vektor-
koordinaten. Der Deformationsgradient (10) kann mit (11) somit auch wie folgt
dargestellt werden:

F = (GradU)" 4+ I. (12)

Beziiglich der elastisch-plastischen Prozesse im Kontinuum wird im vorliegenden
Modell die multiplikative Zerlegung des Deformationsgradienten F' = F°F? in
einen elastischen und einen plastischen Teildeformationsgradienten verwendet.
Im Zusammenhang damit steht die klassische Definition dreier Konfigurationen



fiir die Abbildung des physikalischen Korpers in den dreidimensionalen euklidi-
schen Raum (vgl. Abbildung 1): Der Ausgangs- bzw. Referenzkonfiguration, die
in der Regel mit dem undeformierten Zustand gleichgesetzt wird, der Momen-
tankonfiguration zum aktuellen Zeitpunkt, deren zeitliche Folge die Bewegung
(Deformation) des Kérpers beschreibt und die plastische Zwischenkonfiguration
als eine (gedanklich) elastisch entlastete, spannungsfreie Konfiguration fiir die
konsequent voneinander getrennte Definition der elastischen und plastischen Ver-
zerrungsanteile (vgl. auch [33,50,55,63,77,79]).

Zur Erfassung der plastischen Anisotropie wird ein Substrukturkonzept verwen-
det, das die Definition einer weiteren Konfiguration einschliefit und dessen Grund-
gedanken im vorangegangenen Abschnitt nidher erliutert wurden.

Weder auf der Momentankonfiguration noch auf der Referenzkonfiguration sind
die Verzerrungsanteile konsequent voneinander zu trennen. Die diskutierte Auf-
spaltung des Deformationsgradienten beziiglich des Kontinuums gestattet jedoch
eine fiir die Entwicklung des elastischen Teildeformationsgesetzes notwendige De-
finition von Verzerrungsmafien zur Beschreibung rein elastischer, reversibler Pro-
zesse. So stellt der zweistufige kovariante Tensor

E = % (FTF - é) - % (6‘6 - é) (13)

mit der kovarianten Metrik G einen elastischen Verzerrungstensor vom Green-
schen Typ auf der plastischen Zwischenkonﬁguration dar. Entsprechend gilt fiir
den elastischen Strecktensor C vom Rechts-Cauchy-Green-Typ'

C" = F"F°. (14)

Analog kann auf der Ausgangskonfiguration ein plastischer Strecktensor C* de-
finiert werden.

Cr = FrFr (15)

Der Rechts-Cauchy-Green-Tensor der Gesamtverzerrungen C' ist somit wie folgt
mit den Teildeformationsgradienten verkniipft:

C = F'F = F'"F"F°F’ = F'"C'F". (16)

VerzerrungsmaBe vom Rechts-Cauchy-Green-Typ stellen jeweils das pull-back der Metrik
ciner Konfiguration auf eine andere dar. Korrekterweise lautet die Beziehung (14) somit
C'=F eTg F*° mit der kovarianten Metrik g der Momentankonfiguration. Da jedoch in
symbolischer Schreibweise bei der Uberschiebung mit einem anderen Tensor die Metrik wie
ein Einheitstensor wirkt, d.h., den an der jeweiligen Operation beteiligten Tensor nicht
veriindert (jedoch dessen Koordinaten), wird hier und im Weiteren die Metrik nur angege-
geben, wenn sie als Einzelsymbol auftritt.
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3.2 Hyperelastisches Teildeformationsgesetz

Das im Weiteren dargestellte Materialmodell wurde in die hauseigene FE-Soft-
ware SPC-PM2AdNI der TU Chemnitz implementiert. Diese basiert auf einer
Total-Lagrangeschen Beschreibung, was die Definition der konstitutiven Bezie-
hungen auf der Ausgangskonfiguration erfordert.

Unter Beriicksichtigung des Konzepts der konjugierten Variablen, das erstmals
von Ziegler und Mac Vean [95] diskutiert wurde, kann, ausgehend vom ersten
und zweiten Hauptsatz der Thermodynamik, die so genannte Clausius-Duhem-
Ungleichung fiir den isothermen Fall auf der Ausgangskonfiguration definiert wer-
den.

. 1 .
7901/)+§T--CZO (17)

Die konsistente Auswertung dieser Beziehung, in der T' den 2. Piola-Kirchhoff-
schen Spannungstensor und gy die materielle Massedichte darstellen, fithrt im Zu-
sammenhang mit geeigneten Ansétzen auf die konstitutiven Beziehungen fiir das
strukturmechanische Problem. Mit der Definition einer symmetrischen zweistufi-
gen tensoriellen inneren Variable A; und einer schiefsymmetrischen zweistufigen
tensoriellen inneren Variable Ag auf der Substrukturkonfiguration wird, entspre-
chend der multiplikativen Aufspaltung des Deformationsgradienten, eine additive
Zerlegung der freien Helmholtz-Energiedichte 1 in einzelne konstitutive Anteile
vorgeschlagen.

=G (BY) + 0, (A1, A) (18)

Dabei bezeichnet v, den elastischen Anteil der freien Helmholtz-Energiedichte,
der lediglich vom elastischen Verzerrungsmafl abhéngt und 1, deren plastischen
Anteil, welcher reversibel gespeichert wird und von den inneren Variablen A,
sowie Ay vom Verzerrungstyp abhingt.

Wie oben erwihnt, sollen wegen der bevorzugten materiellen Beschreibung der
strukturmechanischen Prozesse die konstitutiven Beziehungen konsequent auf der
Ausgangskonfiguration formuliert werden. Zu diesem Zweck sind die Anteile ),
und 1, der freien Helmholtz-Energiedichte in Abhéngigkeit materieller Gréfien
zu definieren. Um dem Prinzip der Objektivitit zu geniigen, wird v, zuniichst als
isotrope Tensorfunktion der Invarianten der unabhéngigen Variablen in der plasti-
schen Zwischenkonfiguration betrachtet. Am Beispiel der ersten Grundinvariante
des elastischen Verzerrungstensors E’ soll das pull-back auf die Ausgangskonfi-
guration demonstriert werden.
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Zu (19) analoge Beziehungen konnen fiir die weiteren Invarianten von E abgelei-
tet werden (eine ausfiihrliche Darstellung ist in [9] angegeben). Folglich kann der
elastische Anteil der freien Helmholtz-Energiedichte als eine (von 1. verschiede-
ne) Funktion des in die Ausgangskonfiguration transformierten elastischen Ver-
zerrungsmaBes C “ formuliert werden.

Y = (CCP) + 45, (21722) (20)

Die fiir die Auswertung der Clausius-Duhem-Ungleichung bendtigte materielle
Zeitableitung der freien Helmholtz-Energiedichte lautet somit:

1;1 = 8(6?221) [(Ccp—l)']T + gi%’l . ALIT + gil/i 22T
e TS
- a(ggepl) nOTIC a(cagepl) ~e"e
N 88})?1 VA 222 A, (21)

Nach Einsetzen von (21) in (17) sowie einigen zweckméiBigen Umformungen er-
gibt sich eine spezielle Darstellung der Clausius-Duhem-Ungleichung, die bei der
Formulierung von Evolutionsgleichungen fiir Teilprozesse der betrachteten finiten
Elastoplastizitéit einzuhalten ist.

o, - M,  ~ e o1
B o 2\ P Ay — 00 C—2e
QOBAl 1+908A2 2= 00 a(ccpfl)
O, L1 .
Lo CcP ' - ZT,C > 0 (22
{Q‘Ja(ccpl) 2 } = (22)
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Die Ungleichung (22) stellt einen komplexen Ausdruck dar, der auf unterschied-
liche Weise erfiillt werden kann. Sie behélt z. B. auch dann ihre uneingeschrinkte
Giiltigkeit, wenn aus Griinden physikalischer Plausibilitédt fiir einzelne Anteile
vorausgesetzt wird, dass sie fiir sich genommen nicht negativ oder gleich Null
sind. So kann beispielsweise aus der separaten Betrachtung reversibler isothermer
elastischer Prozesse (hier gilt die Identitidt mit der Null in der Clausius-Duhem-
(Un)gleichung) abgeleitet werden, dass der Ausdruck in der zweiten Zeile von
(22) fiir beliebige Deformationsvorgénge den Wert Null annimmt. Daraus folgt
die explizite Spannungs-Verzerrungs-Beziehung der Hyperelastizitiit.

crt (23)

Unter der Annahme, dass i)e als Tensorfunktion in den Invarianten von C C?~*
formuliert wird, gilt beispielsweise fiir die erste Grundinvariante (19):

acerty = certel = C-Crt

= Fcorn ( géjpfl)cp* =crt (24a)
% =cr! (24b)

Eine ausfiihrliche Darstellung analoger Ableitungen beziiglich aller Invarianten
und der Auswirkungen auf die Gesamtfunktion 1/;e fiir den isothermen elastisch-
plastischen Fall findet sich wiederum in [9]. Im Ergebnis kann die Bezichung (23)
fiir die klassische isotherme Hyperelastizitit wesentlich vereinfacht dargestellt
werden.

p—1 __ a/l/}e o aUe‘
C 72g0807280 (25)

e

T = 20—
o (ccr

In diesem Zusammenhang wurde zusétzlich angenommen, dass die (konstante)
Massedichte gq in die Materialkonstanten eingeht. Zur Beschreibung der elasti-
schen Teilprozesse des Materialverhaltens von Metallen wird in [9] der modifizierte
Neo-Hooke-Ansatz

Ve = c10 (It —InIs — 3) + Dy (InI5)? (26)
mit den Materialparametern c1o, Dy vorgeschlagen, die fiir moderate elastische

Verzerrungsanteile aus dem Elastizitdtsmodul und der Querkontraktionszahl ab-
geschitzt werden konnen.

13



3.3 Plastisches Teildeformationsgesetz — Alternative
Formulierungen

Die vollstandige Analyse der konstitutiven Beziehungen auf der Basis eines Sub-
strukturkonzepts ist in [9] ausfiihrlich dargestellt. Daher werden in diesem Ab-
schnitt lediglich die wesentlichen Grundlagen der Definition eines plastischen Teil-
deformationsgesetzes erlautert und verschiedene, alternative Ansitze diskutiert.

Nach eingehender Betrachtung der (hyperelastischen) Bezichung fiir den Span-
nungstensor verbleibt von der Clausius-Duhem-Ungleichung (22) lediglich ein dis-
sipativer, plastischer Anteil.

o = o = o p—1
D= —gp—L - A 2 Ay~ 00 C—r e e C° >0 27
908A1 1+QoaA2 2 — 0o a(CCp,l) (27)
Mit der Definition von Variablen
~ 8"/}17 P 8'Up
o = —=, T = — = 28
“ 94, “ 94, @8)

kann diese Beziechung der plastischen Dissipation unter Beriicksichtigung von (23)
weiter vereinfacht werden.

. p—1

DP:—a-.ﬁl—’f”.-ﬁz—%CTcpnc >0 (29)

Dabei entsprechen & dem zu A\l arbeitskonjugierten Riickspannungstensor und
T" einem zu A, arbeitskonjugierten zweistufigen schiefsymmetrischen Tensor
vom Spannungstyp.

Unter konsistenter Anwendung von pull-back-Operationen mit dem Abbildungs-
tensor H kann die Beziehung der plastischen Dissipation (29) problemlos in ma-
teriellen Grofien fromuliert werden.

A AN 1 < p—1
D":fa--Alpr--A2f§CTCp--C >0 (30)
In diesem Zusammenhang gelten folgende Transformationsbeziehungen:
N . . . T
a H'aH™", A, = A\-AH'H-H H"A,,
1P gy T o i -7 S
" = H T H A, = Ay—A;H "H-H H ' A,.

(31)

Das Postulat vom Maximum der plastischen Dissipation fithrt unter der Restrik-
tion der Erfiillung einer geeigneten Flielbedingung

F(T,o,T") < 0 (32)
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dargestellt. Die Leistungsfahigkeit des Modells wurde hier an zwei Beispielen il-
lustriert.

Hauptinhalt der vorliegenden Arbeit war eine Studie iiber Effizienz und Ge-
nauigkeit unterschiedlicher Formulierungen des Anfangswertproblems. Neben der
iiblichen Definition einer Spanungs-Verzerrungs-Beziehung in Geschwindigkeits-
formulierung wurde deren Ersatz durch eine assoziierte FlieSregel diskutiert. In
diesem Rahmen fanden Evolutionsgleichungen fiir einen symmetrischen Tensor
vom Rechts-Cauchy-Green-Typ bzw. den plastischen Teildeformationsgradienten
zur Beschreibung der Kinematik des plastischen Teildeformationsgesetzes Ein-
gang in das DAE. Fiir diese Ansétze konnte der Spannungstensor explizit aus
dem hyperelastischen Teildeformationsgesetz ermittelt werden. Wie am Beispiel
des Rohres unter Innendruck gezeigt werden konnte, ist diese Vorgehensweise mit
einer zuverldssigeren Spannungsberechnung bei groflen Lastschritten verbunden.

Insbesondere die Definition einer Evolutionsgleichung fiir den plastischen Teilde-
formationsgradienten weist neben der moglichen Lastschrittvergroflereung ohne
Genauigkeitsverlust weitere Vorteile auf:

e numerische Gewihrleistung der plastischen Inkompressibilitdt durch Ver-
wendung der so genannten exponential map Strategie,

e Beriicksichtigung anisotrop elastischen Materialverhaltens auf der Basis von
Strukturtensoren sowie

e einfachere und stabilere numerische Ermittlung von Abbildungstensoren zur
Beschreibung von Texturentwicklungen.

Diese Modellpotenziale konnten hier nur teil- und ansatzweise demonstriert wer-
den. Sie bilden somit die Basis fiir weitere systematische Untersuchungen zum
Substrukturmodell. So ist anzustreben, numerische Strategien wie das exponen-
tial map oder die in [76] préisentierte Vorgehensweise in die Losung des Anfangs-
wertproblems zur Gewéhrleistung der plastischen Inkompressibilitidt zu integrie-
ren. Weitere Aufgabenstellungen befassen sich mit der experimentellen Verifizie-
rung der Ansétze zur Beschreibung von Texturentwicklungen sowie der Kalibrie-
rung der dazu erforderlichen konstitutiven Beziehungen.
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Abbildung 9: Ausschnitt aus der Scheibe mit Loch unter Zugbelastung in verti-
kaler Richtung. Darstellung von Isoflichen des durch den orthogo-
nalen Tensor 3 im ebenen Fall reprisentierten Winkels gegeniiber
der horizontalen Koordinatenachse in Grad. Links: Undeformierter
Ausgangszustand (8 # I — entsprechend Abbildung 8). Rechts:
Entwicklung von 3 nach 5% Dehnung.

6 Zusammenfassung und Ausblick

Es wurde ein thermodynamisch konsistentes Deformationsgesetz zur Beschrei-
bung der Elastoplastizitit bei groBfen Verzerrungen diskutiert, das als nichtli-
neares Algebro-Differentialgleichungssystem (DAE) vorliegt. Fiir die Losung der-
artiger Systeme im Sinne eines Anfangswertproblems wurden in der Literatur
unterschiedliche Strategien prisentiert. Hier wurde ein Algorithmus zur simulta-
nen Integration des gesamten DAE auf der Basis einer impliziten Einschritt-
Zeitdiskretisierung vorgeschlagen. Diese Vorgehensweise fithrt auf die Losung
nichtlinearer algebraischer Gleichungssysteme im Integrationspunkt mittels des
(lokalen) Newton-Verfahrens zur Ermittlung der Spannungen, inneren Variablen
und des plastischen Multiplikators. Der Ansatz hat sich selbst bei Beriicksichti-
gung vergleichsweise grofer Lastschritte als effizient und stabil erwiesen.

Die oben beschriebenen numerischen Algorithmen wurden fiir Modelle mit und
ohne Substruktur in das hauseigene FEM-Programm SPC-PM2AdNI implemen-
tiert und umfassend getestet. In diesem Zusammenhang gestattet der Substruk-
turansatz die Beriicksichtigung einer allgemeinen plastischen Anisotropie. Mate-
rialmodell, Methodik und Ergebnisse der numersichen Simulation sind ausfiihr-
lich in der Dissertation [9] sowie mehreren Publikationen und Tagungsbeitrigen
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auf ein Optimierungsproblem mit Nebenbedingung (vgl. [9,78]), das mittels des
Konzepts von Lagrange-Multiplikatoren wie folgt definiert werden kann:

M(T,a,T?y) = D’ (T, a0, T?) — A\G(T,x,T?,y) — stat. (33)

wobei A den so genannten plastischen Multiplikator bezeichnet und der Zusatz-
term

G(T,a,T?) = F(T,a,T%) + ¥* (34)
mit der Schlupfvariable y als Gleichheitsnebenbedingung definiert ist.

Die Auswertung von (33) durch Bildung der Ableitungen von M nach den un-
abhéngigen Variablen als notwendige Bedingungen fiir die Existenz des Optimums
resultiert in einem Gleichungssystem, aus dem das assoziierte FlieBgesetz

-1 oF
C" = —2act ot 35
9T (35)
sowie verallgemeinerte Evolutionsgleichungen fiir die inneren Variablen zur Be-
schreibung der Verfestigung abgeleitet werden koénnen.

A OF A oF
A = A, A, = /\W

o (36)

Zunéchst wird beziiglich der inneren Variablen A\I und A\Z ein Ansatz fiir den
plastischen Anteil der freien Helmholtz-Energiedichte vorgeschlagen, der lediglich
die zweiten Grundinvarianten der unabhéngigen Variablen beriicksichtigt.

Yy (21722) =0 Al"zal - 52A2"A\2 (37)

1
2
Damit folgt unter Nutzung der Definitionen (28) auf der Substrukturkonfigurati-
on

a = C 217 fp = —Co 112 (38)
mit
€1 = QoC1, C2 = 00C2. (39)

Das nachfolgende pull-back auf die Ausgangskonfiguration unter Verwendung des
Abbildungstensors H fiihrt auf die Bezichungen

a=chA1X, sz_CQXAZ.X (40)

mit
X =H'H™". (41)
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Es kann leicht gezeigt werden, dass die Zeitableitung der Beziehungen (40) den
folgenden Gleichungen entspricht:

N
a = XA X (42a)
\v4 A
T" = - XA, X. (42b)

Diese Beziehungen lassen sich unter Beriicksichtigung der Definitionen (36) weiter
vereinfachen und konkretisieren.

& = - 1AXZFX (43a)
4 oF
Tp = —Cy A X WX (43b)

Die numerische Integration von elastisch-plastischen Materialmodellen, die ge-
wohnlich als Algebro-Differentialgleichungssystem (DAE) vorliegen, erfordert ge-
eignete Zeitintegrationsverfahren. Zu diesem Zweck ist es erforderlich, einen Zu-
sammenhang zwischen den “objektiven” Zeitableitungen von o und T® (57-Ab-
leitung) sowie den materiellen Zeitableitungen auf der Ausgangskonfiguration her-
zustellen. Sie werden unter Verwendung einfacher mathematischer Operationen
aus (31) abgeleitet.

6 ~H'Ha — aH HT (44a)

v

«
T = T - H'HT' — T"H H " (44b)
Wegen der Abhéngigkeit der FlieBbedingung von einer Vergleichsspannung 7T,
die ihrerseits im Sinne einer Regel zur Beschreibung der isotropen Verfestigung
eine Funktion der plastischen Bogenldnge E? darstellt, wird zusétzlich eine Evo-
lutionsgleichung fiir £ bendtigt. Entsprechend der in [9] verwendeten Definition
wird die Geschwindigkeit der Anderung der plastischen Bogenlénge mit

8F oF
—1 106
\/ C aT (45)

angegeben.

In der klassischen Elastoplastizitéit wird zur Vervollsténdigung der konstitutiven
Beziehungen den oben diskutierten Evolutionsgleichungen fiir innere Variablen
zur Beschreibung des Verfestigungsverhaltens ein Spannungs-Verzerrungs-Ansatz
in Geschwindigkeitsdarstellung hinzugefiigt. Bucher zeigt in [9] ausfiihrlich, dass
die materielle Zeitableitung von (23) auf die Gleichung

oF 1 oF la
T = -AD~omm + 5D C—)\(TaTC +C- a—TT) (46)
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Wie in der Abbildung 7 gezeigt wird, kommt es durch die Zugbelastung zur Aus-
bildung plastischer Anisotropien, die erwartungsgeméf in der Nidhe der Bohrung
am stérksten ausgeprégt sind. Die Entwicklung des orthogonalen Tensors 3 weist
auf eine Drehung der Substruktur (verbunden mit der Mikroebene) gegeniiber
dem Kontinuum hin. Es wird daraus geschlussfolgert, dass die Berechnung einer
Anderung von Orientierungen und damit die Simulation von Texturentwicklun-
gen mit Hilfe von 8 prinzipiell moglich ist.

In einer abschliefenden Studie wurden die oben beschriebenen Parameter, Anfangs-
und Randbedingungen fiir das Beispiel der Scheibe mit Loch unter Zugbelastung
lediglich dahin geéndert, dass der Tensor 3 entsprechend Abbildung 8 eine ani-
sotrope, stochastisch initiierte (Normalverteilung) Anfangsbelegung besitzt.

Abbildung 8: Scheibe mit Loch unter Zugbelastung in vertikaler Richtung. Dar-
stellung von Isoflichen einer anisotropen Anfangsbelegung des
durch den orthogonalen Tensor 3 im ebenen Fall reprisentierten
Winkels gegeniiber der horizontalen Koordinatenachse in Grad.

Der in Abbildung 9 présentierte Probenausschnitt aus der unmittelbare Umge-
bung der Bohrung weist am Beispiel der Verédnderung des durch den orthogona-
len Tensor B reprisentierten Winkels wiederum deutlich auf die Entwicklung von
Orientierungen hin®.

4Das komplexe Verfestigungsverhalten des Substrukturansatzes liisst sich nur mit relativ klei-
nen Lastinkrementen numerisch stabil erfassen (mehrere, ineinander geschachtelte Iterati-
onsschleifen). Zudem liegt die maximale, lokale Winkeldnderung im Bereich der maximalen
Hauptdehnung. Um bei akzeptabler Rechenzeit die Entwicklung von 3 in Isoflichendarstel-
lung sichtbar werden zu lassen, wurde fiir die betrachtete stochastische Anfangsbelegung
dieses Abbildungstensors der Bereich zuldssiger Winkel auf 0°...15° begrenzt.
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Zur Charakterisierung des kompressiblen elastischen Materialverhaltens wurde
wie im Beispiel des Rohrs unter Innendruck der modifizierte Neo-Hooke-Ansatz
(26) mit den oben angegebenen Materialparametern verwendet.

Bei den Untersuchungen zum elastisch-plastischen Materialverhalten wurde im
Gegensatz zum vorigen Beispiel eine Fliebedingung nach von Mises genutzt, die
um den Substrukturansatz

Ms = (T-T")Ca + aC (T +T) (104)
erweitert ist.
. s 2,
F= <T—a>C-~ (T—a)c +aMsC--MsC — ZT7 =0 (105)

Wihrend fiir die isotrope und die kinematische Verfestigung wiederum die glei-
chen Ansitze einschlieBlich identischer Materialparameter wie im Beispiel 5.1
angenommen wurden, gilt zur Beschreibung der formativen Verfestigung der
Evolutionsansatz (43b) fiir die Variable T vom Spannungstyp. Beziiglich der
das Substrukturmodell charakterisierenden Materialparameter wurden die Werte
¢, = 100 MPa™2 bzw. ¢y = 0,005 MPa festgesetzt.

\

Abbildung 7: Scheibe mit Loch unter Zugbelastung in vertikaler Richtung. Dar-
stellung von Isoflichen des durch den orthogonalen Tensor 8 im
ebenen Fall reprasentierten Winkels gegentiiber der horizontalen Ko-
ordinatenachse in Grad. Links: Undeformierter Ausgangszustand
(B =TI). Rechts: Entwicklung von B nach 5% Dehnung.

Die Gesamtbelastung fiir die dargestellten Studien von 5% Dehnung wurde in
jeweils 500 Lastschritten aufgebracht. Zunéchst wurde postuliert, dass Substruk-
tur und Kontinuum im undeformierten Ausgangszustand die gleiche Orientierung
haben, d.h., der Abbildungstensor H entspricht anfangs dem Einheitstensor.
Ebenso wurde beziiglich der kinematischen Verfestigung Anfangsisotropie vor-
ausgesetzt.
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mit 82¢
D =45c5¢

(47)
fiihrt.

Zusammenfassend kann das plastische Teildeformationsgesetz des betrachteten
elastoplastischen Modells im Rahmen eines Substrukturansatzes unter Beriick-
sichtigung der Beziechungen (46) sowie (43a), (43b) mit (44a), (44b) und (45) als
DAE formuliert werden.

oOF 1 oF oF

T W _Ip.C T-—_C! 195 ) = 48:
+AD o - oD C+A( FpC T O o ) 0 (48a)

OF : .
& + o AX 5 X+ H 'Ha raH HT = 0 (48h)
(6%

T + A X o v HHT +TH HT — 0 (48¢)

orr

. 2 oF oF
- el .cl— =
EP — X \/3 C 3T c 3T 0 (48d)

F(T,a,T") = 0 (48)

Fiir die Losung des Anfangswertproblems ist das DAE (48a)-(48¢) nach der Zeit
zu diskretisieren (vgl. Abschnitt 4). Numerische Untersuchungen zeigen (siche
Abschnitt 5), dass die damit im Zusammenhang stehende Ermittlung des aktu-
ellen Spannungstensors auf der Basis einer Addition von Spannungsinkrementen
bei groBeren Lastschrittweiten gegeniiber der konsistenten Nutzung der nichtli-
nearen Beziehung (25) zu ungenauen Ergebnissen fithrt. Als Alternative wurde
somit von Bucher [9] der Ersatz von (48a) im Deformationsgesetz der Elasto-
plastizitit durch das assoziierte FlieBgesetz (35) vorgeschlagen. Zur numerischen
Gewihrleistung der Symmetrie des plastischen Verzerrungsmafies C* wird dabei
zunéchst die Regel

= %(Cp’l +C”> = -\ (c-lg—;CP-l +or! g—;c—l) (49)

genutzt, womit sich eine alternative Formulierung des DAE (48a)-(48e) ergibt.

17



Pl —lai p—1 pflai -1 — :
C +)\(C ap GV e R C =0 (50a)
& +cl)\X2—£X+H_1Ha+aHTH‘T =0 (50b)

. p oF i N
T' + oA X g X+ H ' HT'+T"H H' = 0 (50¢)

. 2 OF OF

EP — [l o il Y g bl e —

» /\\/30 o7 " C 9T 0 (50d)
F(T,a, T?) = 0 (50¢)

Bei bestimmten Aufgaben ist es zweckméfig, anstelle des plastischen Rechts-
Cauchy-Green-Tensors (15) direkt iiber den plastischen Teildeformationsgradien-
ten zu verfiigen, der ohne Nebenbedingungen nicht eindeutig aus C? abgeleitet
werden kann. Entsprechende Formulierungen der konstitutiven Beziehungen wer-
den seit mehreren Dekaden untersucht. So verweist beispielsweise Lubliner [57]
darauf, dass bereits Mandel [59] den Teildeformationsgradienten F* in die Liste
der unabhéngigen Variablen fiir das Materialmodell aufnahm. Zur Herleitung ei-
ner Evolutionsgleichung fiir F'¥ soll zunéchst die freie Helmholtz-Energiedichte in
ihrer urspriinglichen Formulierung (18) auf der plastischen Zwischenkonfiguration
betrachtet werden. Dann gilt:

v o= W gy gy O gt
OF 0A, 9A,
B L N WL I
OF 0A, DA,

N L S VL v (51)
(13) oC 0A, 0A,

Weiterhin folgt aus der Definition des Rechts-Cauchy-Green-Tensors (16):

¢ = F"CF" + F'"C F" + F'"C'F’
= F" TR FY + PP COFT 4 FPC FPRYET

FPTC Fr + CFrF + BV FrTCOT, (52)
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elastisch-plastischen Fall. In diesem Zusammenhang ist bei der Interpretation
der Kurven, insbesondere in Abbildung 4, zu beachten, dass der Versuch der
elastisch-plastischen Modellierung mit ein bzw. zwei Lastschritten zu einer Akti-
vierung der automatischen Lastschrittverkleinerung gefiihrt hat. Somit sind die
dargestellten Abweichungen der Spannungslésung fiir die entsprechenden Pro-
bleme als Unterschitzung zu betrachten, was bei berechtigter Annahme eines
stetigen Kurvenverlaufs augenfillig ist.

5.2 Scheibe mit Loch

An dem in der Literatur zur Plastizitétstheorie weit verbreiteten Standardbeispiel
der Scheibe mit Loch unter Zugbelastung werden einige Analysen zur Entwick-
lung des eigentlich orthogonalen Abbildungstensors 3 vorgestellt. Damit kann die
Drehung der dem Kontinuum unterliegenden Substruktur beschrieben werden.
Die in diesem Zusammenhang beabsichtigte Beschreibung von Texturentwicklun-
gen bedarf im Weiteren ihrer experimentellen Bestétigung.

Aus Symmetriegriinden wird von der Scheibe mit Loch unter den Bedingungen
des ebenen Verzerrungszustandes lediglich ein Viertel des Querschnitts betrach-
tet. Die Kantenldnge der quadratischen Kontur betrigt jeweils 100 mm, die mit-
tige Bohrung hat einen Radius von 10mm. Die Zugbelastung wird am oberen
Rand mittels Dirichlet-Randbedingungen (vorgegebene Vertikalverschiebungen)
eingeprégt. Geometrie, Vernetzung und Randbedingungen fiir das Beispiel sind
in Abbildung 6 dargestellt.

AEARRRRRRRRRRRNAY

<

T

Abbildung 6: Scheibe mit Loch unter Zugbelastung in vertikaler Richtung.
Links: Geometrie und Randbedingungen. Rechts: FE-Netz mit 176
Viereck-Elementen vom Serendipity-Typ.
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Abbildung 5: Rohr unter Innendruck. Verhiltnis der Cauchyschen Axialspannung
033 am Innenrand bei maximaler Belastung zu ihrem asymptoti-
schen Wert in Abhingigkeit von der Anzahl der Lastschritte fiir
Hyperelastizitit sowie elastisch-plastisches Materialverhalten un-
ter Beriicksichtigung verschiedener Formulierungen des plastischen
Teildeformationsgesetzes.

modell Abweichungen von den asymptotischen Werten bis maximal 5% auftre-
ten. Fiir alle drei Koordinaten des Spannungstensors ist jedoch offensichtlich,
dass die explizite Ermittlung der Spannungen, basierend auf dem hyperelasti-
schen Teildeformationsgesetz (25), (naturgeméB) deutliche Vorteile gegeniiber der
Addition von Spannungsinkrementen besitzt. Die explizite Spannungsberechnung
wird bei den Versionen mit Evolutionsgleichungen fiir plastische Verzerrungsva-
riablen praktiziert (vgl. (64b) bzw. (64¢)). Im rein elastischen Fall ist fiir diese bei-
den Varianten des Deformationsgesetzes sogar jeweils ein Lastschritt ausreichend,
die Spannungen geniigend genau zu berechnen. Dabei erfolgt keine Entwicklung
plastischer Variablen, und der Spannungstensor héngt allein von der Kinematik
der Gesamtdeformationen ab, die im Verlauf der Newton-Iterationen des Lastin-
krements ausiteriert werden. Dariiber hinaus ist selbst bei den vergleichsweise
geringen Abweichungen beziiglich der Radial- und der Axialspannung auch im
elastisch-plastischen Fall die eindeutige Tendenz zu erkennen, dass eine korrek-
te Spannungsberechnung bei Beriicksichtigung der Evolutionsgleichung (64a) im
plastischen Teildeformationsgesetz kleinere Lastinkremente erfordert. Hier schnei-
det zudem die Evolutionsgleichung fiir das plastische Verzerrungsmaf C?~' ge-
geniiber der fiir den plastischen Teildeformationsgradienten F'? hinsichtlich aller
Koordinaten des Spannungstensors etwas besser ab.

Bei der Analyse der (dominierenden) Umfangsspannung wird der negative Ein-
fluss der Addition von Spannungsinkrementen gegeniiber der Verwendung der
expliziten Spannungs-Verzerrungs-Funktion (25) auf die Losungsgenauigkeit be-
sonders deutlich (vgl. Abbildung 4). Das gilt fiir den rein elastischen sowie den
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woraus sich unter Beriicksichtigung der Symmetrie des 2. Piola-Kirchhoffschen
Spannungstensors folgende Beziehung fiir die Spannungsleistung ergibt:

T-C = T-F"C'F' +T-CF'F + T . F" Fr"C"

— FPTF..C° 12T ..CFr'F’

F'TF'..C° +2TC .- F"'F’. (53)

Der zweite Summand der rechten Seite von Beziehung (53) ist vergleichbar mit
einem aus der Literatur bekannten Ansatz

TC - F''F' =%.L". (54)

Hier werden jedoch der so genannte Mandelsche Spannungstensor’ ¥ sowie der
plastische Geschwindigkeitsgradient L? konsequent in ihren auf die Ausgangs-
konfiguration transformierten Formulierungen verwendet.

Nach Einsetzen von (51) sowie (53) in die Clausius-Duhem-Ungleichung (17)
ergibt sich wiederum mit einigen zweckméfiigen Umformungen eine Beziehung, die
bei der Formulierung von Evolutionsgleichungen fiir Teilprozesse der betrachteten
finiten Elastoplastizitét zu erfiillen ist. Im Gegensatz zu (22) wird der elastische
Anteil origindr auf der plastischen Zwischenkonfiguration betrachtet.

— an?\p . xal +9001£p .. A\z +TC-'FP71FP
0A; 0A,
b 1 e
- {go% - inTF”T} ~C >0 (55)

Auf der Basis analoger Uberlegungen, wie sie bei der Analyse der Clausius-
Duhem-Ungleichung in der Form (22) angestellt wurden, folgt aus (55) eine zu
(23) alternative explizite Spannungs-Verzerrungs-Bezichung der Hyperelastizitét.

T =2¢ F”’l%F”’T (56)

2Hiufig wird in der Literatur die Definition ¥ = CT des Mandelschen Spannungstensors
angegeben. Hintergrund sind unterschiedliche Regeln fiir das Ausfiihren einer mehrfachen
Uberschiebung von Tensoren. Withrend dabei hier die Bildung entsprechender Skalarpro-
dukte der Basisvektoren von innen nach aufien favorisiert wird, ist in der Literatur vielfach
eine andere Reihenfolge dieser Skalarprodukte zu finden: Es wird mit den jeweils ersten
(links stehenden) Basisvektoren begonnen und kontinuierlich nach rechts mit den néchsten
Basen fortgesetzt. Bei konsequenter Beachtung der jeweiligen Regel und richtiger Behand-
lung transponierter Tensoren fithren beide Vorgehensweisen in der Koordinatenschreibweise
erwartungsgemifl auf die gleichen Ergebnisse.
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Unter der Annahme, dass v, als Tensorfunktion in den Invarianten von C° for-
muliert wird, gilt beispielsweise fiir die erste Grundinvariante (19):

e

L(CH = ¢ -G

= prl—géleFP*T — g = ! (57a)
aJl _ p—1 5
5 = C (57b)

Es kann leicht gezeigt werden, dass analoge Ableitungen beziiglich aller Invari-
anten (einschlieBlich der gemischten bei Einbeziehung von Strukturtensoren zur
Erfassung elastischer Anisotropien) existieren. Im Ergebnis ist auch die Beziehung
(56) wesentlich vereinfacht in Form der klassischen isothermen Hyperelastizitit
darstellbar.

O, _ 0
oCc T oC

e
T = 29 F?’*ILN)EFP’T =20 (58)
ocC
Nach Eliminierung des hyperelastischen Teildeformationsgesetzes und einigen
zweckméBigen Umformungen (vgl. (27) und (28)) verbleibt von der Clausius-
Duhem-Ungleichung (55) die plastische Dissipationsbeziehung.

N VN "
D= —a-A, —T"+A, + TC-F"'F" >0 (59)

Wird auch in diesem Fall, wie oben beschrieben, das Postulat vom Maximum
der plastischen Dissipation auf ein Optimierungsproblem mit Nebenbedingung
zuriickgefiihrt, kann aus (59) eine Entwicklungsgleichung fiir den plastischen Teil-
deformationsgradienten abgeleitet werden.

. oF
F' = \FPC' 60
T (60)
In der Konsequenz liegt somit eine weitere alternative Formulierung des DAE
(48a)-(48e) vor.

. oF
P _ pv—1 _
- \F'CT' o = 0 (61a)
& +cl)\Xg—§X+H’1Ha+aHTH’T =0 (61b)
. p oFr iy T 1
T+ e AX X+ H HT'+T'H H = 0 (61c)
. 2 OF OF
P _ et ..otz =
£ )\\/30 S ClgE = 0 (61d)
F(T,o,T?) = 0 (61e)
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Abbildung 3: Rohr unter Innendruck. Verhiltnis der Cauchyschen Radialspan-
nung o1 am Innenrand bei maximaler Belastung zu ihrem asympto-
tischen Wert in Abhéngigkeit von der Anzahl der Lastschritte fiir
Hyperelastizitéit sowie elastisch-plastisches Materialverhalten un-
ter Beriicksichtigung verschiedener Formulierungen des plastischen
Teildeformationsgesetzes.

1.3 ¢ Hyperelastisch Elastoplastisch
1.9 : O T-Version ® T'-Version
. o F,-Version e F,-Version
o C-Version o C-Version
o 1.1
Tasympt 1.0
09 & o
e
0.8
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Anzahl der Lastschritte
Abbildung 4: Rohr unter Innendruck. Verhéltnis der Cauchyschen Umfangsspan-
nung o am Innenrand bei maximaler Belastung zu ihrem asympto-
tischen Wert in Abhéngigkeit von der Anzahl der Lastschritte fiir
Hyperelastizitit sowie elastisch-plastisches Materialverhalten un-
ter Beriicksichtigung verschiedener Formulierungen des plastischen
Teildeformationsgesetzes.

Ansitze beziiglich der Lastschrittgrofie einschétzen. Die Ergebnisse sind nach Ko-
ordinaten des Spannungstensors getrennt in den Abbildungen 3 bis 5 dargestellt.

Es ist zunédchst auffillig, dass beziiglich der Radial- und der Axialspannung selbst
bei Lastaufbringung in einem Inkrement unabhéngig vom konkreten Material-
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folgt. Da jedes hyperelastische Deformationsgesetz bei kleinen Verzerrungen das
Hookesche Gesetz erfiillen muss, kénnen Zusammenhénge zwischen den Mate-
rialparametern des Neo-Hooke-Ansatzes einerseits sowie dem Elastizitdtsmodul
E und der Querkontraktionszahl v andererseits abgeleitet werden, die fiir den
Beginn des Deformationsprozesses Giiltigkeit haben.

E C10 v

N ——— Dy =~ —
WO id o) 2o 1w

(100)

Konkret wurden im betrachteten Beispiel folgende Materialparameter des hy-
perelastischen (Teil-)Deformationsgesetzes verwendet: £ = 2,1-10° MPa und
v=20,3.

In den Untersuchungen zum elastisch-plastischen Materialverhalten wurden die
FlieBbedingung nach von Mises

_ N . N . 2 2
F= (T—a)Cn (T—a)C—gTFfo (101)
mit
T = T—%(T~-C)C‘l7 (102a)
R R 1 .
& = a—g(a--C)C , (102Db)

die isotrope Verfestigung mit der Evolutionsgleichung fiir die plastische Vergleichs-
spannung T nach Ulbricht und Réhle [85]

Tp = Tro + a[(ED+B)" + "], (103)

sowie die kinematische Verfestigung auf der Basis eines Evolutionsansatzes nach
Prager (43a) mit den Materialparametern Tr, = 400MPa, a = 5000 MPa,
n=0,3, ¢; = 500 MPa und dem Parameter 3 = 10~® angenommen.

Die Gesamtbelastung wurde in einer unterschiedlichen Anzahl von Lastschrit-
ten (Verschiebungsinkrementen) aufgebracht. Begonnen wurde mit der Belas-
tung in einem einzigen Schritt bis hin zu deren Unterteilung in 1000 Inkremente.
Beziiglich der Spannungslosung wurden dabei, erwartungsgemés, asymptotische
Werte erreicht, d. h., eine weitere Vergroflerung der Lastschrittzahl fithrt zu kei-
nen Verédnderungen. Analysiert wurde das Verhéltnis der Koordinaten des Span-
nungstensors am Innenrand des Rohres bei Maximalbelastung im Vergleich zu
den asymptotischen (somit numerisch ,richtigen®) Werten im rein elastischen
Fall sowie fiir das elastisch-plastische Materialverhalten bei Beriicksichtigung der
unterschiedlichen Ansétze (64a)-(64c) fiir das plastische Teildeformationsgesetz
(62a)-(62¢). In der Konsequenz lésst sich das Konvergenzverhalten der speziellen
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Wie bereits erwéhnt, wird eine &hnliche Vorgehensweise in der Literatur breit dis-
kutiert. Im Gegensatz zum hier présentierten Ansatz wird von anderen Autoren
jedoch ausschlieBlich eine Evolutionsgleichung (Normalenregel) fiir den plasti-
schen Geschwindigkeitsgradienten L' = F'Fr? beziiglich der plastischen Zwi-
schenkonfiguration entwickelt. Wahrend dazu in [19,26,45,46,58,61,64,81,87,88,
89] und anderen Arbeiten keine besondere Motivation angegeben ist, wird bei-
spielsweise in [30,65,66,75] ein Zusammenhang mit dem so genannten exponential
map zur Losung des Anfangswertproblems bei gleichzeitiger Gew#hrleistung der
plastischen Inkompressibilitdt angegeben.

Es kann leicht gezeigt werden, dass die Evolutionsgleichung fiir den plastischen
Teildeformationsgradienten bzw. den plastischen Geschwindigkeitsgradienten zwar
objektiv, im Allgemeinen aber nicht unabhéngig gegeniiber Drehungen der Zwi-
schenkonfiguration ist. Haupt und Kersten [35, 48] weisen jedoch am Beispiel
der Normalenregel des plastischen Geschwindigkeitsgradienten nach, dass fiir den
Spezialfall einer isoklinen Zwischenkonfiguration diese Unabhéngigkeit gewiihr-
leistet werden kann (vgl. auch [83]). Zudem ist es nach Sansour et al. [75] disku-
tabel, ob eine Invarianz der Evolutionsgleichung fiir den plastischen Teildeforma-
tionsgradienten gegeniiber beliebigen Drehungen der plastischen Zwischenkonfi-
guration iiberhaupt gefordert werden muss, da F’ in den Materialfunktionen,
wie etwa der Clausius-Duhem-Ungleichung, stets in solchen Kombinationen mit
anderen Variablen auftritt, dass der jeweilige Gesamtausdruck die geforderte Un-
abhangigkeit streng erfiillt.

Zusammenfassend kann das Deformationsgesetz der anisotropen finiten Elasto-
plastizitiat unter Beriicksichtigung eines Substrukturkonzepts als DAE

Fi+ Hi(T,a,T?,)) = 0 (62a)
&+ Qi(T,a,T?,\) = 0 (62b)
T° + Qy(T,a, T, \) = 0 (62¢)
E? + Q3(T, e, TP, )) = 0 (62d)
F(T,a,T?) = 0 (62€)
mit
Q, = clAXg%X+H*1f1a+aHTH*T (63a)
oF e T
Q, = CQ)\XWX-&-H ‘AP +TPH HT (63b)
B 2 L, OF _, | 0F
Qs = )\\/3C T c T (63c)
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angegeben werden. Wahrend die Evolutionsgleichungen zur Ermittlung der Ver-
festigungsvariablen sowie die FlieBbedingung in einer unveranderten, verallgemei-
nerten Form vorliegen, steht die Variable ', wahlweise fiir T' (48a), C™! (50a)

bzw. F? (Gla). Entsprechend wurden fiir die Beziehung G; = F1 + H; = 0 drei
alternative Formulierungen entwickelt.

. oF 1 . oF oF
G = T +AD55 —5D-C +) (Ta—TC*HrC*la—TT) (64a)
. p— F F
G, = C" 4 (C*lg—Tcpfl +CP’12—TC’1) (64b)
. oF
_ P rC-122_
G F' - \FCTl o (64c)

Das im Randwertproblem der Strukturmechanik eingebettete Anfangswertpro-
blem besteht nunmehr in der Integration des DAE (62a)-(62¢) mit der jeweils
zugehorigen Beziehung aus (64a)-(64c¢), d.h. der Ermittlung von Spannungen
und inneren Variablen, basierend auf deren (bekannten) Werten aus der vorher-
gehenden Gleichgewichtsiteration sowie den aktuellen kinematischen Grofien.

4 Numerische Simulation

4.1 Zeitdiskretisierung des Deformationsgesetzes

Fiir die Losung des Anfangswertproblems ist zunéchst das DAE (62a)-(62¢) in
geeigneter Weise nach der Zeit zu diskretisieren. Hierzu wird das verallgemeinerte
implizite Einschritt-Differenzen-Verfahren

Yn+1 = Yn + (afn+1 + (1 70‘) jn) At (65)

fiir die Losung der gewthnlichen Differentialgleichung

dy .
—Z — 5 = f(t
W= few) (66)
mit dem Zeitschritt At
At = tn+1 — tn (67)
und dem Wichtungsfaktor «
0,0 : Euler vorwarts
a € 1[0,1], a =< 1,0 : Euler riickwirts

0,5 : Crank-Nicolson (Trapezregel)
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5 Berechnungsbeispiele

5.1 Rohr unter Innendruck

Zunéchst sollen am axialsymmetrischen Beispiel eines Rohres unter Innendruck
die Genauigkeit sowie das Konvergenzverhalten der Losung beziiglich des Cauchy-
schen Spannungstensors fiir die unterschiedlichen Formulierungen des plastischen
Teildeformationsgesetzes in Abhangigkeit von der LastschrittgroBe untersucht
werden. Um die Spannungsantwort auf eine duflere mechanische Belastung mitein-
ander vergleichen zu kénnen, wird ausschlielich mit Dirichlet-Randbedingungen
gearbeitet. Dazu wird die Innenwand des Rohres mit einem Innendurchmesser von
10 mm und einer Wandstidrke von 1 mm um insgesamt 2mm radial nach auflen
verschoben. Geometrie, Vernetzung und Randbedingungen sind in Abbildung 2
dargestellt.

I

[ 10

—_— =

% »
%

x

Abbildung 2: Rohr unter Innendruck. Links: Geometrie. Rechts: Ausschnitt A mit
FE-Netz (16 Viereck-Elemente vom Serendipity-Typ) und Randbe-
dingungen.

Bei den Analysen wurden der rein elastische sowie der elastisch-plastische Fall be-
trachtet. Zur Charakterisierung des kompressiblen elastischen Materialverhaltens
wurde der modifizierte Neo-Hooke-Ansatz (26) verwendet, woraus unter Beriick-
sichtigung des hyperelastischen Teildeformationsgesetzes (25) fiir den 2. Piola-
Kirchhoffschen Spannungstensor die Beziehung

T = C10 Cp*l -2 (Cl() - 2D2 In [3) 071 (99)
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gilt und der Abbildungstensor H sowie, bei Beriicksichtigung der Evolutions-
gleichungen (64a) bzw. (64b) im plastischen Teildeformationsgesetz (62a)-(62¢),
auch der plastische Teildeformationsgradient nicht explizit bekannt sind und sich
ohne ergénzende Informationen auch nicht eindeutig ermitteln lassen, ist zur Be-
stimmung von 3 ein zusétzlicher Iterationsprozess erforderlich.

An dieser Stelle soll nochmals die Aussage aus dem Abschnitt 2 erwéhnt werden,
dass der Abbildungstensor H basierend auf dem plastischen Spin (7) ermittelt
werden soll. Als Grundlage wird die folgende konstitutive Beziehung vorgeschla-
gen:
i oF
we = A0
b A, (36)  OT?

(96)

Aus dieser Annahme folgt gemeinsam mit der Definition des plastischen Spins
(7) die tensorielle Gleichung:

oF

CH'H-HH"C =2\ .
oT?

(97)

Das System von Differentialgleichungen (97) wird auf der Basis des oben vorge-
stellten verallgemeinerten impliziten Einschritt-Verfahrens nach der Zeit diskre-
tisiert und das entstehende nichtlineare algebraische Gleichungssystem mit dem
Newton-Verfahren iterativ gelost (zu Details siehe Bucher [9]). Mit dem dann
vorliegenden Resultat fiir H ist es moglich, sowohl den Drehtensor 8 als auch
den plastischen Teildeformationsgradienten F? zu bestimmen. Bei Bucher [9] ist
ausfithrlich dargestellt, wie sich aus der numerischen Losung des nichtlinearen
Gleichungssystems

H = B"F? (98a)
BBT =1 (98b)
det F* = 1 (98c)

die Koordinaten der gesuchten Tensoren 8 und F? ergeben.

Numerische Untersuchungen haben gezeigt, dass die Jakobi-Matrix des Glei-
chungssystems (932)-(98¢) in der Regel schlecht konditioniert ist und somit der
Newton-Prozess wiederholt nicht zu einer konvergenten Losung von (98a)-(98¢)
fithrt. Diese Beobachtung war der Ausschlag gebende Grund, die Evolutionsglei-
chung fiir den plastischen Teildeformationsgradienten F? in das Deformationsge-
setz aufzunehmen. Dann konnen die Koordinaten des Abbildungstensors 8 nach
der Losung des Differentialgleichungssystems (97) unmittelbar aus der Beziehung
(95) im Sinne einer Matrizenmultiplikation ermittelt werden (vgl. auch Bucher
et al. [12]).
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genutzt (vgl. auch [9,13,28,29,32,62]). Diese Prozedur fiihrt beziiglich des DAE
(62a)-(62¢) auf dessen nach der Zeit diskretisierten Form.

Finpn—FintloHimm +(1—a)Hy,]At = 0 (68a)
Ol — O+ [a Qi+ (1—0a) an] At = 0 (68b)
Th =T+ [0Qy i+ (1—0)Qy, ] AL = 0 (68¢)
B — B 4 [aQanr + (1— @) @a] AL = 0 (68d)

Fort(Togr, 001, Thyy) = 0 (68e)

Die Teilbeziechung (68a) dieses zeitdiskretisierten Systems liegt fiir die untersuch-
ten alternativen Formulierungen in der entsprechenden Struktur vor.

Tn+1 Tn
oF oF
A . 1—a)\ —| | At
+ (a wiiBun Gp| U @MDa Gp )

1 1 .
— D1+ AC, 1 — Z(1—0) (Dn - Dnﬂ) - CLAL
2°a 2 1 4

+adnt1 (Tn+1 g—i . C.i+Cl g—; . Tm) At
+(1—-a)\, (Tn g—;‘anl +C,t 2—; nTn) At = 0 (69a)

cri-cnt

+ada (C;il g—; . cri+cCr g—; " C;Lil) At
+(1 —a)\, (C;1 2—; ) crtyert g—; ) C;l) At = 0(69b)

Fi —F)
—ad F2Coy % . At — (1 —a)\, FPC;! % ) At = 0 (69c)
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4.2 Losung des Anfangswertproblems

Nach der Zeitdiskretisierung nehmen die konstitutiven Beziehungen die Form ein-
se Systems nichtlinearer algebraischer Gleichgungen (68a)-(68¢) an. Es enthilt
die (unbekannten) Werte der abhéngigen Variablen zum Zeitpunkt ¢, sowie de-
ren Anfangswerte zum Zeitpunkt ¢, (diese Zeitpunkte reprisentieren Ende und
Beginn der aktuellen Gleichgewichtsiteration). Fiir eine iibersichtlichere Betrach-
tung wird dieses System in der symbolischen Darstellung

gn+1 = g (zn+1) =0 (70)

zusammengefasst. Je nach alternativer Formulierung des DAE enthélt der Varia-
blenvektor z unterschiedliche Grofien.

(482) = z = (T,a,T", E*, \p1)" (71a)
(50a) = z = (CP'a,T?, E’, A\p1)" (71b)
(61a) = z = (FP,a,T", B’ M\pia)” (71c)

Fiir die Ermittlung des Vektors z,4; der Unbekannten als Losung des Gleichungs-
systems (70) wird das Newton-Verfahren genutzt, welches auf folgende iterative
Prozedur fiihrt:

-1
A (sz‘ g) . (72)

n+1
Letztlich resultiert das Anfangswertproblem in der wiederholten Losung eines

Systems linearer algebraischer Gleichungen zur iterativen Ermittlung der Inkre-
mente des Variablenvektors z in jedem Integrationsstiitzpunkt des FE-Netzes®.

(vziH_l g) Azt = —G, (73)

Die Jakobi-Matrix VG der Ableitungen des nichtlinearen Gleichungssystems (68a)-
(68¢) nach den abhingigen Variablen hat je nach alternativer Formulierung die

3Im Rahmen einer fehlergesteuerten adaptiven Strategie zur Netzverfeinerung bzw. -vergrobe-
rung wird das Anfangswertproblem zusitzlich in den Knoten des FE-Netzes gelost. Diese
Vorgehensweise weist Vorteile bei der Ubertragung der Geschichtsvariablen vom alten auf
das neue Netz auf(vgl. [14,15,16]).
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Daraus lésst sich analog zur oben praktizierten Vorgehensweise die konsistente
Materialtangente ableiten.
dT dT ocrt dF?

aE ~fac ~ PR e

Hier sind die Tensoren I4) und 14) wie auch die Koordinaten des vierstufigen

Tensors CP~' /OF” (vgl. dazu (77)) bekannt. Analog zu den vorher beschrie-
benen Formulierungen des Deformationsgesetzes wird fiir die Ermittlung des
noch unbekannten vierstufigen Tensors dF?/dC das Gleichungssystem (68a)-
(68¢) mit (69¢) implizit nach dem rechten Cauchy-Green-Tensor C' differenziert
(siehe (89)). Der Ausdruck dz /dC enthilt dann den gesuchten Tensor dF*/dC'.
Die Losung des Gleichungssystems (89) fithrt wie oben auf eine Matrizenmultipli-
kation mit der aus der Integration des Deformationsgesetzes in invertierter Form
vorliegenden Jakobi-Matrix VG . Unter Berticksichtigung der partiellen Ableitung
der Beziehung (69¢) nach C' in Koordinatenschreibweise

(92)

N OF
TN
lésst sich eine ausfiihrlicherere Darstellung des gesamten Losungsvektors angeben.

M RE = —a XA (FP)y, (CTHME (0T (93)

L £ Mn+1

dC ‘n+1 4

do

WLH—I 2

aTr 1

dC |"+1 = (Vzn+1 g) 9 (94)
dEP

dC 1 0

M|

dC 'n+1 0

4.4 Berechnung des Abbildungstensors zwischen Substruktur-
und plastischer Zwischenkonfiguration

Wie oben erwihnt, unterscheiden sich die Substruktur- und die plastische Zwi-
schenkonfiguration durch eine reine Drehung voneinander. In diesem Zusammen-
hang wird die Hypothese aufgestellt, dass der zugehérige makroskopische Abbil-
dungstensor 3 (vgl. Abbildung 1) geeignet ist, lokal die Verdnderung von Orien-
tierungen der Mikrostruktur in Form von Texturentwicklungen zu beschreiben.
Da die Variable 8 kein Bestandteil des Losungsvektors fiir das Anfangswertpro-
blem ist, muss sie in einem numerischen Postprocessing aus der Kinematik und
den inneren Variablen gewonnen werden. Da nach (5)

BT =p"'=HF! = B =F'H"' (95)
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Weitere Details zu dieser Vorgehensweise einer numerischen Ermittlung der kon-
sistenten Materialtangente sind wiederum bei Bucher [9] angegeben. Das trifft
ebenso auf den Fall zu, dass das zeitdiskretisierte Deformationsgesetz (68a)-(68¢)
unter Beriicksichtigung der Evolutionsgleichung fiir das plastische Verzerrungs-
mafl CP~' (69b) definiert ist. Ausgangspunkt fiir die Bestimmung der konsisten-
ten Materialtangente ist dann das hyperelastische Teildeformationsgesetz (25).
Zunéchst wird dessen vollstdndiges Differential gebildet:

2
dT = 2 O Y. -dC + 0 (2%@) ~dcr!

acocC acrt\"aC
1 _
= -D-dC + D--dC"". (87)
24 4
Ausgehend von dieser Beziehung lautet die konsistente Materialtangente:
dT dT _ qcrt
iz~ fac ~R TR (88)

mit den bekannten Tensoren 14) und Q. Zur Ermittlung des noch unbekannten

vierstufigen Tensors dC?~' /dC wird das Gleichungssystem (68a)-(68¢) mit (69b)
implizit nach dem rechten Cauchy-Green-Tensor C' differenziert.

dg 06 dz

|, ~oc|., " (V2.1 9) 55

n+1

=0 (89)

n+1

Nunmehr enthilt der Ausdruck dz/dC den gesuchten Tensor dCP~'/dC. Die
Losung des Gleichungssystems (89) stellt sich wiederum als einfache Matrizen-
multiplikation mit der aus der Integration des Deformationsgesetzes in invertier-
ter Form vorliegenden Jakobi-Matrix VG dar.
dz
dC

== (Vznﬂ g)71 %

5C (90)

n+1 n+1

Ist das zeitdiskretisierte Deformationsgesetz (68a)-(68¢) unter Beriicksichtigung
der Evolutionsgleichung fiir den plastischen Teildeformationsgradienten F? (69¢)
formuliert, so gilt fiir das vollsténdige Differential des hyperelastischen Teildefor-
mationsgesetz (25):

24/
ar = 290 o L (2‘%‘3) - dF?

aCaC oF* \“aC
1 B o\ oCr!
= — . - re . . P
R 10+ G (200) arr " F
1 _ 9ot
= = . . . P
= D dC + D dF. (91)
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folgende allgemeine Struktur:

£ + M1
Q%At
a%%At
Q%At

oF
oT

_‘{ + M oo
Q
e T8t

0
3 chzl At

0
3 Cgil At

oF
ocrt

(07

(07

(07

I+ Mpp

8C)l At

) 22

Q.
aagﬁAt

Qs
amgr At

OF
OF?

MTQ

9Q,

Q.
aﬁdEZAt

0Qs
pa At

oF

dou

MCPa
0Q,
£ + aa—aAt
0Q,
a%At

Jda

or
Jda

MFPa
0Q,

9Q; 5y

o
9Qs
ags At

oF
Jda

Mrre 0 My
0 0
a 8%,17 At 0 Q%At
0Q. Q.
{ + a—agﬁ At 0 U‘Tg\z At | (74a)
0Q: 0Q:
a 8%;‘7 At 1 Q%At
oF  OF
oT? OEP
MCPTP 0 Mcp)\
0 0
a f)g’l’ At 0 (M%At
0Q 0Q
{ + aaTgAt 0 a=532AL | (74b)
aZefi At 1 aﬁAt
oF 0P
oT? OF?
MFPTP 0 M}«‘P)\
0 0
! 8%‘1’ At 0 « ({g\l At
2Q 2Q
{ + a@T’% At 0 « 6/\2 At [ (74c)
9Qs 9Qs
G At L a3s At
OF OF 0
oT? OF?

Die in (74a) und (74b) enthaltenen Teilmatrizen sind bei Bucher [9] in ihrer allge-
meinen Form ausfiihrlich dargestellt. Dabei wurde zur numerischen Realisierung
der Struktur (74b) an den relevanten Stellen von dem Zusammenhang

oY

oY  aT
aCc*™t — 9T oc*t T  oCr!

ar 9 ( 81/)5) _or

D ()

ac ) ~ or
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Gebrauch gemacht, in welchem Y eine beliebige skalar- oder tensorwertige Va-
riable sein kann. Folglich lassen sich alle in (74b) auftretenden Differentialquo-
tienten auf Ableitungen zuriickfithren, welche in (74a) enthalten sind. Teilweise
miissen sie doppelt mit dem vierstufigen Tensor 9 iiberschoben werden. Letzte-

rer ergibt sich aus der zweifachen Differentiation des elastischen Anteils der freien
Helmholtz-Energiedichte nach dem Rechts-Cauchy-Green Tensor der Gesamtver-
zerrungen C und dem plastischen Verzerrungsma CP~'. Analoge Uberlegungen
fithren mit der Beziehung

oY oY or 9Y 9T 9Cc*' oY D ocr! (76)
or oCcr~'  OFP ~ 9T 4 OF?

oF? — 9T OF?

zu einer Vereinfachung der Jakobi-Matrix (74c) hinsichtlich ihrer numerischen
Realisierung fiir den Fall, dass bereits eine Programmversion mit der Matrix (74a)
existiert. Dabei gilt fiir die Ableitung des plastischen Verzerrungsmafies CP~!
nach dem plastischen Teildeformationsgradienten in Koordinatenschreibweise:

a(cr-H17

W = 7(01)—1)11\1 [5]%/1(F”)"N + (FP)XI(SH (C’P_l)NJ -

mit dem Kroneckersymbol § (zweistufiger Einheitstensor).

Zur numerischen Losung von (73) findet ein direktes Verfahren nach Gauf mit
vollstandiger Pivotelementsuche Anwendung. Enthélt das Gleichungssystem die
Beziehung (69a), wird jedoch zunichst mit

1
T(r)erl = Tn + §?n+1 "ACnJrl (78)
ein elastischer Prediktor ausgefithrt. Fallt der Elastizitatstest

F(Ty, a,T?) <0 (79)

positiv aus, ist mit (78) bereits die neue Spannungslosung gegeben. Eine Verénde-
rung der inneren Variablen erfolgt in diesem Fall fiir den aktuellen Lastschritt
nicht. Erweist sich das Materialverhalten jedoch als elastisch-plastisch, werden die
Spannungen, inneren Variablen und der plastische Multiplikator nach dem Ite-
rationsschema (72) korrigiert. Als Startwert fiir diesen Prozess findet der Vektor

T
z?ﬁ—l = (T?L+17a7uTﬁv(E5)m/\n)

Verwendung. Der Iterationsvorgang wird beendet, wenn die euklidische Norm der
rechten Seite von (73)

(80)

1G> = (Ghiy) Gl (81)
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eine vorgegebene Abbruchschranke unterschreitet. Fiir die Berechnung des plas-
tischen Verzerrungsmafes (CP~1)5tY (beeinflusst sowohl die Materialtangente als
auch den Abbildungstensor H) wurden zwei unterschiedliche iterative Algorith-

men entwickelt, die bei Bucher [9] ausfiihrlich diskutiert werden.

Gelten in dem nach der Zeit diskretisierten DAE die Beziehungen (69b) bzw.
(69¢), kénnen die Spannungen in jedem lokalen Iterationsschritt ¢+ 1 explizit aus
dem hyperelastischen Teildeformationsgesetz

awe(anrl (Cpil)i::—ll)

T =2 82
n+1 8Cn+1 ( )
ermittelt werden. In beiden Fillen ist der elastische Prediktor mit
8@96(Cn+1(cp71)n)
70, =27 W 83
n+1 aCn+l ( )

gegeben. Der Elastizitéitstest sowie gegebenenfalls eine plastische Korrektur fol-
gen wiederum den oben beschriebenen Algorithmen.

4.3 Konsistente Materialtangente

Zur Generierung der Elementsteifigkeitsmatrizen fiir das linearisierte FE-Glei-
chungssystem wird die konsistente Materialmatrix dT /dE bendtigt, die eine
quadratische Konvergenz der Newton-Raphson-Iterationen im Lastschritt in der
Néhe des Gleichgewichts gewahrleistet. Aus der impliziten Differentiation des aus-
iterierten Gleichungssystems (638a)-(68¢) unter Beriicksichtigung der Abhéngig-
keiten

gn+1 = g (zn+1(En+1)7En+1) =0 (84)
nach dem Tensor der Gesamtverzerrungen E folgt die Beziehung
ag g dz
- = 4 + (V2,1 9) - =0. (85)
dE n+1 0E n+1 ( o ) dE n+1

Wenn das Anfangswertproblem die zeitdiskretisierte Evolutionsgleichung (69a)
betrifft, kann die konsistente Materialtangente durch die einfache Matrizenmul-
tiplikation

dz

&z 08
dE

OFE (86)

== (VZ7L+1 g)

n+1

n+1

ermittelt werden, da in diesem Fall der Ausdruck dz /dE den vierstufigen Ten-
sor dT'/dE enthilt und die Jakobi-Matrix VG bereits aus der Integration des
Deformationsgesetzes in invertierter Form vorliegt.
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