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1 Einfiihrung

Zielstellung diese Artikels soll die Darstellung eines residuen-basierten Fehler-
schitzers fiir typische Deformationsberchnungen mit der adaptiven FEM sein.
Dies ist fiir lineare Probleme, wie etwa die Lamé-Gleichung seit fast 20 Jahren
bekannt (s.[1, 2, 3]) und in entsprechenden Finite Elemente Programmen inte-
griert. Beim Ubergang zu Nichtlinearititen gibt es zwei wichtige Richtungen bei
Deformationsprolemen. Zum einen wird hiufig das nichtlineare Materialverhalten
in den Vordergrund gestellt, was z.B. bei elastoplastischen Materialien besonders
wichtig ist. Hierfiir finden sich in der Literatur auch Verallgemeinerungen zum
Fehlerschitzer und somit zur adaptiven Netzsteuerung fiir derartige Probleme.
Hier soll der zweite Grund fiir Nichtlinearitaten besondere Beachtung finden, die
Beriicksichtigung der sogenannten , groffen Deformationen®. Diese Nichtlinearitét
resultiert ersteinmal aus der vollstdndigen Betrachtung der Geometrie der Defor-
mation. Zur Herleitung der richtigen Fehlerschiitzer ist die Unterscheidung (und
richtige Benutzung) der verschiedenen Spannungstensoren erforderlich. Deshalb
wird zu Anfang eine moglichst einfache Darstellung der zugrunde liegenden Dif-
ferentialgeometrie der Deformation gewéhlt. Im Kapitel 3 wird das Kriiftegleich-
gewicht in eine schwache Formulierung in der Ausgangskonfiguration transfor-
miert, was dann die zu behandelnde nichtlineare Gleichung liefert. Das Kapitel
4 beschiéftigt sich mit der Linearisierung fiir den Fall eines einfachen elastischen
Materialgesetztes sowie fiir fast inkompressibles Material. Der Unterschied zur
FEM fiir ,kleine Deformationen® liegt im wesentlichen in etwas aufwéndigeren
Berechnungen der Elementmatrizen neben der notwendigen zusétzlichen Linea-
risierungsschleife. Deshalb wird in Kapitel 5 die Implementierung der neuen Ele-
mentmatrizen untersucht. Der Fehlerschéatzer als Basis fiir adaptive Netzverfei-
nerung ist Gegenstand des letzten Kapitels. Durch Definition eines angepassten
Fehlerfunktionals ist es moglich, einen Fehlerschétzer zu erhalten, der wenig von
linear elastischen Spezialfall abweicht.

2 Geometrie

Die Ausgangskonfiguration Qg (ein Gebiet im 3-dimensionalen Euklidischen Raum)
ist parametrisiert als

Q={X(n):nePcCR’,



also = (n,n%,7®) ist gegebenes (ev. krummliniges) Koordinatensystem. Dann
sind:

G;, = %X covariante Tensorbasis,

Gij =G; -G Metrikkoeffizienten,

G contravariante Tensorbasis,

definiert mit: G- G, = (5; (1)
G= (Gij)ﬁjzl = Q’l = (Gij)ij:1 mit GV = G* - GV

Grad = G¢ 3‘?7, der Gradientenoperator in €2

eventuell notwendig: Christoffel Symbole mit -2 G; = T*.Gj,.
i i ij

Deformation von € ist eine Abbildung: X — =z = 3(X) = X + U(X),
bzw. zeitlich verénderlich:

l‘(t) = 'ﬁt(X) =X+ U(tX) vt € [O>tend}7 2
(@G = id. Abb. , U(0,X) = 0), @

U ist Vektorfunktion von X (der gesuchte Verschiebungsvektor an X) also (Vt :)
Funktion von 7, somit ist auch z(n) eine Parametrisierung des Gebiets €, (defor-
miertes Qo).

—> Es gibt eine mit ¢ sich dndernde Parametrisierung (heifit: Der materielle
Punkt P bei t = 0 an der Stelle X(n) ist bei ¢ > 0 an der Stelle z(n) hat also
stets den “Namen” 7.)

Mit der via z(n) gegebenen Parametrisierung von €, ( V¢ fest), folgt analog zu
(1) die Definition von co- und contravarianten Tensorbasen:

0 ) ) .
9; = 5y ist covariante Tensorbasis von €, (und 3g*, usw.)

Da U(t, X(n)) gesuchte Vektorfunktion, ist U = U'(t,n)G;(n) zu denken und
Ui(t,n) die gesuchten 3 Funktionen V¢
o 0 o)

= - = (X = i s = i i
87711 87]7/( +0U) G+8an G, +U, (3)

= g;

Definieren den sogenannten Deformationsgradienten F' als Tensor 2. Stufe mit

FX+V)=3(X)=F -V +O(|V|]?) (4)

V (kleinen) Richtungen V' € T, (= span{G,}, der Tangentialraum bei X).
Da aber stets gilt:

FX+V)=@X)=V -Grad@+ O(|V|? ()
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ist also

F = (Grad@)”
[Grad (X + U)]"

| F=I+GradU” |

Mit (1) folgt also (beachte Einsteinsche Summenkonvention!)

P (ezixru)

(Gi Gi+0%iUDT

1+ (V)G =1+U,G

Bemerkung: U = U'G; = U ), = %U = UG, , wobei offenbar

aber fiir folgende Uberlegungen werden nur die drei Vektoren U ; benétigt.

i 9 i 77J
U|k:87]’“U JrI‘jk,U]7

Folgerungen: Da g, = G; + U ;, ergibt sich:

F- G G + (U,,-)Gi -Gy
= G, +Uj =g,

Gy FT = Gv+G,-GU,=g,

analog folgt g' = F-T-G' = G'- F~'.

Ubrigens:

9.G' = (Gi+U,)G'" = GG +U,G
= I+U,G
= F

— F=g,G =F"'=G'g, FT=¢g'G;, F-' =G.g'

Weitere Defintionen:

FT.F

E

= I+ GradU + GradUT + Grad U - GradUT

( Cauchy-Green—Tensor )

= %(F T.F — 1) Verzerrungstensor grofier Deformationen

| 2B(U) = GradU + GradU” + Grad U - Grad U |

(10)

(11)



3 Kiriaftegleichgewicht — Physik

Das Kriftegleichgewicht gilt stets in €2 :
Jo, Cauchyscher Spannungstensor und pf Volumenkraftdichte (an jedem Punkt
x) so daB

| divotpf=0 VeeQ . | (14)

Achtung: div ist wie grad bzgl. z(n) gegeben als:

‘ grad = gi% ‘ (15)
Multiplizieren diese Gleichung mit beliebiger Vektorfunktion V' (mit V' = 0|y b(®)
und integrieren iiber €);:
Volumenelement:
dQ = (g1, 92 gsldn'dp*dr? )
= [F-G,F Gy F-Gsldn‘dn*dn®
= det F [Gy, Ga, G35 dntdn?dn?
= J d
Mit GauBischem Integralsatz in €2; entsteht:
/a:gradVTth:/pf-Vde,—s—/n-o~Vd$t (16)

Q Q4 o

1 2
Definition: Jo = F- T=F- T -FT

1

T 1. Piola-Kirchhoff-Spannungstensor (unsymmetrischer Tensor 2. Stufe),

2
T 2. Piola-Kirchhoff-Spannungstensor (symmetrischer Tensor 2. Stufe)

=Tp i)

benutzt, hiermit ergibt sich:

Z/pgf Ve + Y /”-Vdso

BECTN 1

Z/ (Div ) - VdQOJrZ/‘ﬁTVdSO

T ECoT ¥y,

=Y {Re, V) + Y (e, Ve

EcoT
mit: .
L mT\TlJr‘ﬁ T\n E=T1nT,
rpo= MTI=9 g EcCTy
0 EcTp

—

By = (DivT +pflr,
1
alle GroBen T sind T (Uy) . Fur die Berechnung mufl
12
T=TFT = (BE(U,) : €) - (I + GradU})

gesetzt werden, wovon Div zu bilden ist.

Die weitere Abschétzung folgt identisch Abschnitt 5.1 und fiihrt zu
Ty(en) < Cr(Y_mp)'?
T
mit

h
= é (thlRT|2T+ > |7”Ei~> ‘

Ecor

17



Natiirlich sind Ji(v) und Jy(v) #quivalent (aber gerade mit Cs als einer der
beiden Konstanten):
1/2 1/2
a(v,v) a(vzv) > 1 (I,(U,’U)l/Q _ 1
b(v,v)1/2 Cs VCs

Wird € : €(z) : e < (v€(x))e : € gesetzt (also vE(x) der groBte EW von €(z)) so
entsteht offenbar

Jo(v) =

Ji(v).

Jo(v) < /i (v)
Der Vorteil von Ja(v) ist zusétzlich der, dass eine Verallgemeinerung zum nichtli-
nearen Funktional a(U; V') moglich ist, weil die Energienorm a(v,v)/? im Nen-
ner nicht mehr auftritt:

Definition:
a(U;ep) —a(Up;ep)

b(en, en)'/?

(wieder sei e, = U — U}, und U die exakte Losung).

JB(eh) =

6.2 Fehlerschatzer fiir das nichtlineare Problem der GroBen
Deformation

Es gilt nunmehr

aU;V) = f(V) VYV e (H}Q))3,
aUpV) = f(V) VV eV, (FE-Raum),

so dass fiir den Zahler in
Js(en) = (a(U;en) —a(Up;ep)) / blep, eh)1/2

wieder eine Galerkin—Orthogonalitit benutzt werden kann. Mit V' = (I — I,)ey,
wird also von a(U; V) — a(Uj; V') gestartet.

a(U; V) muB blof als f(V') geschrieben werden, wéhrend a(Uj,, V') als Summe
iiber die Elemente und mit Gaufischem Integralsatz umgewandelt wird. Mit der
Herleitung (17) wird fiir a(U}, V') die Darstellung

/ Il’ (U}) : GradVT dQy

2

16

Hiermit werden die 3 Integrale besonders betrachtet:
1.
J o grad vTdQ,
9
= [ Jo:grad v7TaQ,
Qo
1 -
= [(F-T): (Grad VT . F71) dQy
Qo

= [ T: Grad VTdQ (7)
Qo
2 T
= [T:(F" Grad V") dQy
Qo
2 .
= [ T:(I+GradU) - Grad VTdQ,
Qo
fiir beliebige Vektorfunktion V' mit V|, = 0 von .
Da 72“ symmetrisch =
2
T: (I +GradU) - GradV”
2 .
=T [(I + GradU) - Grad V’]T (18)

—T: E(U: V)

mit der Definition

| 2E(U; V) = Grad V + Grad V7 + Grad - UGrad V7 + Grad VGrad U” |
(19)

/ pf - VdQ, = / pof - VidSy (20)
Q4 Q

— —

bei p-J = py (wegen Massenerhaltung). Sei f(z) = f(X) unabhiingig von der

Deformation (!).

3.
/n-a-VdSt: /n-U-VdSt (21)
EIon JaND)

da V =0 auf [pVt.

O.E.d.A. sei T'y in Qg bzw. T'x(t) in Q; charakterisiert durch:

n® =c (feste Konstante) und (7', 1m?) € PNeumann

= I'y(t) hat Parametrisierung {x(n',n% ¢) : (0, 1?) € PNeumann}



= g,, 9, sind die Flichentangentialvektoren sowie dS; = |lg; x g,||dn*dn?,

_ 91%X9> und n~U~V:[gl’92’U'V]
g1 > gsll g1 > gall
also
[ no-VdSi= [ |[g1,95 0 V]dn'dy?
I'n(t) PNeumann
1
:P | 3F-Gi,F -Gy F-T-V]dn'dy
Neumann
1
= f [G1,Go, T -V] dntdn? (22)
PNeumann
1
= [N T-VdS,,
FN GG
car GixGl . . .
wobei Ot = [emten Auflennormale im undeformierten Gebiet {2
Fazit

alles in Qg zu formulieren,

Neumann Randbedingung heif3t:

1
N-T=7g (geg. Tractions auf T'y ) (23)

Aufgabe: gesucht ist U (mit erfiillten Dirichlet-Rb.) mit

/ T+ BU:V) dQO:/pgfv Vng+/§~VdSO YV € (HL(Q0)) (24)

Qo

Qo

4 Simulation groBer Deformationen bei linear
elastischem Material

Aus den bisherigen Grunddefinitionen:

2B(U)
2E(U; V)

GradU + GradU” + GradU - GradU”
GradV + GradV7T + GradU - GradV7T + GradV - Grad UT

mit einer (vorldufig beliebigen) Interpolation I,e; des Fehlers e, in den FE
Raum.

Die Abkiirzung v = (I — Ij,)e; ergibt nach Sumation iiber alle Elemente und
Gauflschem Integralsatz iiber jedes Element:

alenen) =y ((RTJ’)T =Y ((o(w) = o(uy)) '"~,U>E>

T ECoT

Durch Zusammengruppieren der inneren Kanten je zweier Elemente und Beach-
tung der Randbedingungen auf I'y ist dies dasselbe wie

Z(R% T—*Z Op - 7

T EcoT

Bevor jetzt eine Abschitzung mit Cauchy—Schwarz erfolgt, werden besondere
Gewichte verteilt: hr sei der Durchmesser von 7" und € = mi%l &(z).
ze

alener) < Z( S el (Stlole) +

EZ ( Velrele) (%HMI;;)

Die bekannten Interpolationsfehlerabschitzungen ergeben (nach abermaligem An-
wenden der Schwarzschen-Ungleichung, Ct ist die zugehérige Konstante):

1/2
a(en, en) <Z 77T> : (Z(GT Grad el : Grad eh)T>
T

Fiir den zweiten Faktor muss jetzt (P1) benutzt werden, um ihn zu a(ey, ey)
zu vergrofern.

Hiermit folgt

1/2

Der Nachteil, dass die Voraussetzung (P1) notwendigerweise in die Abschiitzung
eingeht und deshalb die moglicherweise grofie Konstante Cg auftritt, kann durch
ein abgeéindertes Fehlerfunktional J5(v) beseitigt werden. Hierzu sei gerade

a(v,v)

b(v,v) = / ¢(z)Cradv” : CradvdQ  gesetzt und  Jy(v) = CROLER

Q
Dieses Fehlerfunktional wird mit der gleichen Technik wie im Lemma 1 aber ohne

die Voraussetzung (P1) abgeschitzt zu:

Ta(en) < Cr(Y_mp)' ™.

15



ergibt sich obiges C's nach

a(u,u) > 2/1/5(11) ce(u) dQ > QHCKOm/Grad u” : Grad u dQ
Q Q

als

1+v

CKorn '

mit der i.a. unbekannten Konstanten der Korn’schen Ungleichung. Beachtet wer-
den muss, dass Ckom > 0 nur garantiert ist, wenn im Gebiet 2 ein echtes
Randstiick Dirichlet-Randbedingungen trigt. (D.h. man kann obige Abschitzung
niemals fiir ein beliebiges Finites Element allein benutzen.)

Cs =

Mit den iiblichen Herleitungen des Residuenfehlerschétzers (vgl. [1, 3]) ergibt sich
unter Benutzung von (P1) die Abschétzung

Ji(en) < CiCs(>_ i)', (67)

wobei die Variabilitidt von €(z) bzw. &(x) besondere Beachtung erfihrt.

Lemma 1: Unter (P1) kann das Fehlerfunktional Ji(e;) nach (67) abgeschitzt
werden, wobei
}LT

, h?
wh= IRl 5h+ Y el

ECOT
gilt (|| - || die Ly—Norm iiber das Teilgebiet w, hy den Durchmesser des Elements
T und E C 0T die Randteile von T also Kanten in 2D, Randflichen in 3D).
Fiir die beiden Residuenterme ergibt sich

—

Ry = (Div(on) + f)ir
TR [on - n]‘E
mit o, = € e(up).

Der Sprungterm [0y, - n] ist wie {iblich als

(on W + (o -0)|r, E=T1NT,
[O'h‘n]: O'htl‘ng EcTly
0 EcCTp

definiert (n ist jeweils die Auflennormale an das betreffende Element T bzw. T}
oder Ty).
Bew.: Der Beweis geht wie iiblich vom Zéhler in J; (ej,) aus und nutzt die Galerkin-

Orthogonalitét des Fehlers e;, zum FE-Raum:

alep, en) = alen, (I — I)ep)

14

folgt:
e B(U+V)=E{U)+E(U;V)+ 1GradV - GradV"

e beides symmetrische Tensoren 2. Stufe

o E(0;V)=¢e(V).

2
Im weiteren sei 7' =T der 2. Piola-Kirchhoffsche Spannungstensor (symmetrisch!)
und anstelle €y wird nur noch € geschrieben.

4.1 Lineare Elastizitat groBer Deformationen
Mit obigen Beziehungen heifit “Lineare Elastizitit groler Deformationen”:
T=TU)=¢:EU) (25)

mit einem Materialtensor 4. Stufe € (symmetrische positiv definite Abbildung
der symmetrischen 2-Tensoren in sich).

Losung U erfiillt:
aU;V) = f(V) VV e (H(Q)° (26)
mit

T:EU;V)dQ (27)

=
=
Il
P O

pof - VdQ+/§-Vds (28)
I'n

also mit (25) ist (20) zu losen mit

a(U; V) = /E(U) € E(U; V) dQ (29)
Q

Losungstechnik:

t € [0,1], fiir festes ¢ 16se a(Uy; V) =tf(V) VV, dann ¢ :=t + At



U, moglich aus Newtonverfahren, da guter Startwert U;_, vorhanden
(t = O B UU = 0)

Linearisierung von a(U; V'):

aU+AU; V) = aU;V)+ [E(U;AU):€: E(U;V) dQ
Q

+ [E(U):¢:1[GradAU - GradV" + GradV - GradAU"] dQ
Q
+ o(|aul)?)
(30)
Zur Vereinfachung sei (A, B) = [ BT : A dQ das Skalarprodukt der Tensoren

Q
2.Stufe, dann ist

/%T(U) : [GradW -GradVT+GradV-GradW7]dQ = (T(U) - GradW, GradV') .
Q

(31)

Also definieren:

apg(U; W, V) =(C: E(U;W),E(U;V))+(T(U) - GradW,GradV), (32)

und erhalten folgende geschachtelte Newton—Iteration:
Iteration: (Start: t := At,U := 0)
e Lose nach AU: ap(U; AU, V) =tf(V) —a(U; V) VV
o U:=U+ AU
e wenn |[AU[/|U||<e=t:=t+ At

Bemerkung: Start ist mit U = 0 = a(0; V) =0 YV  und:

ao(0; AU, V) = /E(AU) (€ e(V) dQ (33)
Q

wie linear elastisch kleine Deformationen.

4.2 Fast inkompressible Materialien und groBe Deformationen

Ausgangsgleichung ist wieder a(U; V') = f(V) VV.  Jetzt sei:

2. Eine richtige Energienorm (wie im linearen a(w,u)"/? ) haben wir nicht,
deshalb soll das abzuschétzende Fehlerfunktional darauf angepafit sein.

Beide Fakten fiithren zur Notwendigkeit den Fehlerschéitzer auch fiir das lineare
Problem zu iiberarbeiten, um beide Forderungen in einem verallgemeinerten Feh-
lerfunktional erfiillen zu koénnen.

Deshalb wird am Anfang nochmals der Fehlerschitzer fiir das lineare Problem
genauer betrachtet. Hierzu sei im weiteren mit

a(u,v) = f(v) Vv € Hy(Q))*

die lineare Aufgabe, also mit

a(u,v) = [ e(v): €:e(u)d
/

und e(u) = 1(Gradu+Gradu™) bezeichnet. Das abzuschétzende Fehlerfunktional
heiBt J(ep,) (spéter indiziert fiir mehrere Funktionale) fiir die Fehlerfunktion e, =
u — uy, (u die exakte, uy, die FE-Losung) und sei folgendermafien definiert:

J(v) = %

Der klassische Energienorm—Fehlerschitzer benutzt b(v, v) = a(v,v) und sei mit
J1(v) = a(v,v)"? bezeichnet. Wird der Materialtensor € als ortsabhingig zu-
gelassen, so erfordert die Abschitzung von Ji(ey) folgende Voraussetzung der
Existenz einer Stabilitéts—Konstanten.

(P1): Es gibt eine positive Konstante C's mit

/G(:):) Gradu™ : Gradu dQ < Cs a(u,u) Yu € (Hy(Q))?
Q

Hierbei représentiert das skalare Feld &(z) die wesentliche Grofienordnung des
Tensors €(z) z.B. €(z) ist der kleinste (Nichtnull-) Eigenwert von €(x). (Be-
achte, dass tiblicheweise €(z) eine positiv definite symmetrische Abbildung aller
symmetrischen Tensoren 2. Stufe auf sich ist, aber schiefsymmetrische Tensoren
annuliert). Im Falle des Saint—Vernant-Kirchhoff-Materials (d.h.:

Cie=2pe+Ntre)I, 2u=¢€¢/(1+v), A=2u-v/(1-2v)
mit Querkontrationszahl v und E-modul € ) setzen wir €(z) = € und wegen

2uee<e:C:e<(2u+dNe:e
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nacheinander eisetzen, ergibt:

Ky =(T- Vel Vedl ) (Vi=(i0).j= (k)

Ky =tr(&Ve] -T- V,€r), also der (3 x 3)-Block K ist:

Kij=1-(Ve!T Vi;)

und
K = [(961T Vo)t a0t o 1o
Ter
bzw. mit
= (p1-n)
Vo = (Vyi---Vo,)
ergibt sich
K? = / VOI'T,V,d) @ I,
Ter
(Stets ist hier
T=T(U)=¢:EU)

als (3 x 3)-Matrix zu denken.)

Engiiltig ist also
Ka(U)= K3 + K.

6 Fehlerschatzer und adaptive Netzsteuerung

6.1 Vorbetrachtung bei linearen Aufgaben

(66)

Die Herleitung eines Fehlerschitzers vom Typ (3" 72)/2 mit elementorientierten

Fehleranteilen 7y ist die Grundlage der adaptign Verfeinerungsstrategie. Man
kann dann diejenigen Elemente T verfeinern, die an obiger Summe den gréfiten
Anteil ausmachen. Die Herleitung des Fehlerschétzers soll sich einerseits am li-
nearen Spezialfall orientieren, andererseits miissen zwei Besonderheiten Eingang

finden:

1. Bei realistischem Materialverhalten (z. B. Elastoplastizitét) muss der effek-
tive Materialtensor € als ortsabhéngig betrachtet werden. Dies sollte eine

materialabhéingige Skalierung der nr in obiger Summe nachsichziehen.

12

T =T4(U) + pT, mit skalarer Funktion p(X) und vorléufig Ty(U) = € : E(U),

= aU;V) ai(U; V) +bo(U;p, V)
mit: a(U; V) = [T,;: E(U;V) dQ
bo(U;p, V) = [p(T,: E(U;V)) dQ
(binlinear bzgl. p und V')

Inkompressibilitdtsnebenbedingung:

[ By~ ) g an =0,
Q
(mit £ > 0), also definieren:
bUsq) = [
Q
cUip.q) = [rpgdQ
Q

ergibt die Aufgabe: finde (U, p) mit
a(U; V) +b(U;ip, V) = f(V) VV
b(U;q) —c(Uip,q) = 0 vq.
Linearisierung fiir Newton—Verfahren:
a(U+AU; V) = a)(U; V) +ao(U; AU, V) + O(|AU|?)

mit

ap(U; AU, V) = (€. E(U;AU), E(U,V)) + (T, - GradAU, GradV) ,

analog fiir b(U; q) :
b(U + AU; q) = b(U; q) + bo(U; ¢, AU) + O([|AU||*).

Damit ist das Newtonverfahren fiir (U, pai) = (U + AU, p = ppe) die
Iteration: (Start: ¢t :== At,U :=0)

e 15se nach (AU, p) (Sattelpunktsproblem)

ap(U; AU, V) + bU;p, V) = tf(V)—a(U;V) YV
b(U;¢,AU) - c(U;p,q) = -b(U;q) Vq

e U:=U+AU

o JAU|/|IU| < &=t :=t+At

(34)

(35)

(36)

(41)



5 Die Implementierung von «,(U; W, V)

EsseiU = <By, W = 5@, V= 5y mit den (vektoriellen) FE-Ansatzfunktionen

¢ = (991617 P1€2, P1€3, P2€1,- -, Qpnei%)

Dann ist ao(U; W, V) = vT K (u) w mit der (3nx3n)—Matrix K (u) bei n Knoten
Berechnung von K (u) :

EU:V)=| 7 (42)
252;3(U; V)

Betrachten kartesische Koordinaten: X = (x1, x5, x3)T

GradU = é’i%(Ujéj) (43)

= %é é; (44)

GradU - GradV?T = 68;]3 €,€; - g—;/kélék (45)
- ZZ, g;/; &8 (16)

1
Ey(U;V) = 7(GradU-GradVTJrGradV-GradUT):Xikéiék (47)

mit y;z = = Z <8U aV; aU_,- 8V}> "

0x; 8xk Oz, 0x;

= 5(1]z . V,k + Uk . Vz) (49)
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ergibt:
Ul av
U% RV
_| Us &V

UZ~83V+U; oV
ul.ov+ulov

Definieren die (6 x 3)-Matrizen

X 0 0 T
0 z, 0 Uin
pay =1 % O | wd pU,e) = : (52)
To X1 0 ’ U?;JJQ + Uj;Il ’
0 T3 g :
I3 0 T
dann ist:
EU;V)=D(V)V +D(U;V)V. (53)
Anwendung in FEM:
Anstelle V' alle Vektoransatzfunktionen (1€, - - - ¢,,€3) nacheinander einsetzen.
n
E = (E(U7 @161)' |E(U. (}9163)| ...... ) (54)
= (P(Ve) + DO Vo) i DV + DW.T))  (55)

Bei Einschrinkung aller Funktionen auf ein Element T,; (also dann n die Anzahl
der Knoten im Element) folgt fiir die Elementmatrix Teil 1:

w_ [a" 0 -
Kel = Elr -C- E‘i ds, (06)
Ter

wobei C' die passende (6 x 6)-Matrix zum Materialtensor € ist.
Elementmatrix Teil 2:

L L0, L L
Grad(p€;) = eig(galel) = 1,661 = Vp1€; (57)
in
(T - GradW , GradV) (58)
fiir
W und V. — (011, 0163, -+, pn€3) (59)
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