Lineare Algebra/Analytische Geometrie fiir Physiker
2. Ubung

1. Beweisen Sie durch vollstéindige Induktion
(a) die Ungleichung 2" >n? , ne€ N, n>5,

(b) die Summenformel fiir > k (HA) und fiir Y k2,
k=1 k=1

(c) (HA) die Formel fiir die n-te Ableitung (nach x) des Produktes zweier n-mal diffe-
renzierbarer Funktionen u(z) und v(z) .

2. Beweisen Sie, dass 117! 4 122771 fiir alle n € N durch 133 teilbar ist.

3. (HA) Schreiben Sie den Term (x — y)® nach der binomischen Formel als Summe von
Potenzen von z und y!

4. (HA) Berechnen Sie den Koeffizienten vor a'® in (1 4 a)?°.

5. Beweisen Sie mit Hilfe der binomischen Formel, dass
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gilt!
1-3:5...2n—1 1
6. Beweisen Sie, dass fiir n € N gilt ?2) : i 5 ( .nQn ) < % .
7. Man berechne Real- und Imaginérteil folgender komplexer Zahlen:
141 2i
@) @+30)E-20), () @+ (© A+2)° (@ ;5. () (HA) .
4 —3i a+bi (1+1i)t0
f) (HA beR b 0,0 h) ———
()( )4+3i (g) a—bi (a’7 e 7(0’7)#(7))7 () (1_i)87
1 1-i)°—1

(i) (HA) 53 (G) (HA) RESIESE (k) (a+0bi)" (n€N).

8. Man stelle folgende komplexe Zahlen in trigonometrischer Form dar:
(a) (HA) cosp —ising (peR), (b) =1, (c) 2—2i, (d) (HA) —a?i (a € R),

(e) sina+i(l—cosa) (a€[0,2m)), (f) 1+cos%+isin%, (g) (HA) —%+i§_

9. Sei z =x+iy bzw. z = r(cos p+1i sin ) eine beliebige komplexe Zahl (z # 0) . Bestimmen
Sie Real- und Imaginérteil sowie Betrag und Argument folgender komplexer Zahlen:
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Skizzieren Sie in der Gauflschen Zahlenebene die Menge aller komplexen Zahlen mit der
Eigenschaft

1
(a) Re;:c, (b) <3, (c) 2< |2/ <4, (d) 0<Largz< 7T,

z
(e) |[z—z2]=|2—2], (f) (HA)O< Imz<27und|Rez| <1,

(Z1) |z+ 3|+ |z —3] <10, (Z2) |z|<1+Rez.

(HA) Sei z =

1
———— . Fiir welche natiirlichen Zahlen n ist 2" reell?
1+ivV3
Man berechne mit Hilfe der Formel von Moivre

(a) (1+1)% (b)) (1-iv3)°®, (o) (HA) (-1+1i)>, (d) (HA) (V3+i)®.

1
Man zeige, dass fiir alle n € N und fiir alle @« € R mit o & {</<:+ §> mi k€ Z} die
Beziehung

1+1itana n_l—l—itannoz
1—-1itana 1—1itanna
gilt.

Man bestimme alle Losungen folgender Gleichungen:

(a) 22=-1, (b) (HA)z2°=1, (c) (HA)2}—-i=0, (d) 2*+1=0,

() 224+2=2i, (f) z*=-8+8V3i, (g 22=-3—4i,

(h) (HA) 26 =64, (1) 2*-2i22+2i =1, (j) (HA)22+4iz=5,
(Z1) 22 +4iz+5=0, (Z2)iz2-22—-i+1=0, (Z3)|z|—-2=1+2i,
Zeigen Sie, dass fiir beliebige komplexe Zahlen z,w € C die Beziehung

2(122 + |w|?) = |z — w|* + |z + w|?
gilt.

Zerlegen Sie folgende Polynome sowohl in komplexe Linearfaktoren als auch in reelle
Linear- und (wenn nétig) quadratische Faktoren:

(a) 22+3+4i, (b) 2241, (c) z*-16.
Man berechne die Summe aller n Losungen der Gleichung 2" = 1.

(HA) Man stelle cos ny und sinng (n € N) durch Potenzen von cos ¢ und sin ¢ dar.

Hinweis: Man wende den binomischen Satz und die Formel von Moivre auf (cos ¢+1i sin )"
an.



