Lineare Algebra/Analytische Geometrie fiir Physiker
1. Ubung

1. Geben Sie folgende Mengen mit Hilfe ihrer Grundmenge und der Eigenschaft ihrer Ele-
mente an:

M; ={2,4,6,8,10,...}, My = {1,4,9,16,25,...} (HA),

M; ={2,4,8,16,32,...} (HA),

111 1
My=<1,-,-, —, —,...0o , Ms=4{-1,1}, Mg =[-1,1
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M7 ={2,3,5,7,11,13,17,...}, Mg = {—4,-2,2,4} (HA).
2. Geben Sie folgende Mengen (wenn moglich) durch Aufzéhlung ihrer Elemente an:
My={x€Z:x=29,geZ}N{x€Z:x=3g,9g€ L},

My={x€Z:x=29, geZ}U{x€Z:2=3g,9g€ L},
My={z€eR:(z+1)*=2"+1} , My={z €R:sinz = cosz} (HA),
Ms={zeR:e"=0}, Mg ={r €R:sinx=—cosz} (HA),
M;={zeR:2’ +1+2z=(v+1)°} (HA),

M8:{$€RZ\/$2—1ZCC—1},M9:{$€@2£C2:3}.

3. Welche Beziehungen (Inklusionen) bestehen zwischen (Grundmenge sei stets die Menge R
der reellen Zahlen)

(a) der Losungsmenge der Gleichung sin § - sin £ = 0, der Losungsmenge der Gleichung
sin § = 0 und der Losungsmenge der Gleichung sin £ =0,
(b) (HA) der Losungsmenge der Gleichung 2sin? 2 = 1 und der Losungsmenge der Glei-
= — 1
chung sinx = 7 ?
4. Bilden Sie fiir die Mengen I = {a} und M = {¢,m,n} die Mengen I x M, M x I und M?2.
5. Es seien A, B, C beliebige Mengen. Zeigen Sie die Giiltigkeit folgender Gleichungen:
(a) A\(BUC)=(A\B)N(A\C),
(b) (HA) A=(ANB)U(A\B),
(c) (HA) AN(B\C)=(ANB)\C,
)

(d) AAB=(AUB)\ (ANB), wobei AAB := (A\ B)U (B \ A) die sog. symmetrische
Differenz zweier Mengen A und B bezeichnet,

() (A\B)xC=(AxC)\(BxC).

6. Firt >0sei My ={x € R:0 <z <t} .Bestimmen Sie

(a) U My, (b) ﬂ My, (C) ﬂ My,

0<t<1 0<t<1 1<t<2

@) (HA) |J M, (o) (HA) () M.

o<t o<1



7. Es seien I eine beliebige Indexmenge und {My},; ein Mengensystem mit M, C E fiir
beliebiges a € I. Zeigen Sie

(@) ()M = (UMQ)C,

ael acl
(b) (HA) | M= (ﬂ Ma) ,
aecl acl

wobei M¢ := E\ M, die sog. Komplementidrmenge von M, bzgl. der Menge E bezeichnet.
8. Man gebe die Potenzmenge P(M) und die Menge N := M? (HA) fiir M = {1,3,5} an.

9. Das Symbol #M bezeichne die Anzahl der Elemente einer Menge M . Man beweise, daf3
fiir jede Menge M mit #M < oo die Beziehung #P (M) = 2#M gilt.

10. Geben Sie alle Funktionen f : I — M an fiir
(a) I ={ay1,a2} , M ={1,2},
(b) I={1}, M ={t,;m,n} ,
(c) I ={a,b}, M =1{3}.

11. Entscheiden Sie, ob folgende Funktionen f: A — B injektiv, surjektiv, bijektiv sind:

(¢) (HA) A:R\{(%H)g,kez} ,B=R, f(z) =tanz,

(f) (HA) A= B =N, f(n) =n?,

(5) A=N, B=Q, f(n) = .
(

h) A=B=R, f(z) =2z —4].
12. Essei f: X — Y eine Abbildung. Man zeige:
(a) Aus A C B C X folgt f(A) C f(B).
(b) Fiir beliebge A, B C X gilt f(AUB) = f(A)U f(B).
(¢c) (HA) Es gilt f(ANB) C f(A)N f(B) VA, B e P(X).
(d) (HA) Geben Sie ein Beispiel dafiir an, dass f(AN B) # f(A)N f(B).
(e) Fiir beliebige A, B C Y gilt f1(ANB) = f~Y(A)n f~1(B).
13. Esseien f: X — Y, g:Y — Z zwei Abbildungen und
h=gof: X —2Z, zr~g(f(z))

ihre Komposition. Zeigen Sie, dass h surjektiv (injektiv, bijektiv) ist, wenn f und g sur-
jektive (injektve, bijektiv) sind. (Ist h auch unter schwicheren Vorausetzungen an f und
g bijektiv?)



14. Fiir welche reellen Zahlen a, b, ¢, d ist die Abbildung
f:R?=R?, (x,y) — (az +b,cy +d)
surjektiv, injektiv, bijektiv?
15. Sei S, die Menge aller Permutationen der Ordnung n. Man bestimme #.5, .

16. Es seien

(1234 (1234 Lo (1234
M= \3412) 27 \4123) "¢ 37 \2341)"

Man berechne o1 0 09 (HA), 01 001 (HA), 03005007 und 0?:1 .
17. In der Menge M = {1,2,3,4} seien folgende Relationen R; bis Rg erklért:
Ry ={(1,1),(2,2),3,3)}, Re={(44)}UR;, Rsy=RyU{(1,3)}(HA),
Ry=R3U{(3,1)}, Rs=R4U{(1,2),(2,1),(3,2),(2,3)} (HA),
Rs = RoU{(2,3),(3,2),(1,2),(2,1)}.

(a) Welche Relationen sind Aquivalenzrelationen?

(b) Man ergéinze die Relationen, die keine Aquivalenzrelationen sind, durch Hinzufiigen
moglichst weniger weiterer Elemente aus M x M zu einer Aquivalenzrelation.

(c) Man bestimme jeweils alle Aquivalenzklassen.
18. Welche der folgenden Relationen auf der Menge X sind reflexiv, symmetrisch, transitiv?

(a) X =N, mRyn Sger m + n ist gerade,
(b
(¢) X =N, mR.n <qef Im—n| <2,
(d

)
) (HA) X =N, mRyn <qef m + n ist ungerade,
)
)
e) X =N, mR.n Sqe mln,
)
)
)
)
)

X =N, mRgn Sget % ist ganzzahlige Potenz von 2,
(
(f) X =R, 2Rfy Sqgef €* = €Y,

(g) (HA) X =R, 2 Ry y <qef 72 = 42,

(h) X =Z, aRpb <ger 4|(a =),

(i) (HA) X =N, m R;n <4 mn ist ungerade,

(J
19. Zeigen Sie, dass die Relation (ay,by)R(az,by) et a1bs = agby auf N? eine Aquivalenzre-

lation ist und dabei jede Aquivalenzklasse mit einer positiven rationalen Zahl identifiziert
werden kann.

X=R,zRjy gtz <y.

20. Es sei P C P(M) ein System paarweise disjunkter, nichtleerer Teilmengen von M mit

UJa=wm,

AeP
d.h. P ist eine Partition von M . Die Relation R C M x M sei definiert durch

(,y) ER et JA€P:z € Aundyc A.

Man zeige, dass R eine Aquivalenzrelation ist.



