Mathematik fiir Informatiker

10. Ubung — Konvergenz von Zahlenfolgen

1. HA: Ermitteln Sie die Grenzwerte und diskutieren Sie die unterschiedlichen Annihe-

rungen nachstehender Folgen an diese (Skizze!):
_1\n+1 _1\n
@ an=1, O ay=-1 ()z,="— () a,=2E0

(e) z, = DL

2. HA: Fiir konvergente Folgen (a,) und (b,) gilt lim (a, + b,) = lim a, + lim b,.
n—oo n—oo n—oo
Man gebe Beispiele mit lim a, = oo und lim b, = —oco an, fiir die obige Aussage

n—oo n—oo
falsch ist, insbesondere soll gelten:

(a) lim (an +b,) =c(ceR), (b) lim (a,+b,) =00, (c) lim (an+by) = —00.

n—oo n—oo n—oo
3. Geben Sie a und N(¢g) an, so dass Ve > 0 gilt |z, —a| <& Vn > N(e):
() @n= iy, HA: (b) @, = Snfesin - HA: (o) @, = 55— 1,
(d) z,=01+ %)4.

4. Bestimmen Sie die Grenzwerte von

(8) @n = grtl, HA: (b) o =n® (145 - \/1+%),
k .
oan't .

() an= i—b (k.jEN),  HA:(d) @ = 75—,
1=0 i

() @n=vn(Vn+1-yn), HA: (f) z,=n(Vn+1+n),

(8) == /3" +2m, HA: (h) x,=1t2on 1

(1) x,=(1-2), HA: (j) =z, = Ya"+b" (a,b>0),

n3 _ nn2 n
(k) = G HA: (1) z,=4/(1-2%)",
(m) =z, = %(.’Ijn_g +zp_1) n>2, xp=2, 21 =1.

5. Es sei (z,,) eine Nullfolge und (c,,) eine beschrinkte Zahlenfolge.
Dann gilt z,, := ¢,x,, — 0 fiir n — oc.

6. HA: Geben Sie eine ,e-Definition“ dafiir an, dass eine Folge (x,) nicht gegen a € R

konvergiert.
n n
7. Seien x, := (1 + %) Y Sp = Y % und e := lim z,,. Beweisen Sie:
(a) e—sn< . (b) Die Zahl e ist irrational.
8. HA: Es seien a; =2 und ap41 = 22213 fiir n € N gegeben.

(a) Zeigen Sie, dass a, > 1 fiir alle n € N gilt.
(b) Zeigen Sie, dass die Folge (a,) monoton fallend ist, d.h. a,, — ap4+1 >0 Vn € N.

(c) Zeigen Sie, dass (a,) eine konvergente Folge ist! Bestimmen Sie den Grenzwert.



9.

10.

HA: Sie sollen mit Hilfe eines Computers den Wert /= (z > 0) berechnen. Ein Ma-
thematiker behauptet, dass lim a, = /z mit a, 1 = %(an +£),a1 >0, neN
n—o0 n

gilt. Ist diese Behauptung richtig? (Hinweis: Zeigen Sie zuerst, dass (a,) konvergiert!)

Ausgehend von einem gleichseitigen Dreieck mit Seitenléinge a unterliegt die sogenannte
Kochsche Schneeflocke der folgenden Bildungsvorschrift. Die Berandung T,, nach dem
n-ten Entwicklungsschritt entsteht aus 7,1 indem auf dem mittleren Drittel einer
jeden geradlinigen Berandungsstrecke von T, 1 ein gleichseitiges Dreieck aufgesetzt
wird (n =1,2,3,...).

Man berechne den Umfang U,, und Flicheninhalt F}, der Figur 7T, sowie lim U, und

n—oo

lim F,. (Hinweis: Der Flidcheninhalt eines gleichseitigen Dreiecks mit der Kantenlénge
n—oo

a betragt Fy = #2/3)
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Abbildung 1: Schneeflocke Ty.  Abbildung 2: Schneeflocke 77. Abbildung 3: Schneeflocke T5.
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Abbildung 4: Schneeflocke T5. Abbildung 5: Schneeflocke 7y. Abbildung 6: Schneeflocke T5.

11.

12.

Ermitteln Sie die Grenzwerte folgender Zahlenfolgen

(a) 2, =% (c>0), (Z)xn:\/c+\/c+"‘+\/5 (c>0),

n Wurzeln

(b) Zpy1 = zn(2 —x,) (0<zp<1).
(c) HA: Losen Sie (b) fiir zp beliebig graphisch mit Hilfe des Computers!

HA: Ein rechtwinkliges Dreieck ABC habe die Katheten a und b und die Hypotenuse c.
Von C' wird das Lot auf die Hypotenuse gefillt. Vom Fuflpunkt des Lotes wird das Lot
auf die Kathete b, von dessen Fulpunkt das Lot auf ¢, dann wieder auf b usw. gefallt.
Das Verfahren denke man sich unbegrenzt fortgesetzt. Zeigen Sie, dass die Summe der
Lingen h; (i = 1,2,...) aller Lote gleich -2 ist. (Hinweis: Driicken Sie h; mit Hilfe
eines der Winkel im Dreieck aus!)

Zusatz: Zeigen Sie, dass folgende Folgen f,11 = V/fuFn, Fni1 = 2fntifn (n € N) mit

fn+1+Fn

den Anfangsbedingungen f; =2, F} = 4 eine Intervallschachtelung [ f,,, F}, | definieren, und
dass dabei gilt F,, — f, < ——2—— . Berechnen Sie fi» und Fs.

= (2+v2)nt



