Analysis 1

7. Ubung — Reihen

1. Es seien a, > 0, b, > 0 fiir alle n € N. Beweisen Sie folgende Vergleichskriterien:
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Es existiere der Grenzwert ¢ = lim — .
n—o0 by,

oo oo
e Ist ¢ < o0, so folgt aus der Konvergenz von Z b,, die Konvergenz von Z a, und

n=1 n=1

e.9] o
aus der Divergenz von g an die Divergenz von E by, .

n=1 n=1

oo o
e Ist g > 0, so folgt aus der Divergenz von Z b, die Divergenz von Z an und aus

n=1 n=1

o oo
der Konvergenz von E a, die Konvergenz von E by, .

n=1 n=1
e Im Fall ¢ € (0,00) konvergieren bzw. divergieren beide Reihen gleichzeitig.

In+1 _ b1

2. (HA) Es seien a, > 0, b, > 0 fiir alle n € N. Existiert ein nyg € N mit <
aTL n

o o0
Vn > ng, so folgt aus der Konvergenz von Z b, die Konvergenz von Z an, und aus

n=1 n=1
[e.e] o0
der Divergenz von g an die Divergenz von E by .
n=1 n=1

3. Untersuchen Sie folgende Reihen auf Konvergenz:
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4. Untersuchen Sie mit Hilfe von Vergleichskriterien auf Konvergenz:
= o = « /1 n+1
a) Zsmg (¢ eR) (b) Z (1—COSE) (xeR) (c) Z (n—ln - >
n=1 n=1 n=1
5. Untersuchen Sie mit Hilfe des Wurzel- bzw. Quotientenkriteriums auf Konvergenz
(z € C):
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6. Beweisen Sie: Ist die Reihe Z ay, absolut konvergent, so ist konvergiert auch Z |an|P
fur alle p > 1. Gilt die Umkehrung7
oo oo
7. Beweisen Sie: Sind die Reihen Z |ap|? und Z |b,|? konvergent, so konvergieren auch
n=1 n=1
die Reihen
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8. Es gelte a, — a und a, # 0 Vn € N sowie a # 0. Zelgen Sie, dass die Reihe
Z |an+1 — an| genau dann konvergiert, wenn die Reihe Z a1 11—y -1 konvergiert.
n=1 n=1
= 1
9. Wir modifizieren die harmonische Reihe Z — auf folgende Weise:
n
n=1
(a) (HA)Wir summieren nur iiber die durch 10 teilbaren natiirlichen Zahlen 7.
(b) Wir summieren nur iiber die natiirlichen Zahlen n, bei denen in der Dezimaldar-
stellung die Ziffer 9 nicht vorkommt.
Untersuchen Sie die so modifizierten Reihen auf Konvergenz.
o
10. Geben Sie die Summe s = Z an folgender Reihen an:
n=1
(2 : (~AER\N) (b) an=—= (c) (HA) 1
a) ap = - ap=—= (c ap = —5——
" (d4+n)(d+n+1) "Un " 4n?2 -1
11. Zeigen Sie, dass das Cauchy-Produkt zweier absolut konvergenter Reihen absolut kon-
vergiert.
oo
12. Es sei yp € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} Vn € Ny. Geben Sie die Summe der Reihe 1%’;
an. =0
Zusatz 1:

Untersuchen Sie mit Hilfe des Dirichlet- oder Leibniz-Kriteriums auf Konvergenz (a € R):
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(Erarbeiten Sie sich das Dirichlet-Kriterium mit Hilfe der Literatur — z.B. Fichtenholz, Band
I1, Nr. 384.)

Zusatzoo2:
Es sei Z(—l)”“bn eine Reihe mit b, > 0 Vn € N und b,, — 0. Konvergiert diese Reihe?
n=1
Zusatz 3:
= (1!
Es sei s die Summe der Leibniz-Reihe Z ——— . Geben Sie jeweils eine Umordnung dieser
n
n=1

Reihe an, die die Summe 32 0 bzw. oo hat.

Zusatz 4:
Geben Sie die Summe folgender Reihe an:
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Die Summanden sind die Reziproken der nur durch 2 oder 3 teilbaren, natiirlichen Zahlen!

7. Hausaufgabe

1. Schreiben Sie die folgenden Reihen in der Form Zan und untersuchen Sie, ob die

n=1
Reihen konvergieren oder sogar absolut konvergieren:
2 3 4 5 2 4 6 8 1-2 1-2-3
—4+-4=-4+=4+... (b) = — 1+ —
@ gtgtstet D gtgtgrgt Oty
1 1 1 2 4 8 1 1 1 1 1
d 1+—+—+-— 1 Hl-54+-——5+- +..
(d) +100+200+300+ (&) 145 +3'+ oo (D) 22+3 42+5 62

2. Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz:
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3. Fiir welche z € R\ N ist die Reihe nz::l G-D@—2 - @—n) konvergent?
(1 1\"
4. Zei i S+ = ? gilt.
eigen Sie, dass Z <2 + n) < e” gilt
n=1
. . 1 1 . .
5. Fir n > 1 gilt offenbar —— < — < ——— . Man leite daraus eine obere und

n(n+1) ~n?2 nn-1)
=1
untere Schranke fiir die Summe der Reihe Z — ab.
n



6. Ausgehend von einem gleichseitigen Dreieck mit der Seitenlénge a unterliegt die so-
genannte Kochsche Schneeflocke der folgenden Bildungsvorschrift. Die Berandung T),
nach dem n-ten Entwicklungsschritt entsteht aus 7;,_1 indem auf dem mittleren Drittel
einer jeden geradlinigen Berandungsstrecke von 7)1 ein gleichseitiges Dreieck aufge-
setzt wird (n = 1,2,3,...). Man berechne den Umfang U,, und Flidcheninhalt F,, der
Figur T}, sowie nh_)rgo U,, und nh_}n;o F,,. (Hinweis: Der Fliacheninhalt eines gleichseitigen

Dreiecks mit der Kantenldnge a betragt Fy = #}‘/g)
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Abbildung 1: Schneeflocke Ty. Abbildung 2: Schneeflocke Ty.  Abbildung 3: Schneeflocke T5.

R

Abbildung 4: Schneeflocke T3. Abbildung 5: Schneeflocke Ty. Abbildung 6: Schneeflocke T5.

7. Der Turm von Babylon werde durch Aufeinanderstapeln von Wiirfeln W,, der Kan-
tenldnge % nachgebaut, wobei n = 1,2,3,... ist. Die Bodenfliche des (n + 1)-ten
Wiirfels werde dabei auf die Mitte der Dachfliche des n-ten Wiirfels gesetzt.

(a) Wie hoch wird der Turm?
(b) Kann der Turm mit endlich viel Farbe angestrichen werden?

(c) Kommen die Baumeister mit endlich viel Beton aus, wenn jeder Wiirfel ganz aus
Beton besteht?

8. Losen Sie die mit (HA) gekennzeichneten Aufgaben der 8. Ubung.

Literatur: G. M. Fichtenholz, Differential- und Integralrechnung, Band II.



