Analysis 1

6. Ubung — Supremum, Infimum, Zahlenfolgen

. Sei A C R nach oben beschriankt. Zeigen Sie, dass eine obere Schranke s von A genau
dann Supremum von A ist, wenn fiir jedes € > 0 ein a. € A existiert mit s — e < a..

. Sind folgende Mengen beschréankt? Ermitteln Sie gegebenenfalls Supremum und Infi-
mum! In welchen Féllen existiert ein Maximum bzw. Minimum?

(a) (0,1),  (b) (=00,0],  (¢) (HA) {1+ (-1)":neN}  (d) {% :n € N},
(e) (HA) {zr e R:2? <2} (f) {n=D" : n e N} (Z) {{/n:neN}

. Es seien die nichtleere Menge A C R nach unten beschrinkt und —A := {—a:a € A}.
Man zeige, dass dann sup(—A) = —inf A gilt.

. Die Mengen A, B C R seien nach oben beschriankt. ((HA) nach unten beschrinkt.)
Wir definieren A+ B ={a+b:a € A,b € B}. Zeigen Sie, dass dann sup(A + B) =
sup A +sup B ((HA) inf(A + B) = inf A + inf B) gilt.

. Zeigen Sie, dass die Zahlenfolge x,, = (1 + %)n monoton wachsend gegen e konvergiert!
(Hinweis: Fichtenholz, Band I, Nr. 36.)

. Fiir folgende Zahlenfolgen sind Zahlen a und N(e) zu finden, so dass |z, —a| < €
Vn > N(e) und Ve > 0 gilt.
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8. Fiir welche z € C existieren die Grenzwerte
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9. Verwenden Sie die binomische Formel, um zu zeigen, dass
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gilt, und berechnen Sie damit lim /n.
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10. Ermitteln Sie die Grenzwerte folgender Zahlenfolgen:
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(d) (HA) zpy1 =202 —2,) (n€Np, 0<29<1)

11. Beweisen Sie:

(a) Aus z, € R, 2, — a und a > p folgt die Existenz eines ny € N, so dass x,, > p
Vn>ng.
(b) Aus z, € R, b = limsupz, und b < ¢ folgt die Existenz eines ng € N, so dass

n—o0

Tp < qgVn>ng.

12. (HA) Formulieren Sie eine zu 11(b) analoge Aussage fiir den Limes Inferior.

13. Man bestimme lim z,, und lim z,,:

(@) zp = (-1)"(2+ %) (b) zn = (_7;[)” * = (2_1)n (c) zp = n-1"
nw n? 2nm
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(f) (HA) 2, =) (-1) (2) (HA) z, = (1) (1 +— ) + cos(n)

k=0



14.

Es seien (2,)0%; und (y,)22, reelle und beschrénkte Zahlenfolgen. Man zeige, dass

dann gilt:

(a) lim z,, + lim y, < lim (z, 4 y») < lim z,, 4 lim y,, ,

(b) (HA) lim z,, + lim y,, < lim (2, + yp) < lim 2, + lim y,, ,

(C) lim 2, - lim y, S@(%ZM) < lim z, 'myna falls z, >0, y, 2 0Vn €N,
)

(d) (HA) lim x,,-lim y,, < lim (z,y,) < lim 2, -lim y,,, falls z,, > 0, 3, > 0Vn € N.

15. Zeigen Sie: Gilt z, > 0 Vn € N und lim z,, - lim i =1, so ist (z5)22, konvergent.
16. Untersuchen Sie, ob folgende Zahlenfolgen Cauchy-Folgen sind:
1 "1 "1
(a) an =, (b) xnzzﬁ, (c) :rn:z%.
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6. Hausaufgabe

1. Formulieren und beweisen Sie eine zur Aufgabe 1 der 6. Ubung analoge Aussage fiir
das Infimum!

2. Ermitteln Sie die Grenzwerte nachstehender Folgen, und diskutieren Sie die unter-
schiedlichen Ann&herungen an diese Grenzwerte (Skizze):
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3. Zeigen Sie, dass lim x,, = 0 genau dann gilt, wenn lim |z,| = 0 ist.
n—00 n—0o0
4. Zeigen Sie, dass aus der Konvergenz der Zahlenfolgen z, und ¥, die Konvergenz der
Zahlenfolge z, := max{x,,y,} folgt.
Tan + 2
5. Es sei = 2 und = ——,neN.
s seien ap und @41 60, 13’ n
(a) Zeigen Sie, dass a, > 1 Vn € N gilt.
(b) Zeigen Sie, dass (a,);2; monoton fallend ist.
(c) Ist (an)9; konvergent? Bestimmen Sie gegebenenfalls den Grenzwert.

6. Ein rechtwinkliges Dreieck ABC' habe die Katheten a und b und die Hypotenuse c.
Von C wird das Lot auf die Hypotenuse gefillt. Vom Fuflpunkt des Lotes wird das Lot
auf die Kathete b, von dessen Fulpunkt das Lot auf ¢, dann wieder auf b usw. gefallt.
Das Verfahren denke man sich unbegrenzt fortgesetzt. Zeigen Sie, dass die Summe der
Léngen h;(i = 1,2,...) aller Lote gleich c%bb ist. (Hinweis: Driicken Sie h; mit Hilfe
eines Winkel im Dreieck aus!)

7. Losen Sie die mit (HA) gekennzeichneten Aufgaben der 6. Ubung.



Zusatz 1: Berechnen Sie die Grenzwerte folgender Zahlenfolgen:

(a) o, =n <1 —y/(1=2)(1 - 2)) , a,b € R, n hinreichend grof},

(b) xn:Z:,a>17621, (c)xn:ﬁ<1—1,>, (d)xn:ﬁ(1—,12>.

=2 J i=2 J

Zusatz 2: Sei {a,} eine positive, reelle Zahlenfolge. Zeigen Sie, dass folgendes gilt:

. a . T — Q
lim —* < lim ¢/a, < lim /a, < lim =+
an, an



