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Mai 2006

Chemnitzer Informatik-Berichte





Inhaltsverzeichnis

1 Einleitung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

2 Grundbegriffe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

2.1 Graphentheorie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
2.2 Transportoptimierung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

3 Probleme bei der Tourenbildung . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

3.1 Das Traveling Salesman Problem (TSP) . . . . . . . . . . . 11
3.2 Das klassische Vehicle Routing Problem (VRP) . . . . . . . 12
3.3 Erweiterungen des klassischen VRP . . . . . . . . . . . . . . 14
3.3.1 Das Multiple Traveling Salesman Problem (m-TSP) . . . . . 14
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ei frühestmöglicher Belieferungszeitpunkt von Verbraucher i

e+
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1

1 Einleitung

Die Tourenbildung beschäftigt sich mit der Konstruktion kostengünstiger
Transportrouten zur Belieferung von Verbrauchern. Sie ist eine der weit-
reichensten Erfolgsgeschichten des Operations Research. Das starke Interes-
se an diesen Problemen durch Industrie und Forschung liegt zum einen am
wirtschaftlichen Potenzial der Tourenbildung und -optimierung, zum anderen
macht ihr Reichtum an Struktur sie zu einem faszinierenden Forschungsgebiet.

In der vorliegenden Arbeit soll ein Überblick über einige, u. a. auch neuere
mathematische Modell- und Lösungsansätze gegeben werden. Auf Grund der
hohen Anzahl der Veröffentlichungen auf diesem Gebiet wird nicht zwingend
ein Anspruch auf die vollständige Darlegung aller möglichen Problemstellungen
im Zusammenhang mit dem TSP sowie dem VRP und deren Lösungsansätze
erhoben. An den gegebenen Stellen wird statt dessen auf weiterführende Lite-
ratur verwiesen.

Eine der ersten Problemstellungen im Zusammenhang mit der Tourenbildung
stellt das Traveling Salesman Problem (TSP) dar. Es beschäftigt sich mit der
Frage, wie der Verlauf der kostengünstigsten Tour durch eine fest vorgegebene
Anzahl von Orten zu erfolgen hat, welche jeweils nur einmal besucht werden
dürfen. Aufbauend auf dieser grundlegenden Formulierung des TSP wurden
Erweiterungen in verschiedene Richtungen vorgenommen, um die Betrachtung
noch komplexerer Probleme ermöglichen zu können. Beim Multiple Traveling
Salesman Problem (m-TSP) werden beispielsweise nicht nur eine, sondern meh-
rere kostenminimale TSP-Touren gesucht, deren Bildung gleichberechtigt ne-
beneinander erfolgt. Ein wesentliches Merkmal des TSP, dass jeder Ort nur
einmal aufgesucht werden darf, bleibt jedoch auch beim m-TSP erhalten. Eine
ähnliche Aufgabe ergibt sich beim Vehicle Routing Problem (VRP), welches
sich vom m-TSP darin unterscheidet, dass für einzelne Transportfahrzeuge
Touren zur Bedarfsdeckung bestimmter Verbraucher1 gebildet werden müssen.
Erste Formulierungen auf diesem Gebiet stammen von Dantzig und Ramser2.
Als Ausgangspunkt der Lieferungen ist beim ursprünglichen, klassischen VRP
ein zentrales Lager vorgegeben, in welchem die einzelnen Transportfahrzeuge
stationiert sind. Als zusätzliche Schwierigkeiten kommen hier noch

• Kapazitätsrestriktionen, jedes Transportfahrzeug besitzt eine einzuhal-

1 Verbraucher stellen in diesem Zusammenhang entweder Orte mit Forderungen nach
Aufnahme benötigter oder Abgabe überschüssiger Güter dar.

2 siehe [DR59]
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tende, maximale Ladekapazität, und

• Zeitrestriktionen, sowohl das zentrale Lager als auch einzelne Verbrau-
cher sind innerhalb festgelegter Zeitintervalle (Time Windows (TW)) zu
erreichen und zu verlassen (In diesem Zusammenhang wird auch von
Deadline Vehicle Routing Problem gesprochen.),

der einzelnen Transportfahrzeuge hinzu. Es bestehen folglich zwei Probleme,
deren Lösungen voneinander abhängig sind und zur Bestimmung der Ge-
samtlösung dienen:

• das Zuordnungsproblem einzelner Verbraucher zu Transportfahrzeugen
und

• das Tourenbildungsproblem einer TSP-Route durch alle zu einem Trans-
porter zugeordneten Verbraucher.

Weiterreichende Betrachtungen des VRPs führen letztendlich zu Forschungs-
aktivitäten, welche sich im Wesentlichen einer der drei folgenden Kategorien
zuordnen lassen:

(i) nur Be- oder Entladeorte sind Gegenstand der Betrachtung

(ii) Option der Mitnahme von Waren während eines Transportes

(iii) Kombination von Be- und Entladung innerhalb einer Tour

Durch diese Problemvielfalt bedingt, ergeben sich auch verschiedene mathema-
tische Formulierungen und Lösungsansätze mit unterschiedlicher Komplexität.
Der Punkt (i) stellt dabei zwar den einfachsten Fall des VRP dar, ist aber den-
noch ein sehr komplexes kombinatorisches Problem, dessen Suche nach einer
exakten Lösung sich als NP-hart erweist 3. Die Möglichkeit der Rücknahme
von Gütern zum zentralen Lager während einer Auslieferung, wie sie unter (ii)
formuliert ist, tritt in der Literatur oftmals als VRPB (Vehicle Routing Problem
with Backhauls) auf 4. Das unter (iii) beschriebene Problem wird letztendlich
als Pickup and Delivery Problem (PDP) bezeichnet.

Das Zusammenspiel von theoretischen und praktischen Untersuchungen ist für
die Lösung des VRP von besonderem Interesse. Einerseits stellt die Theorie
mathematische Modelle und Algorithmen bereit und andererseits liefert die
Praxis die notwendigen hard- und softwaretechnischen Voraussetzungen zur
reellen Anwendbarkeit. Somit ist ein Kompromiss zwischen der Implementie-
rung der mitunter sehr komplexen Algorithmen in einem Rechnersystem und
dem Herausfiltern von problemspezifischen Charakteristiken der Modelle zu
finden. Es ist darauf zu achten, dass die wirtschaftliche Verwertbarkeit der
entstandenen Lösungen bei der Modellabstraktion stets erhalten bleibt.

Im Abschnitt 2 werden zunächst einige wenige graphentheoretische Grundla-
gen vermittelt, welche im weiteren Verlauf der Arbeit von Interesse sind. Nach

3 Beweis siehe [LR81]
4 siehe beispielsweise [GBAS85]
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einleitenden Bemerkungen zum TSP soll im Abschnitt 3 das VRP etwas ge-
nauer betrachtet werden. Dabei erfolgt auch eine Betrachtung der vielfältigen
Variationsmöglichkeiten und Erweiterungen des klassischen VRP, wie z. B. das
Multi Depot Vehicle Routing Problem (MDVRP). Die exakten Lösungsverfah-
ren sowie Heuristiken, um lokaloptimale Lösungen zu erzielen, stehen im Mit-
telpunkt der Betrachtungen des Abschnittes 4. Die zugehörigen Algorithmen
befinden sich im Anhang A.

Wie bereits an den einleitenden Worten erkennbar ist, wird auch im weiteren
Verlauf der Arbeit auf englischsprachige Fachbegriffe zurückgegriffen. Grund
dafür sind die zumeist in englischer Sprache verfassten Titel, auf welche in
dieser Arbeit verwiesen wird. Eine sinngemäße deutschsprachige Übersetzung
dieser, im Englischen üblichen Formulierungen ist in den Tabellen B.1 und B.2
des Anhanges B zu finden.
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2

2 Grundbegriffe

Zunächst sollen einige wenige grundlegende Begriffe der Graphentheorie und
der Transportoptimierung vorgestellt werden, die im Weiteren Verwendung
finden.

2.1 Graphentheorie

Ein Graph G = (VG, EG) besteht aus einer endlichen, nichtleeren Menge
von Knoten VG = {1, 2, . . . , n} und einer endlichen Menge von Kanten
EG = {(i, j) | ∃ direkte Verbindung vom Knoten i ∈ V zum Knoten j ∈ V }.
Werden für die einzelnen Kanten darüber hinaus noch Bewertungen cij =
c(i, j) ∈ R+ angegeben, so entsteht ein bewerteter Graph. Bewertungen stehen
bei Kanten z. B. für Entfernungen, Reisezeiten oder Reisekosten zwischen zwei
Knoten i und j. Bewertungen werden bei Kanten auch als Gewichte bezeichnet.
Für gewöhnlich erfolgt die Zusammenfassung der individuellen Bewertungen
der Kanten in der Kostenmatrix

C = (cij) cij =
{

cij, falls (i, j) ∈ EG, i 6= j

∞, sonst

Graphen können nach gerichteten und ungerichteten Graphen unterschieden
werden. Bei einem gerichteten Graphen, auch als Digraph1 bezeichnet, hat jede
Kante einen Anfangs- und einen Endknoten, so dass zwischen der Kante (i, j)
und der entgegengesetzten Kante (j, i) unterschieden wird. Für die Kante (i, j)
eines Digraphen ist i Vorgänger von j und j Nachfolger von i, wobei P (i) die
Menge der Vorgänger von i und S(i) die Menge der Nachfolger von i bezeich-
net. Die Knoten i und j sind in diesem Falle Nachbarn. Der Grad δ(i) gibt
die Anzahl der Nachbarn eines Knoten i an. Ein Digraph gilt als symmetrisch,
wenn er beide entgegengesetzten Kanten enthält. In diesem Falle wird auch
von einem ungerichteten Graphen gesprochen. Sind Anfangs- und Endknoten
identisch, entsteht eine Schlinge. Durch die Verbindung von zwei Knoten durch
mehrere Kanten kommen Mehrfachkanten zu Stande (siehe Abbildung 2.1). Es
entsteht ein Multigraph.

1 Abkürzung für engl. directed graph
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GrundbegriffeAbb. 2. 1
i1 j1

ungerichtete Kante

i2 j2

gerichtete Kante

i3 j3cij = m

bewertete Kante

i4 j4

Mehrfachkanten

i5

Schlinge

i6 j6

entgegengesetzte Kanten

Abbildung 2.1: Kantentypen

Ein Weg von u ∈ V nach v ∈ V ist eine Folge von Kanten ((u, w1), (w1, w2),
. . . , (wm−1, v)) ∈ Em für m ≥ 1 (siehe Abbildung 2.2 (a)). Der Knoten v gilt
dann als erreichbar von u aus. Die Menge Ṙ(i) = R(i)\{i} soll die Menge der
von i aus erreichbaren, aber von i verschiedenen Knoten kennzeichnen. Ein
Graph heißt zusammenhängend , wenn für jedes Knotenpaar u, v ∈ V, u 6= v

ein Weg von u nach v existiert. Ein zusammenhängender, bewerteter Digraph
wird auch Netzwerk genannt. Ein Kreis entsteht, wenn der Anfangs- und der
Endknoten eines Weges identisch sind, d. h. u = v (siehe Abbildung 2.2 (b)).Abb. 2. 2 (a) Weg (b) Kreis

{u, w1, w2, w3, w4, v} {u, w1, w2, w3, w4, u}

u

w1

w2

w3 w4

v

u/v

w1
w2 w3

w4

Abbildung 2.2: Wege und Kreise

Darüber hinaus lassen sich Hamiltonsche Kreise bilden, indem Kantenfolgen
konstruiert werden, die jeden Knoten eines Graphen G genau einmal enthalten
(siehe Abbildungen 2.3 (a) und (b)).Abb. 2. 3

1

2
3

4
5

(a) Ausgangsgraph (b) mögliche Hamiltonsche Kreise

1

2
3

4
5

{1, 2, 3, 4, 5, 1}

1

2
3

4
5

{1, 3, 2, 4, 5, 1}

1

2
3

4
5

{1, 2, 3, 4, 5, 1}

Abbildung 2.3: Hamiltonsche Kreise

Eine geschlossene Eulersche Linie ist eine geschlossene Kantenfolge, die jede
Kante eines Graphen genau einmal enthält. Ein Multigraph heißt Eulerscher
Graph, wenn er eine geschlossene Eulersche Linie besitzt (siehe Abbildung 2.5
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Grundbegriffe 2.2. Transportoptimierung

(b)). Dazu muss der Grad eines jeden Knotens gerade sein. Ein Minimalgerüst
eines bewerteten Graphen entsteht, wenn alle Knoten durch die Kanten mit
den minimalen Bewertungen verbunden werden (siehe Abbildung 2.5 (a)). Die
Summe der Bewertungen der Kanten des Gerüstes wird dadurch minimal. Ein
Matching M eines Graphen ist eine Teilmenge dessen Kantenmenge. Diese
Teilmenge besitzt die Eigenschaft, dass keine zwei voneinander verschiedenen
Kanten aus M mit ein und demselben Knoten des Graphen verbunden sind
(siehe Abbildung 2.5 (c)). Ein Matching M heißt perfekt , wenn M alle Knoten
des Graphen abdeckt. Abb. 2. 4

(a) Minimalgerüst

1
2

3
4

5

6
6

5

6

2

4

5

1

3

2

4

7

(b) Eulergraph

1 2 3

456

7

(1) (2)

(3)

(8) (9)

(5)

(11) (10)

(12) (6)
(7) (4)

(c) Matching

1
2

3 4 5

6

Abbildung 2.4: Fluss zwischen Knoten

Ein Fluss φij kennzeichne die transportierte Menge eines Gutes entlang einer
Kante (i, j), j ∈ Ṙ(i) innerhalb eines Netzwerkes (siehe Abbildung 2.4). Abb. 2. 5

i

pi = 7

j

dj = 3

φij = 2

Abbildung 2.5: Minimalgerüst, Eulergraph und Matching

Die im Folgenden betrachteten Graphen sollen stets zusammenhängende, sym-
metrische und bewertete Graphen sein, welche weder Schlingen noch Mehrfach-
kanten enthalten.

2.2 Transportoptimierung

Beim Routing Problem (RP) ist der kostengünstigste Transport eines Gu-
tes von gewissen Produzenten KP = {i1, i2, . . . , im} zu Verbrauchern DV =
{j1, j2, . . . , jn} eines Gutes gesucht (siehe Abbildung 2.6). Produzenten und
Verbraucher bilden dabei die Knotenmenge VR = KP ∪ DV eines Graphen
GR = (VR, ER). Die Kantenmenge ER = KP × DV gibt alle möglichen Trans-
portwege innerhalb des Graphen an. Sei die von einem Produzenten i ∈ KP

7
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abzugebende Menge mit pi > 0 und die von einem Verbraucher j ∈ DV benötig-
te Menge mit dj > 0 sowie die Kosten für den Transport eines Gutes von i nach
j entlang der Kante (i, j) ∈ ER mit cij bezeichnet, so lässt sich das entstehende
Routing Problem mathematisch wie folgt formulieren:

(RP) min
∑m

i=1

∑n
j=1 cijxij (2.1)

u. B. d. N.

∑n
j=1 xij = pi für i = 1, 2, . . . , m (2.2)

∑m
i=1 xij = dj für j = 1, 2, . . . , n (2.3)

xij ≥ 0 für i = 1, 2, . . . , m, j = 1, 2, . . . , n (2.4)

mit

xij - von i nach j transportierte Menge

Die auf einer Kante (i, j) ∈ ER transportierte Menge ist beim unkapazitierten
Transportproblem, wie es hier betrachtet werden soll, nach oben unbeschränkt.
Die Kosten bezeichnen zumeist die Fahrzeit, die Distanz oder anderweitige
Kosten einer Strecke.Abb. 2. 6 Produzenten KP

i1pi1

i2pi2

i3pi3

...

impim

Verbraucher DV

j1 dj1

j2 dj2

...

jn djn

ci1j1

cij

cimjn

Abbildung 2.6: Transportwege beim Routing Problem

Übersteigt die produzierte Menge den Bedarf, d. h.
∑n

i=1 pi >
∑m

j=1 dj, so
ist ein weiterer fiktiver Verbraucher n + 1 mit dn+1 =

∑n
i=1 pi −

∑m
j=1 dj ein-

zuführen. Ähnliches gilt, wenn der Bedarf die produzierte Menge übersteigt.
In diesem Falle muss ein weiterer fiktiver Produzent eingeführt werden, so
dass stets

∑n
i=1 pi =

∑m
j=1 dj gilt. Des Weiteren sei noch angemerkt, dass der

zulässige Bereich des RP auf Grund der Bedingung

0 ≤ xij ≤ min(pi, dj) für i = 1, 2, . . . , m, j = 1, 2, . . . , n

8
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beschränkt ist. Er stellt ein nichtleeres konvexes Polytop dar, innerhalb dessen
das Routing Problem stets eine optimale Lösung besitzt.

An dieser Stelle sei noch ein Spezialfall des RP, das Assignment Problem (AP),
betrachtet. Bei diesem ist m = n zugewiesen und es gilt für die Abgabe- und
Bedarfsmengen pi = dj = 1 ∀i, j = 1, 2, . . . , n. Weitere Einschränkungen die-
ses Problemes führen letztendlich zum TSP, welches im Kapitel 3.1 betrachtet
werden soll. Die Verringerung der Kantenmenge ER auf ER ⊂ KP × DV , die
kapazitätsmäßige Beschränkung der von einem Produzenten an mehrere Ver-
braucher abzugebenden Mengeneinheiten sowie eine weitere Spezialisierung des
Zuordnungsproblemes führen schließlich zu den unter 3.2 ff. betrachteten Pro-
blemen des Vehicle Routing.
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3

3 Probleme bei der Tourenbildung

Das folgende Kapitel befasst sich mit einem speziellen Typ von Combinatori-
al Optimization Problems (COP)1, dem Vehicle Routing Problem (VRP). Bei
diesem müssen Zuordnungen von Verbrauchern zu Fahrzeugen getroffen und
danach die Bildung von Transportrouten durchgeführt werden. Das Problem
eine kostenminimale Reiseroute zu finden, besteht auch beim Traveling Sales-
man Problem (TSP). Aus diesem Grunde wird zu Beginn des Kapitels noch
einmal kurz auf das TSP eingegangen.

3.1 Das Traveling Salesman Problem (TSP)

Im Sinne der Transportoptimierung bzw. Güterumverteilung besteht das Pro-
blem des Traveling Salesman darin, eine kostenminimale Reiseroute zur Belie-
ferung von n Orten durch ein Transportfahrzeug mit unendlicher Kapazität zu
finden, ohne einen dieser Orte mehr als einmal zu besuchen2.

Gegeben sei ein schlingenfreier Graph G = (V, E) wie er im Abschnitt 2.1
beschrieben ist (siehe Abbildung 3.1). Abb. 3. 1(a) Ausgangsgraph (b) mögliche Problemlösungen

1

3

4

5
6

2
2

3

4 5

6

1

4

2 3

6

51

Abbildung 3.1: Ein Traveling Salesman Problem

Gesucht ist der Hamiltonsche Kreis minimaler Länge, welcher durch alle n

Knoten geht und jeden dieser genau einmal enthält.

1 Ein COP besteht aus einer Grundmenge E und einer Menge F ⊆ 2E möglicher Pro-
blemlösungen.

2 siehe [LLRS85]
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Probleme bei der Tourenbildung

Es ergibt sich somit folgendes Optimierungsproblem:

(TSP) min
∑n

i=1

∑n
j=1 cijxij (3.1)

u. B. d. N.

∑n
j=1 xij = 1 für i = 1, 2, . . . , n (3.2)

∑n
i=1 xij = 1 für j = 1, 2, . . . , n (3.3)

xij ∈ {0, 1} (3.4)

mit

xij =

{

1, falls ∃ direkte Verbindung von i nach j

0, sonst

Bei der exakten Suche nach der optimalen Lösung sollten sinnvollerweise
zusätzliche Bedingungen zur Entfernung von Kurzzyklen hinzugefügt werden,
wie z. B.:

∑

{i,j}⊆S xij ≤ |S| − 1 ∀S ⊂ V, |S| ≥ 2 (3.5)

und

|Schnittkanten von S mit {xij}| ≥ 2 ∀(S, V − S), ∅ ⊂ S ⊂ V (3.6)

3.2 Das klassische Vehicle Routing Problem

(VRP)

Das klassische Vehicle Routing Problem formulierten Dantzig und Ramser3

erstmals 1959. Zu Grunde liegt ein COP, bei dem alle Verbraucher i ∈ N =
{1, 2, . . . , n} mit den Bedarfsmengen di an einem homogenen Gut, die aus-
gehend von einem zentralen Lager 0, beliefert werden müssen. Die Beliefe-
rung erfolgt mittels v identischen Transportfahrzeugen, welche eine maximale
Transportkapazität von Cmax besitzen (Kapazitätsrestriktion). Das Ziel ist die
Minimierung der Transportkosten, wobei cij ≥ 0 die Kosten, unabhängig von
der transportierten Menge, für den Transport eines Gutes vom Verbraucher i

zum Verbraucher j mit 0 ≤ i, j ≤ n bezeichnet.

Den Ausgangspunkt bildet demnach ein bewerteter Graph G = (V, E) mit der
Knotenmenge V = N ∪ {0} sowie der Kantenmenge E = ({0} × N) ∪ I ∪
(N × {0}), wobei I ⊂ N × N die Menge der verbindenden Kanten bezeichnet
(siehe Abbildung 3.2).

3 siehe [DR59]
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Probleme bei der Tourenbildung 3.2. Das klassische Vehicle Routing Problem (VRP) Abb. 3. 2(b) mögliche Problemlösungen(a) Ausgangsgraph

0

1

2

3
4

5

6

78

910

0

1

2

3
4

5

6

7

8

910

0 1
2

3
4

5
6

7

8

9
10

Abbildung 3.2: Ein Vehicle Routing Problem

Die mathematische Formulierung des VRP als COP sei wie folgt4:

(VRP) min
∑

(i,j)∈E cijxij(+
∑

j∈N cx0j) (3.7)

u. B. d. N.
∑

j∈N xij = 1 für i ∈ N (3.8)
∑

j∈N xj0 +
∑

j∈N x0j = 2v (3.9)
∑

j∈N xij +
∑

j∈N xji = 2 für i ∈ N (3.10)

xij(yi + di − yj) ≤ 0 für (i, j) ∈ I (3.11)

0 ≤ yi ≤ Cmax für i ∈ N (3.12)

xij ∈ {0, 1} für (i, j) ∈ E (3.13)

yi ganzzahlig für i ∈ N (3.14)

mit

xij =

{

1, falls (i, j) ∈ E von einem der Fahrzeuge genutzt wird
0, sonst

yi − Beladung eines in i ankommenden Transporters

Die in Klammer der Gleichung (3.7) angegebenen Kosten können entfallen,
wenn die fixen Kosten für jedes das zentrale Lager verlassende Fahrzeug ohne
Beachtung bleiben sollen.

Als untere Schranke für die zur Belieferung der Verbraucher benötigte Fahr-

zeugmenge kann vmin =
⌈P

i∈N di

Cmax

⌉

definiert werden. Dadurch ist zugleich die

minimale Anzahl der zu bildenden Fahrzeugrouten festgelegt.

Treten Verbraucher mit n =
⌈

di

Cmax

⌉

− 1 > 0 auf, so werden diesen im Vor-

feld n einzelne Touren fest zugeordnet und der Bedarf des Verbrauchers i auf
dineu = di − nCmax herabgesetzt. Ist der Bedarf des Verbrauchers i nach der
Zuordnung bereits gedeckt, d. h. dineu = 0, kann der Verbraucher aus dem
Graphen entfernt werden.

4 nach [AG88, S. 67]
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Probleme bei der Tourenbildung

3.3 Erweiterungen des klassischen VRP

Die Existenz von Nebenbedingungen, wie

• unendliche Transportkapazitäten,

• Einbeziehung von Zeitfenstern,

• Start von mehreren Lagern,

• Einbeziehung von Rückgabemöglichkeiten,

• Kombination von Be- und Entladung und

• variable Beladekapazitäten

erfordert zusätzliche Überprüfungen während der Suche nach einem lokalen
oder globalen Optimum unter Anwendung eines vorhandenen Algorithmuses.

Im Allgemeinen spricht nichts gegen eine beliebige Kombination der oben ge-
nannten Teilprobleme. Zu beachten ist jedoch, dass die zusätzlichen Neben-
bedingungen einerseits zu weiteren Dimensionen des Suchraumes und ande-
rerseits zu einer Einschränkung des entstandenen Suchraumes führen können.
In beiden Fällen bleiben die Lösungsalgorithmen zum Auffinden einer globa-
loptimalen Lösung aber nach wie vor NP-hart, weil sowohl die Menge der
möglichen als auch die Menge der unmöglichen Problemlösungen erst einmal
bestimmt werden muss5.

3.3.1 Das Multiple Traveling Salesman Problem (m-TSP)

Durch die Aufhebung der Kapazitätsbeschränkungen aller v Transportfahrzeu-
ge, d. h. Cmax = ∞ ∀v, entsteht das so genannte Multiple Traveling Salesman
Problem (m-TSP). Bei diesem sind n Orte und m Traveling Salesmen gegeben.
Ziel ist das Auffinden einer kostenminimalen Lösung, welche aus m Touren
besteht, wobei alle Orte genau einmal durch einen Beliebigen der Traveling
Salesmen besucht werden müssen.

Christofides und Eilon6 strukturieren das Problem dazu so um, dass ein TSP
mit n+m Orten entsteht (siehe Abbildung 3.3). Das zentrale Lager, der Kno-
ten {0}, wird hierfür m mal vervielfältigt, wodurch die Menge {01, 02, . . . , 0m}
gebildet wird. Jede dieser Kopien erhält eine Verbindung mit den Knoten
i, ∀{0, i} ∈ E und wird mit den originalen Reisekosten c0i versehen. Ver-
bindungskanten zwischen den einzelnen Lagern (0i, 0j), i 6= j, 1 ≤ i, j ≤ m

bekommen den Wert unendlich zugewiesen, d. h. c0i0j
= ∞.

Ist eine mögliche heuristische Anfangslösung gefunden worden, können unter

5 Lenstra und Rinnooy zeigen dies in [LR81]
6 siehe [CE69]
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Probleme bei der Tourenbildung 3.3. Erweiterungen des klassischen VRP Abb. 3. 3
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Abbildung 3.3: Ein Multiple Traveling Salesman Problem

Zuhilfenahme des Verfahrens 3-opt (siehe Abschnitt 4.2) und Beachtung der
Kapazitätsrestriktion der Transportfahrzeuge schnell gute heuristische Ergeb-
nisse erzielt werden7. Der Austausch von Knoten/Verbrauchersorten innerhalb
einer Tour ist dabei genauso zulässig wie der Austausch zwischen mehreren
Touren.

3.3.2 Berücksichtigung von Zeitfenstern

In der Praxis fordern einige oder alle Verbraucher oftmals Zeitintervalle, in
denen ihre Belieferung erfolgen muss (Zeitrestriktion). Für das TSP und VRP
bedeutet dies eine Vorgabe von entsprechenden Zeitfenstern [ei, li] für alle Kno-
ten i ∈ N , wobei ei für den frühestmöglichen und li für den spätmöglichsten
Belieferungszeitpunkt steht8. Zusätzlich kann noch die Festlegung einer für alle
Touren einzuhaltenden Maximaldauer sowie die Angabe eines Zeitfensters für
den möglichen Startpunkt eines Transportes vom Lager erfolgen. Es entsteht
ein gerichteter Graph (siehe Abbildung 3.4).

Im Folgenden sei festgelegt, dass die Fahrzeit von einem Verbraucher i ∈ N zu
einem Verbaucher j ∈ N, j 6= i dem Wert tij entspreche und die Ankunftszeit
beim Verbraucher i mit Ai sowie die Abfahrtszeit von i mit Di bezeichnet sei.
Darüber hinaus gelte für alle i ∈ N mit Ai < ei, dass Ai = ei, wodurch eine
Wartezeit Wi = ei − Ai entsteht. Deren Minimierung könnte beispielsweise
ebenfalls Ziel einer Optimierung sein.

Der Einbezug von Zeitfenstern in die Tourenbildung erfordert somit die Erwei-
terung der Formeln (3.7) - (3.14) um folgende zusätzliche Nebenbedingungen:

xij(Di + tijDj) ≤ 0 für (i, j) ∈ A (3.15)

ei ≤ Di ≤ li für i ∈ N (3.16)

7 siehe [Lin65]
8 siehe [Chr85]
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Abbildung 3.4: Ein VRP ohne und mit Zeitfenstern

3.3.3 Mehrere Lager

Die Existenz mehrerer Lager bedingt die Ersetzung des zentralen Lagers {0}
durch eine Menge aus Lagern (K = {01, 02, . . . , 0m}). Als Ausgangspunkt
dient in diesem Falle eine Menge von m Graphen, zusammengesetzt aus den
einzelnen Graphen Gk = (V k, Ek), k ∈ K, wobei V k = {0k} ∪ N dessen Kno-
tenmenge und Ek = ({0k}×N)∪I ∪(N×{0k}) dessen Kantenmenge angeben.
Die Menge N beschreibt wie beim klassischen VRP die Menge der Verbrau-
cher und I ⊂ N ×N die möglichen Transportwege zwischen den Verbrauchern
(siehe Abbildung 3.5).Abb. 3. 5 01
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Abbildung 3.5: Ein Multidepot Vehicle Routing Problem

Die Lösung des zu Grunde liegenden Problemes ist an sich in zwei verschiede-
nen Varianten denkbar. Bei der ersten Variante müssen alle Transportfahrzeuge
stets zu ihrem Ausgangslager zurückkehren. Dies erfordert eine Neudefinition
des klassischen VRP als ein Flussproblem mit mehreren Gütern.

Die Variablen xij und v des klassischen VRP von Seite 13 f. werden ersetzt
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durch die Variablen

xk
ij =







1, falls (i, j) ∈ E von einem Fahrzeug
des Lagers k ∈ K genutzt wird

0, sonst

und

vk Anzahl der Transportfahrzeuge im Lager k ∈ K

Die mathematische Formulierung als COP lautet dann wie folgt9

(MDVRP) min
∑

k∈K

∑

(i,j)∈Ek cijx
k
ij (3.17)

u. B. d. N.

∑

k∈K

∑

j∈V k xk
ij = 1 ∀i ∈ N (3.18)

∑

j∈N xk
j0k

+
∑

j∈N xk
0kj = 2vk ∀k ∈ K (3.19)

∑

j∈V k xk
ij +

∑

j∈V k xk
ji = 2 ∀i ∈ V k, k ∈ K (3.20)

xk
ij(yi + di − yj) ≤ 0 ∀(i, j) ∈ I, k ∈ K (3.21)

0 ≤ yi ≤ C ∀i ∈ N (3.22)

xk
ij ∈ {0, 1} ∀(i, j) ∈ Ek, k ∈ K (3.23)

yi ganzzahlig ∀i ∈ N (3.24)

Die zweite Variante ermöglicht die Rückkehr eines jeden Transportfahrzeuges
zu einem beliebigen Lager k ∈ K. Hierbei müssen zusätzliche Nebenbedingun-
gen aufgenommen werden, welche die Einhaltung der Flussbedingungen aus
Gleichung (3.10) für jedes der Lager sicherstellen.

3.3.4 Einsatz einer heterogenen Fahrzeugflotte

Eine heterogene Fahrzeugflotte zur Bedarfsdeckung entsteht dadurch, dass
ein Lager über m verschiedenartige Transportfahrzeuge v = {v1, v2, . . . , vm}
mit unterschiedlicher Transportkapazität Cmax(vi), i = 1, 2, . . . , m verfügt10.
Die Lösung dieses Problemes erfordert die Einführung von fiktiven Lagern
k ∈ K = {01, 02, . . . , 0m} für jeden der m Fahrzeugtypen. Diese fiktiven La-
ger bekommen Kanten zu den Verbrauchern i, ∀i ∈ {0, i}, mit denen auch
das ursprüngliche Lager {0} verbunden war, hinzugefügt. Außerdem wird ein
Transport zwischen den fiktiven Lagern verboten, d. h. cij = ∞, i, j ∈ K, i 6= j.
Danach ähnelt das Problem dem aus Abschnitt 3.3.3, bei welchem mehrere

9 nach [Fis95, S. 48]
10 siehe [RS94]
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Lager gegeben und die Rückkehr der Transportfahrzeuge zu ihrem Ausgangs-
lager gefordert waren. Zur Verwendung des dort dargelegten Lösungsansat-
zes müssen lediglich die Bedingungen (3.21), (3.22) und (3.24) ersetzt werden
durch

xk
ij(y

k
i + di − yk

j ) ≤ 0 ∀(i, j) ∈ I, k ∈ K (3.25)

0 ≤ yk
i ≤ Ck

max ∀i ∈ N, k ∈ K (3.26)

yk
i ganzzahlig ∀i ∈ N, k ∈ K (3.27)

mit

yk
i − Beladung eines in i ankommenden Transporters k ∈ K

Ck
max − maximale Transportkapazität eines Transporters k ∈ K

3.3.5 Kombination von Be- und Entladung

Einen weiteren Spezialfall des VRP stellt das Pickup and Delivery Problem
(PDP) dar. Gegenstand des PDP ist, dass jeder Verbraucher i ∈ N den Güter-
transport von einem Beladepunkt i+ zu einem Entladepunkt i− anfordert. Vor-
gegeben sei wiederum ein bewerteter Graph G = (V, E) mit der Knotenmenge
V = {0}∪N, N = N+∪N−, wobei {0} das zentrale Lager, N+ = {i+ | i ∈ N}
die Menge der Beladepunkte und N− = {i− | i ∈ N} die Menge der Entlade-
punkte beschreibt, sowie der Kantenmenge E = ({0}×N+)∪ I ∪ ({0}×N−).
Die Menge I ⊂ (N+ × N−) × (N+ × N−) gibt die möglichen Verbindungen
zwischen den Be- und Entladepunkten an (siehe Abbildung 3.6).Abb. 3. 6

0

i+1

i+2
i−2

i−1

i+3 i−3

Legende:

Beladepunkte i+x

Entladepunkte i−x

Abbildung 3.6: Ein Pickup and Delivery Problem

Bei Verwendung von zeitlichen Restriktionen müssen Beladezeiträume [ei+ , li+ ]
und Entladezeiträume [ei−, li−] beachtet werden. Zudem seien jeder Kante
(i, j) ∈ E die Transportkosten cij sowie die Fahrzeiten tij zugeordnet. Zur
Bedarfsdeckung steht eine Menge K von homogenen Transportfahrzeugen mit
einer jeweiligen Maximalkapazität von Cmax Transporteinheiten zum Güter-
transport bereit. Ziel ist die Minimierung der anfallenden Reisekosten unter
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Einbeziehung der Zeit- und Kapazitätsrestriktionen11:

(PDP) min
∑

(i,j)∈E,k∈K cijx
k
ij (+

∑

j∈N,k∈K

cxk
0j) (3.28)

u. B. d. N.

∑

k∈K

∑

j∈V xk
ij = 1 für i ∈ N+ (3.29)

∑

j∈V xk
ij −

∑

j∈N xk
ji = 2 für i ∈ N+ ∪ N−, k ∈ K (3.30)

∑

j∈V xk
i+j +

∑

j∈N xk
ji− = 2 für i ∈ N, k ∈ K (3.31)

Di+ + ti+i− ≤ Di− für i+, i− ∈ N (3.32)

xk
ij(Di + tij − Dj) ≤ 0 für (i, j) ∈ I, k ∈ K (3.33)

ei ≤ Di ≤ li für i ∈ N+ ∪ N− (3.34)

xk
ij(yi + di − yj) ≤ 0 i+, i− ∈ N, k ∈ K (3.35)

0 ≤ yi ≤ Cmax für i ∈ N+ ∪ N− (3.36)

xk
ij ∈ {0, 1} für (i, j) ∈ E, k ∈ K (3.37)

yi ganzzahlig für i ∈ N (3.38)

mit

xk
ij =

{

1, falls (i, j) ∈ E von einem Fahrzeug k ∈ K genutzt wird
0, sonst

yi − Beladung eines in i ankommenden Transporters

3.3.6 Einbeziehung von Rückgabemöglichkeiten

Es sei die Annahme getroffen, dass Transportfahrzeuge sowohl Gütertranspor-
te von einem Lager als auch zu einem Lager durchführen müssen. Anstatt
separate Touren zur Auslieferung und zum Abtransport von Gütern zu kon-
struieren, könnte ein zur Güterauslieferung gesandter Transporter gleichzeitig
auch Güter mit zu seinem Ausgangs- bzw. Ziellager zurücktransportieren (sie-
he Abbildung 3.7). Dies setzt allerdings stets voraus, dass genügend freier
Transportraum zum Abtransport bereitsteht.

Neben exakten Verfahren zur Lösung dieses Problemes, dargelegt von Yano
et al.12 und Gelinas 13, wurden auch zahlreiche Heuristiken entwickelt. Einige
dieser sollen hier nur kurz vorgestellt werden, weil das Problem im Abschnitt
4.2.1 noch einmal aufgegriffen wird.

11 nach [AG88, S. 69]
12 siehe [YCR+87]
13 [Gel91]

19



Probleme bei der TourenbildungAbb. 3. 7 Ausgangsrouten Einbezug von Beladepunkten
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Legende siehe Abbildung 3.6 auf Seite 18

Abbildung 3.7: Ein VRP mit Rückgabemöglichkeiten

Die meisten der heuristischen Verfahren basieren auf einer Modifikation eines
der folgenden Verfahren14:

• Clarke-und-Wright-Savings15,

• Cheapest-Insertions16 oder

• Spacefilling-Curves17

Deif und Bodin18 beschreiben zwei Varianten des Savingverfahrens von Clarke
und Wright unter Einbezug von Rücktransportpunkten. In der ersten Variante
wird die Bedingung gestellt, dass Beladepunkte erst dann zu einer Transport-
route hinzugefügt werden dürfen, wenn alle Auslieferungen erfolgt sind. Diese
Ausgangsrouten werden nur aus den Beladeorten unter Beachtung des Clarke-
-und-Wright-Savings19 gebildet. Die Hinzunahme von Rücktransportpunkten
zu den gebildeten Abladerouten erfolgt dann ebenfalls unter Zuhilfenahme des
Clarke-und-Wright-Savings, welches hierbei folgende Bedeutung hat, wobei i

Auflade- und j Entladepunkt oder umgekehrt:

sij = c0i + c0j − cij (3.39)

Das Verfahren besitzt allerdings den Nachteil, dass eine hohe Anzahl relativ
kurzer Touren entsteht. Daraufhin haben Deif und Bodin als Erweiterung des
Verfahrens das obige Saving sij in das Backhaul Saving

14 Die drei hier angeführten Verfahren werden im Abschnitt 4.2 auf Seite 35 genauer
charakterisiert.

15 siehe [CW64]
16 siehe [RSL77]
17 siehe [BP82]
18 Nachzulesen in [DB84]
19 Saving kann mit dem deutschen Wort Ersparnis übersetzt werden.
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bsij = c0i + c0j − cij − αŜ (3.40)

wobei

Ŝ - Schätzwert des maximalen Savings

α - Straffaktor

abgeändert. Eine weitere Verbesserung erzielen sie, indem sie das Einfügen
von Entladepunkten nach Aufladepunkten bereits dann erlauben, wenn das
Backhaul Saving einen positiven Wert annimmt.

Als zweite Heuristik für die Einbeziehung von Rückgabemöglichkeiten seien
zwei Modifikationen des Insertion-Verfahrens betrachtet. Diese verwenden fol-
gende Strategie des Stop-Based-Insertion20: Bilde die für die nachfolgenden
Verbesserungen zu Grunde liegenden Touren für alle Entladepunkte nach ei-
ner beliebigen Heuristik. Füge anschließend die Aufladepunkte k zwischen zwei
Punkte i und j unter Verwendung der Kostengleichung

ck = cik + ckj − cij − αF (3.41)

wobei

F - Anzahl Entladepunkte, die nach k folgen

α - Straffaktor

zu den Ausgangsrouten hinzu, d. h. das Einfügen von Aufladepunkten erfolgt
sobald ausreichend freie Kapazität auf einem Transporter vorhanden ist. Al-
lerdings besteht eine hohe Abhängigkeit von der Anzahl der Entladepunkte,
die einem Aufladepunkt folgen. Sinnvoller ist daher, die auf dem Transporter
verbleibende Transportmenge zu beachten (Load-Based-Insertion). Diesen Ge-
sichtspunkt berücksichtigen Casco et al.21. Darüber hinaus schlagen sie vor, die
Bildung der zu Grunde liegenden Abladerouten unter Verwendung von Trans-
portfahrzeugen mit einer leicht reduzierten Transportkapazität vorzunehmen.
Bei der Einbeziehung der Aufladeorte ist diese dann wieder auf den ursprüng-
lichen Wert heraufzusetzen. Des Weiteren legen Casco et al. noch Regeln fest,
welche während allen Etappen der Tourenbildung zu beachten sind.

Die Verwendung von Heuristiken, welche auf Spacefilling-Curves-Verfahren be-
ruhen, setzen genaueres Wissen über die räumlichen Positionen der einzelnen
Punkte innerhalb eines festgelegten Koordinatensystems voraus. Dieses Wissen
ist aber nicht in allen Fällen gegeben, so dass deren Anwendung nicht immer
möglich ist, weshalb es innerhalb dieser Arbeit nicht weiter betrachtet werden
soll. Auch das im vorangehenden Absatz erwähnte Verfahren von Casco et al.
bezieht die Koordinaten der Auf- und Entladepunkte bei der Suche nach einer
dem Optimum möglichst naheliegenden Problemlösung mit ein.

20 nach [GBAS85]
21 siehe [AG88, S. 127-147]
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4 Lösungsverfahren für das TSP
und VRP

Tourenbildungsprobleme, wie das TSP und das VRP, sind aus kombinatori-
scher Sicht NP-harte Probleme1. Das bedeutet zugleich, dass es derzeit nicht
möglich ist, einen Algorithmus zu finden, der solche Probleme in jedem Fall
in polynominaler Zeit löst. Daher wurden eine Vielzahl von Heuristiken ent-
wickelt, also Algorithmen, die auf den jeweiligen Anwendungsfall abgestimmt
sind und hier eine vernünftige, wenn auch mathematisch zumeist nicht beweis-
bare, optimale Lösung liefern. Dennoch ist die Optimierung von Problemen der
Tourenbildung schon seit mehreren Jahrzehnten eine faszinierende Forschungs-
aufgabe von großer ökonomischer Bedeutung.

Um die Schwierigkeiten zu verstehen, die das VRP beinhaltet, sollte sich vor
Augen geführt werden, dass heute Instanzen des TSP mit mehreren tausend
Orten mit Branch-and-Cut-Methoden exakt gelöst werden können, während
beim VRP schon Instanzen mit über 70 Verbrauchern eine große Herausforde-
rung darstellen.

4.1 Exakte Verfahren

Bevor die Lösungsverfahren zur Bestimmung einer globaloptimalen Lösung vor-
gestellt werden, sind noch einige Begriffe zu erläutern, welche im Zusammen-
hang mit Optimierungsproblemen auftreten.

Mit Hilfe von Methoden des Linear Programming (LP) lassen sich Optimie-
rungsprobleme lösen, welche

• eine lineare Zielfunktion und

• lineare Nebenbedingungen

besitzen.

1 Lenstra und Rinnooy zeigen dies in [LR81].
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Aus mathematischer Sicht ergibt sich folgendes Problem:

(LP) min f(x) = cT x (4.1)

u. B. d. N.

Ax ≥ b (4.2)

x ≥ 0 (4.3)

x ∈ Rn (4.4)

Unter Verwendung der Simplexmethode oder Interior-Point-Methoden sind die-
se Problemstellungen effizient lösbar.

Eine Spezialisierung des LP-Problemes entsteht im Falle einer Ersetzung der
Nebenbedingung (4.4) durch

x ∈ Zn (4.5)

Durch die Methoden des so genannten Integer Programming (IP) werden
Möglichkeiten zur Verfügung gestellt, mit denen für dieses Problem eine exak-
te Lösung gefunden werden kann. Ist die Zielfunktion hierbei linear, so tragen
Methoden des Linear Integer Programming (ILP) zur Problemlösung bei. Sol-
che Optimierungsprobleme des IP und ILP sind im mathematischen Sinne
gleichbedeutend mit COPs, welche sich i. A. mit dem Auffinden von Lösungen
für Permutations-, Reihenfolge- und Zuordnungsproblemen befassen. Auch die
Dekomposition in einzelne Problemteilmengen fällt in diesen Aufgabenbereich.

Ein COP soll im Folgenden ein Minimierungsproblem sein, welches aus

• einer Menge DP von Instanzen I,

• einer endlichen Menge SP (I) von (möglichen) Lösungen für jede Instanz
I ∈ DP und

• einer Funktion mP , die jeder Lösung x ∈ SP (I) zu jeder Instanz I ∈ DP

einen positiven reellwertigen Lösungswert mP (x, I) zuordnet,

besteht. Ziel ist das Auffinden einer kostenminimalen Lösung x∗ des COP:

x∗ ∈ SP (I) mit mP (x∗, I) ≤ mP (x, I) ∀x ∈ SP (I)

Sowohl für das TSP als auch für das VRP bedeutet dies eine Minimierung der
zurückgelegten Wegstrecke:

L(π) =
∑n−1

i=1 dπ(i),π(i+1) + dπ(n),π(1) (4.6)

L(π) =
∑m

j=1

∑lj−1
i=1 dπj(i),πj(i+1) + dπj(lj),0 + d0,πj(lj) (4.7)
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wobei

π - Reihenfolge der Knoten (Permutation von {1, 2, . . . , n})

πj - Reihenfolge für Transporter j

lj - Anzahl der Kunden für Transporter j

Gesucht ist jeweils die kostengünstigste Besuchsreihenfolge der n Knoten durch
einen Traveling Salesman oder einen von v Transportern2. Die Lösungsmen-
ge des VRP wird für gewöhnlich noch durch explizite Nebenbedingungen, wie
Ressourcen- und Zeitrestriktionen, weiter eingeschränkt. Auf Grund der end-
lichen Knotenmenge ergibt sich ebenfalls eine endliche Anzahl von möglichen
Lösungen für das zugehörige COP, welche i. d. R. exponentiell mit der Pro-
blemgröße wächst.

Um eine exakte Lösung für ein COP zu erhalten, gibt es zwei prinzipielle
Möglichkeiten:

• Vollständige Enumeration: Alle möglichen Permutationen der Problem-
lösung werden untersucht und bewertet.

• Beschränkte Enumeration: Nur eine eingeschränkte Anzahl von Lösungs-
permutationen wird zur Untersuchung herangezogen.

Wie bereits einleitend erwähnt wurde, gelten beide Problemlösungsklassen als
NP-hart, so dass die verwendeten Suchalgorithmen eine exponentielle Zeit-
komplexität besitzen. Diese untere zeitliche Schranke versuchen die Lösungs-
verfahren der beschränkten Enumeration weiter zu verringern. Sie lassen sich
im Wesentlichen in zwei Kategorien einteilen:

• Branch-and-Bound-Verfahren (BnB) und

• Branch-and-Cut-Verfahren (BnC).

Beiden Verfahren können verschiedene mathematische Zerlegungsmodelle mit
unterschiedlichen Relaxationen zur Bestimmung einer unteren Grenze der Pro-
blemlösung zu Grunde liegen. Einige dieser für die exakte Lösung des TSP und
des VRP interessanten Modelle sollen nach der Einführung von Suchbäumen
etwas genauer betrachtet werden.

4.1.1 Suchbaumstrategien

Branch-and-Bound (BnB)

Die Branch-and-Bound-Methode beruht auf einer Divide-and-Conquer-
Strategie, bei der die zu untersuchenden Teilprobleme unabhängig voneinander

2 In diesem Falle ergeben sich v einzelne TSP-Touren.
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sind3. Beim BnB wird durch Benutzung von Primal- und Dualheuristiken ver-
sucht, möglichst große Gruppen von Lösungen als nicht optimal zu erkennen,
um sie von der vollständigen Enumeration ausschließen zu können. Die Aufga-
be des Branching ist es, eine Partitionierung der Lösungsmenge vorzunehmen.
Auf diese Partitionen werden dann bestimmte Heuristiken angewandt (Boun-
ding). Die Hauptschwierigkeiten beim BnB bestehen demnach darin,

•
”
gute“ Zerlegungstechniken,

• einfache Datenstrukturen für die Abarbeitung der Teilprobleme und

• Heuristiken für gute Schranken zum Ausschluss einer möglichst großen
Menge von Teilproblemen

zu finden. Das Grundprinzip ist der sukzessive Aufbau eines Suchbaumes, wel-
cher aus einer Wurzel und den Wegen zu den aktiven, zu untersuchenden Kno-
ten besteht (siehe Abbildung 4.1).Abb. 4. 1 alle Touren Wurzel

mit (1,2) ohne (1,2)

mit (1,2), (1,3) mit (1,2),
ohne (1,3)

aktive Knoten

mit (1,2), (1,4)
ohne (1,3)

mit (1,2)
ohne (1,3), (1,4)

mit (1,2), (1,5)
ohne (1,3), (1,4)

Abbildung 4.1: Kombinatorische Explosion eines Suchbaums

Genau genommen hat die Bounding-Operation zwei Aufgaben: zum einen ent-
fernt sie solche Knoten (Teilmengen), welche auf Grund ihrer hohen Kosten
nicht als Lösung des Problemes in Frage kommen, zum anderen findet sie
die kostengünstigsten Knoten. Um dies zu entscheiden wird mit Hilfe einer
Schrankenfunktion eine untere Schranke für jede Teilmenge4 bestimmt, welche
die günstigste Vervollständigung der partiellen Lösung des Problemes angibt.
Falls demnach ein Teilbaum noch nicht komplett existiert, kann so festgestellt
werden, wie gut die Lösung des Teiles des Suchbaumes maximal werden kann.

Während der Abarbeitung des Suchbaumes erfolgt eine Speicherung der Kos-
ten der bisher günstigsten Lösung, um eine obere Schranke für die restlichen
verbleibenden, noch zu untersuchenden Teilprobleme des Suchbaumes (aktive
Knoten) zu haben. Alle aktiven Knoten, bei welchen die untere Kostenschranke

3 siehe [NM93, S. 392-402]
4 Bei einem Maximierungsproblem entsprechend der obere Schrankenwert oder Vorzei-

chenumkehr bestimmter Teile der Problemfunktionen.
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oberhalb des aktuellen oberen Schrankenwertes liegt, können aus dem Such-
baum entfernt und der Zweig abgeschnitten werden, weil sich in ihm keine
bessere Lösung befinden kann. Sind die Kosten eines aktiven Knotens unter-
halb des Schrankenwertes, entsteht eine neue obere Schranke. Um zu entschei-
den, welcher der aktiven Knoten als nächster untersucht werden soll, existieren
mehrere Auswahlstrategien:

• Depth First : Es wird mit dem Teilproblem weitergemacht, welches als
letztes eingefügt wurde (Stack, Tiefensuche).

• Breadth First : Es wird das Teilproblem behandelt, welches als erstes
eingefügt wurde (Schlange, Breitensuche).

• Best First : Es wird das Teilproblem ausgewählt, das die beste untere
Schranke hat (Heap/Priority Queue, Bestensuche).

• Diving : Solange keine zulässige Lösung existiert, wird das Depth-First-
Verfahren angewandt und danach zum Best-First-Verfahren gewechselt.

Ist ein kostengünstiger Knoten an einer Stelle des Suchbaumes gefunden wur-
den, der bisher aber nur eine Teillösung des Problemes darstellt, muss er mittels
der Branch-Operation entsprechend verzweigt, seine neuen Knoten zum Such-
baum hinzugefügt und die neuen Knoten aktiv gesetzt werden. Für eine solche
Expandierung eines Teilproblemes stehen verschiedene Branching-Strategien
bereit:

• Maximal Fractional : Branching auf der Variablen, deren Wert möglichst
nahe 0.5 ist.

• Maximal Objective: Branching auf der Variablen mit dem höchsten Ziel-
funktionswert.

• Maximal Fractional Coefficient : Kombination der ersten beiden Verfah-
ren, d. h. Branching auf der Variablen, die möglichst nahe 0.5 liegt und
den höchsten Zielfunktionswert besitzt.

• Maximal Non Zero: Branching auf der Variablen, die nicht null ist und
den höchsten Zielfunktionswert besitzt.

• Maximal Binary : Branching auf der Variablen, welche möglichst in der
Nähe von 1.0 ist (nur für binäre Entscheidungsprobleme).

Der Wert der oberen Schranke reduziert sich solange, bis der kostengünstigste
Wert erreicht ist (siehe Abbildung 4.2 (a)). Durch die permanente Verringerung
der oberen Schranke besteht der Suchbaum am Ende, wenn keine Knoten mehr
aktiv sind, nur noch aus denjenigen Knoten, welche den optimalen Lösungsweg
und deren Reihenfolge beschreiben.
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ganzzahliger
Lösungsraum

obere
Schranke

x∗

globales
Optimum

(b) Branch-and-Cut

x+ (globales) nichtganz-
zahliges Optimum

x∗

cut-
Ebene

Abbildung 4.2: Exakte Suchverfahren

Branch-and-Cut (BnC)

Die Methode Branch-and-Cut5 ist eine Erweiterung des ursprünglichen
Branch-and-Bound-Verfahrens. Beim Branch-and-Cut-Verfahren wird das Kri-
terium, dass eine gefundene Lösung ganzzahlig sein muss, unterdrückt, indem
die Nebenbedingung (4.5) von Seite 24 in die Nebenbedingung (4.4) verändert
wird (LP-Relaxation6). Aus dem ILP entsteht ein LP mit der optimalen Lösung
x∗. Ist x∗ ganzzahlig, so ist x∗ auch die optimale Lösung für das ILP und die
Suche nach dem globalen Optimum gilt als abgeschlossen. Andernfalls kann x∗

durch eine Hyperebene (cut-Ebene) von den ganzzahligen Lösungen des ILPs
getrennt werden (siehe Abbildung 4.2 (b)), d. h. es gibt einen Vektor d und
eine Zahl f , so dass

dT x∗ < f und dT x ≥ f für alle ganzzahligen Lösungen x.

Diese neue Ungleichung kann nun zur LP-Relaxierung hinzugefügt werden, so
dass eine Beschneidung des zulässigen Lösungspolytops erfolgt. Danach wird
die Suche nach einer neuen Lösung mit Hilfe des Suchbaumes und Anwendung
des BnB-Verfahrens fortgesetzt. Es kann gezeigt werden, dass auf Grund der
Endlichkeit der Knotenmenge und damit auch des Suchraumes dieses Verfah-
ren terminiert. Das Problem des Verfahrens ist, dass es i. A. schwierig ist, eine
trennende Hyperebene zu finden.

4.1.2 Probleme und Lösungsansätze

Die im vorangehenden Abschnitt 4.1.1 beschriebenen Methoden Branch-and-
Bound und Branch-and-Cut können zur Bestimmung einer exakten Lösung

5 vorgestellt in [RLPT01]
6 Relaxation bedeuted beim COP die Entfernung von Nebenbedingungen des COPs, so

dass es einfacher lösbar wird.
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der nachfolgenden Probleme genutzt werden. Möglich wird dies durch die spe-
zielle Struktur der mathematischen Formulierungen, welche zumeist auf sich
gegenseitig ausschließenden Mengen beruhen. Im weiteren Verlauf werden nun
verschiedene Beschreibungen für das TSP und das VRP angegeben, welche
sowohl Ansätze zur Erzeugung von Branching- als auch Bounding-Operatoren
bieten7.

Nonlinear Generalized Assigment Problem (NGAP)

Durch eine, im Gegensatz zu den Gleichungen (3.7) - (3.14) etwas andere ma-
thematische Formulierung lässt sich das VRP als Nonlinear Generalized As-
sigment Problem formulieren. Dabei werden die einzelnen Verbraucher jeweils
einem Fahrzeug zugewiesen:

(NGAP) min
∑

k f(yk) (4.8)

u. B. d. N.
∑

i aiyik ≤ b ∀k = 1, 2, . . . , v (4.9)
∑

k y0k = v (4.10)
∑

k yik = 1 ∀i = 1, 2, . . . , n (4.11)

yik ∈ {0, 1} ∀i = 1, 2, . . . , n, k = 1, 2, . . . , v (4.12)

ai ∈ R ∀i = 1, 2, . . . , n (4.13)

b ∈ R (4.14)

mit

yik =

{

1, falls Fahrzeug k besucht Verbraucher i

0, sonst

yk = (y0k, . . . , ynk)

ai − Gewicht des Verbraucherkonus i

b − maximales Gewicht eines Verbraucherkonus

f(yk) − Kosten einer optimalen TSP-Route durch die Verbraucher

N(yk) = {i | yik = 1}

Als Darstellung der Funktion f(yk) ergibt sich

f(yk) = min
∑

ij cijxijk (4.15)

u. B. d. N.
∑

i xijk = yjk ∀j = 0, . . . , n (4.16)
∑

j xijk = yik ∀i = 0, . . . , n (4.17)
∑

ij∈S×S xijk ≤ |S| − 1 ∀S ⊆ N(yk), 2 ≤ |S| ≤ n (4.18)

xijk ∈ {0, 1} ∀i = 0, . . . , n, j = 0, 1, . . . , n (4.19)

7 Genauere Beschreibungen dazu sind in [Fis95, 10 ff.] zu finden.
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mit

xijk =

{

1, falls Fahrzeug k direkt von i nach j fährt
0, sonst

Diese Formulierung des Problemes (NGAP) ist zwar mathematisch exakt, al-
lerdings besteht ein sehr hoher Berechnungsaufwand für die Funktion f(yk).
Eine Ersetzung dieser durch die Lineare Approximation

fLA(yk) =
∑

i

diyik

ist daher ratsam. Dadurch entsteht ein Linear Generalized Assigment Problem
(LGAP), welches z. B. mittels Methoden der Lagrange Relaxation gelöst
werden kann.

Set Partitioning Problem

Eine weitere Möglichkeit, eine optimale Lösung für das VRP zu bestim-
men, stellt die Anwendung der Set-Partitioning-Methode dar. Dieser liegt ei-
ne Menge S aus n Verbrauchern und eine Ansammlung C von Teilmengen
S1, S2, . . . , Sm dieser Menge S mit Si ⊆ S, S =

⋃m
i=1 Si zu Grunde. Beim

VRP bilden diese Teilmengen die Menge aller möglichen Fahrzeugrouten, wo-
bei jeder Teilmenge die Kosten cSi

= c(Si) für die TSP-Tour der Menge Si

zugeordnet werden:

cSi
=

{

c(Si), falls
∑

j∈Si
dj ≤ Cmax

∞, sonst

Gesucht sind die v Teilmengen Si1 , . . . , Siv von S mit den minimalen Kosten
und

⋃

i Si = S, Sim ∩ Sin = ∅, ∀m, n = 1, 2, . . . , v, m 6= n. Es ergibt sich das
folgende COP:

(SPP) min
∑m

i=1 cSi
yi (4.20)

u. B. d. N.

∑m
i=1 yi = v (4.21)

∑m
j=1

∑v
k=1 xijyj = 1 für i = 1, 2, . . . , n (4.22)

yj ∈ {0, 1} für j = 1, 2, . . . , n (4.23)

mit

yi =

{

1, falls die Tour i gewählt wurde
0, sonst

xij =

{

1, falls Verbraucher i in Tour j enthalten
0, sonst
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Das Set-Partitioning ist insbesondere für kleinere Probleminstanzen, bei denen
sich nur wenige mögliche Fahrzeugrouten bilden lassen, effektiv einsetzbar.

Polyhedral Combinatoric

Ursprünglich wurde der Ansatz, welcher auf Polyhedral-Combinatoric-
Verfahren beruht, nur zur Lösung des TSP verwendet. Durch einfache Erweite-
rungen kann es allerdings auch für das VRP angewandt werden. In Anlehnung
an ein Flussproblem lässt sich das VRP wie folgt beschreiben:

(PC) min
∑

i<j cijxij (4.24)

u. B. d. N.

∑

j<i xij +
∑

j>i xij = 2 für i = 1, 2, . . . , n (4.25)
∑

i,j∈S×S xij ≤ |S| − r(S) ∀S ⊂ {1, 2, . . . , n},

2 ≤ |S| ≤ n − 1 (4.26)

xij ∈ {0, 1} für 1 ≤ i < j ≤ n (4.27)
∑

j x0j = 2v (4.28)

x0j ∈ {0, 1, 2} für j = 1, 2, . . . , n (4.29)

mit

r(S) =
⌈P

i∈S di

Cmax

⌉

(4.30)

Für das TSP entfallen die Gleichungen (4.28) sowie (4.29) und die Menge
r(S) wird stets auf 1 gesetzt.

v-Matching-Relaxation

Durch Hinzunahme weiterer Ungleichungen zum Polyhedral–Combinatoric–
Ansatz und Dualisierung entsteht das v-Matching-Problem. Die Gleichungen
(4.24) - (4.26) werden um folgende Beziehungen erweitert:

k
∑

l=0

∑

i,j∈Wl

xij ≤
k

∑

l=0

|Wt| −

⌈

1

2

k
∑

l=1

V (Wl) + V (Wl − W0) + V (Wl ∩ W0)

⌉

(4.31)

mit

Wl ⊆ {1, 2, . . . , n}, l = 0, 1, . . . , k

|Wl − W0| ≥ 1 für l = 1, 2, . . . , k

|Wl ∩ W0| ≥ 1 für l = 1, 2, . . . , k

|Wl ∩ W ′
l | = 1 für 1 ≤ l ≤ l′ ≤ k
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Die Spezialisierung di = 1 ∀i ermöglicht die Formulierung eines TSP.

Shortest-Path-Relaxation

Die Shortest-Path-Relaxation kann ebenfalls zur Bestimmung von Schranken
für das TSP und das VRP genutzt werden. Hierfür wird ein neuer Graph G2

mit den Knoten (i, q) für i = 1, 2, . . . , n und q = 0, 1, . . . , v definiert. Die
Verbindung der Kanten (i, q) und (j, q + dj) wird mit den Kosten cij versehen.
Des Weiteren sei festgelegt, dass

l(i, q) − Länge des kürzesten Weges von (0, 0) nach (i, q)

F (i, q) = l(i, q) + ci0 − untere Schranke für die Kosten einer Lieferung von

q Einheiten zum Verbraucher i

v(i, q, k) − minimale Kosten von k Touren mit Fracht q zu ver-

schiedenen letzten Verbrauchern aus {1, 2, . . . , i}

Der Wert für v(i, q, k) kann durch die Rekursion

v(i, q, k) = min{v(i − 1, q, k) ; minq′ [v(i − 1, q − q′, k − 1) + F (i, q′)]} (4.32)

berechnet werden. v(n,
∑

i di, v) ergibt sich dann als untere Schranke für
das VRP. Diese stellt eine zulässige Lösung dar. Allerdings ist in Gleichung
(4.32) der Fall von Mehrfachlieferungen an einen Kunden erlaubt. Um dies
zu verbieten, können Lagrange Penalties für die Kunden mit verletzenden
Lieferbedingungen eingeführt werden.

v-tree-Relaxation

Eines der im nachfolgenden Kapitel 4.2.1 etwas genauer beschriebenen Verfah-
ren, die Heuristik von Christofides, beruht auf einem einzelnen Spannbaum. Die
Verallgemeinerung dessen führt zu so genannten v-Bäumen (v-trees), welche
zur Bestimmung einer unteren Schranke für das VRP genutzt werden können8.
Angenommen es seien ein Graph mit n + 1 Knoten und v Transportfahrzeuge
gegeben, dann lässt sich ein v-tree mit genau n + v Kanten so konstruieren,
dass er den Graphen aufspannt. Das VRP kann dann als ein kostenminimaler,
knotengradbeschränkter v-tree mit Nebenbedingungen modelliert werden. Ge-
be xij ∈ {0, 1} an, ob die Kante (i, j) in der Lösung vorkommt, so entstehen
zulässige Lösungsvektoren

x = (x01, x02, . . . , x0n, x12, . . . , xn−2,n−1, xn−1,n),

welche die Menge

X = {x | x ∈ {0, 1} und bildet einen v-tree mit

n
∑

i=1

x0i = 2v}

8 siehe [CMT81]
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erzeugen. Die Formulierung des VRP lautet dann wie folgt:

(vTree) min
∑

e∈E cexe (4.33)

u. B. d. N.

∑

e∈E\I xe = 2v (4.34)
∑

e∈E xe = 2 ∀i ∈ N (4.35)
∑

e∈E
i∈S,j /∈S

xe ≥ 2r(S) ∀S ⊂ N, |S| > 1 (4.36)

xe ∈ {0, 1, 2} ∀e ∈ E (4.37)

0 ≤ xe ≤ 1 ∀e = {i, j} ∈ E, i, j 6= 0 (4.38)

0 ≤ xe ≤ 2 ∀e = {0, i} ∈ E (4.39)

mit

r(S) =
⌈P

i∈S di

Cmax

⌉

(4.40)

Fisher9 gibt des Weiteren eine Strategie an, wie eine Lagrange-Relaxation mit
zusätzlichen Nebenbedingungen durchgeführt werden kann. Er beschreibt, wie
durch so genannte Lagrange Multipliers die Kosten im Falle einer Verletzung
zu erhöhen sind.

Dekompositionsverfahren

Eine optimale Lösung für das MDVRP kann beispielsweise durch ein Dekompo-
sitionsverfahren, etwa dem von Dantzig und Wolfe10, berechnet werden. Dabei
wird das zu Grunde liegende Hauptproblem in mehrere Teilprobleme zerlegt.
Möglich wird dies durch die spezielle Struktur der meisten LP, die oftmals
aus mehreren eigenständigen Planungsaufgaben zusammengesetzt sind. Ein
Teilproblem selbst besteht aus wenigen Gleichungen oder Ungleichungen. Un-
tereinander sind die Teilprobleme meist nicht miteinander verknüpft.

Beim MDVRP könnte demnach erst einmal eine Zuordnung der einzelnen
Verbraucher zu den verschiedenen Lagern stattfinden, um eine Zerlegung
in zu lösende Teilprobleme zu erreichen. Die Teilprobleme bestehen dann
jeweils aus einem Lager und einer bestimmten Anzahl an Verbrauchern.
Die anschließende Lösung der Teilprobleme besteht dann in der Suche nach
einer optimalen Zuordnung der Verbraucher zu den Transportfahrzeugen des
zugehörigen Lagers.

9 siehe [Fis95]
10 siehe [DDSS95]
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Dynamic Programming

Die Methoden des Dynamic Programming, auch Dynamic Optimization ge-
nannt, kommen meist bei der Lösung von TSP und VRP mit Zeitfenstern zum
Einsatz11. Die Grundidee beruht ebenfalls auf der Theorie der Dekompositions-
verfahren. Ein Problem wird, wie bei einer Divide-and-Conquer-Strategie, in
mehrere Teilprobleme Pi zerlegt. Allerdings sind beim Dynamic Programming
die Teilprobleme voneinander abhängig. Diese einzelnen Teilprobleme werden
dann jeweils gelöst und deren Ergebnis Ei gespeichert, so dass Ei zur Lösung
größerer Probleme verwendet werden kann. Dem Verfahren liegt das sogenann-
te Optimalitätsprinzip zu Grunde. Dieses besagt, dass in einer optimalen Folge
von Entscheidungen auch jede Teilfolge in demselben Sinne optimal ist. Nur
wenn dieses Prinzip für ein Problem gilt, kann Dynamic Programming ange-
wandt und eine exakte Lösung gefunden werden.

Für die Einbeziehung von Zeitfenstern ist folgende Formulierung nützlich: die
Funktion F (S, i, t) gebe die niedrigsten Kosten eines Pfades an, welcher im
Knoten 0 beginnt, alle Verbraucher in S ⊆ N besucht, im Verbraucher i ∈ S

endet und zum Zeitpunkt t bereit ist, den Verbraucher i zu beliefern. Daraus
ergibt sich ein zweidimensionales Label (t, F (S, i, t)) ∈ R2, ei ≤ t ≤ li, be-
stehend aus einem Zeitpunkt und den zugehörigen Kosten, welche sich durch
folgende Rekursion bestimmen lassen:

F (S, j, t) = min
(i,j)∈E

{F (S − {j}, i, t′) + cij | i ∈ S − {j},

t′ ≤ t − tij , ai ≤ t′ ≤ bi}

∀S ⊆ N, j ∈ S und aj ≤ t ≤ bj (4.41)

wobei

F (S, j, t) =

{

F (S, j, aj), falls t ≤ aj

∞, falls bj ≤ t
(4.42)

Rekursionsbeginn:

F ({j}, j, max{aj, a0 + t0,j}) =

{

c0,j falls (0, j) ∈ E

∞, sonst
(4.43)

Für das TSP mit Zeitfenstern (TSPTW) ergibt sich dann folgende optimale
Lösung:

min
(i,0)∈E

max
ai≤t≤bi

{F (N, i, t) + ci,0 | i ∈ N, t ≤ b0 − ti,0}

11 siehe [Chr85]
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4.2 Heuristische Verfahren (Heuristiken)

Im Gegensatz zu den exakten Verfahren besitzen heuristische Verfahren eine
polynominale Zeitkomplexität O(nr). Dafür muss allerdings in Kauf genom-
men werden, dass nur die Bestimmung einer suboptimalen Lösung möglich ist.
Häufig wird bei den Heuristiken eine Unterscheidung zwischen Eröffnungsver-
fahren zur Konstruktion einer zulässigen Anfangslösung und Verbesserungs-
verfahren zur schrittweisen Annäherung der Anfangslösung an das lokale Op-
timum getroffen. Im Gegenzug existieren aber auch Gesamtschrittverfahren,
welche von vornherein eine sehr gute zulässige (sub-)optimale Lösung liefern.
Ein Beispiel dafür ist der Patching-Algorithmus12.

4.2.1 Eröffnungsverfahren

Für die Bestimmung einer einzelnen TSP-Tour kann folgendes Verfahren ver-
wendet werden (siehe Abbildung 4.3):

• Heuristik von Christofides: Bestimmung des Minimalgerüstes G′ eines
Graphen G. Erzeugung eines minimalen Matchings M für die Knoten
mit ungeraden Grad von G′. Konstruktion einer Eulertour13 aus G′ ∪M

und daraus Bildung einer TSP-Tour, z. B. durch Tiefensuche. Abb. 4. 3(a) Minimalgerüst

1 2

3

4 5

6

(b) G′ ∪ M

1 2

3

4 5

6

(c) Tour

1 2

3

4 5

6

Abbildung 4.3: Christofides-Heuristik

Bei den Eröffnungsverfahren, welche zur Lösung des VRP verwendet werden,
findet für gewöhnlich eine Unterscheidung zwischen Sukzessiv- und Parallel-
verfahren statt.

Sukzessivverfahren

Sukzessivverfahren bestimmen durch Lösung des Zuordnungsproblems
zunächst alle für die Tourenbildung in Frage kommenden Teilmengen und su-

12 siehe [NM93, S. 456 ff.]
13 Eine Eulertour ist eine Rundreise, die, im Gegensatz zum TSP, jeden Knoten mindestens

einmal enthalten muss. Sie existiert nur, wenn der Grad eines jeden Knoten des Graphen
gerade ist.
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chen danach eine optimale Reihenfolge innerhalb einer Teilmenge. Diese Me-
thodik wird auch

”
cluster first − route second“ genannt. Die bekanntesten

Vertreter dieser Verfahren sind

• der Sweep-Algorithmus von Gillett und Miller14 (siehe Abbildung 4.4
(b)),

• das Spacefilling-Curves-Verfahren von Bartholdi und Platzman15 sowie

• das Clustering (siehe Abbildung 4.4 (e)).

Allerdings beziehen diese Verfahren geographische Informationen bei der Ge-
bietseinteilung (Clusterbildung) mit ein, wodurch sich ihre Anwendbarkeit auf
einen speziellen Problemkreis einschränkt.

Die
”
route first − cluster second“-Verfahren sind ebenfalls Sukzessivverfah-

ren, arbeiten aber nach der umgekehrten Strategie, d. h. sie bestimmen zuerst
möglichst große Touren und suchen dann nach einer optimalen Aufteilung die-
ser Touren. Beim

• Giant-Tour-Verfahren

wird eine große Rundtour (Giant-Tour) gebildet, welche einmal durch alle
Verbraucher führt (siehe Abbildung 4.4 (f)). Anschließend findet eine Zerle-
gung dieser Giant-Tour unter Beachtung von Kapazitäts- und Zeitschranken
statt.

Parallelverfahren

Parallelverfahren versuchen das Zuordnungs- und das Reihenfolgeproblem
annähernd gleichzeitig zu lösen. Sie können sowohl zur Bildung einzelner Tou-
ren (TSP) als auch mehrerer Touren (VRP) verwendet werden. Das wesentliche
Kennzeichen der Parallelverfahren ist die sukzessive Einbeziehung von Knoten
oder Kanten unter Nutzung eines Greedy-Suchverfahrens. Ziel ist die Bildung
eines Hamiltonschen Kreises KH , falls ein TSP zu lösen ist, oder mehrerer
Hamiltonscher Kreise als mögliches Ergebnis eines VRP. Bei beiden Problem
sind vorhandene Kapazitäts- und Zeitrestriktionen stets zu beachten. Tritt eine
Verletzung dieser Restriktionen auf, muss im Falle eines VRP eine weitere Tour
mit einem neuen Transportfahrzeug gestartet werden. Liegt hingegen ein TSP
zu Grunde, bewirkt eine Restriktionsverletzung, dass eine ungültige Lösung
entsteht und es ist eine neue TSP-Tour zu bestimmen.

Die meisten der Heuristiken besitzen eine Laufzeit von O(n2). Im Wesentlichen
gibt es bei heuristischen Verfahren zwei grundlegende Verfahrenstypen:

14 siehe [GM74]
15 siehe [BP82]
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Abbildung 4.4: Auswahl heuristischer Tourenbildungsverfahren

• Neighbour-Verfahren: Iterative Hinzunahme eines weiteren Knoten bzw.
einer weiteren Kante nach bestimmten Kriterien zu einem bestehenden
Weg bis alle Knoten bzw. Kanten angefügt wurden. Dann Verbindung
des zuletzt besuchten Knotens mit dem Startknoten der Tour.

• Insertion-Verfahren: Iterative Entfernung einer Kante eines bestehenden
Kreises durch Hinzunahme eines weiteren Knoten bzw. einer weiteren
Kante nach bestimmten Kriterien bis alle Knoten bzw. Kanten eingefügt
wurden.

Die effektivsten Neighbour-Verfahren sind die Verfahren

• Nearest-Neighbour : Der hinzuzunehmende Knoten ist der noch nicht be-
suchte Knoten mit dem geringsten Kostenzuwachs.

• Farthest-Neighbour : Als nächster Knoten wird der noch nicht besuchte
Knoten mit dem höchsten Kostenzuwachs hinzugenommen.

Zur Klasse der Insertion-Verfahren gehören u. a. folgende Verfahren16:

16 Für genauere Angaben zu den angegebenen Verfahren siehe [Rei94].

37



Lösungsverfahren für das TSP und VRP

• Nearest-Insertion: Hinzugefügt wird der noch nicht besuchte Knoten,
dessen Hinzunahme die geringste Erhöhung der bisherigen Kosten be-
wirkt17.

• Furthest-Insertion: wie Nearest-Insertion, nur dass bei Hinzunahme eines
Knoten eine größtmögliche Erhöhung der Kosten erfolgen soll.

• Sequentielles Clarke-und-Write-Saving : Bildung aller Pendeltouren zwi-
schen dem Lager und den Verbrauchern Ti = {(0, i), (i, 0)}, ∀i ∈ V . Be-
ginn einer neuen Tour ausgehend von den beiden noch nicht betrachteten
Knoten, die das meiste Ersparnis sij = c0i + c0j − cij liefern. Hinzunah-
me eines weiteren Knoten l, der minimalen Kostenzuwachs verursacht
min{cil, clj} (siehe Abbildung 4.4 (d)).

• Simultanes Clarke-und-Write-Saving : ähnlich dem sequentiellen Clarke-
und-Write-Saving, nur dass hier versucht wird den Anfangspunkt der
einen Tour mit dem Endpunkt einer anderen Tour gewinnbringend zu
verschmelzen (siehe Abbildung 4.4 (c)).

• Farthest-Insertion: Auswahl des noch nicht besuchten Knoten, dessen mi-
nimale Kosten bei einer Hinzunahme zu den bereits betrachteten Knoten
maximal unter allen noch nicht betrachteten Knoten sind.

• Farthest-Insertion (2): wie Farthest-Insertion, nur das zu den bereits be-
trachteten Knoten der noch nicht betrachtete Knoten hinzugefügt wird,
dessen maximale Kosten bei einer Hinzunahme minimal sind.

Im Zusammenhang mit der Einbeziehung von Rückgabeorten beim VRP (siehe
Abschnitt 3.3.6) seien hier noch zwei weitere Insertion-Verfahren von Casco et
al. erwähnt, die auf dem Savingsverfahren von Clarke und Wright beruhen18:

• Stop-Based-Insertion: Hinzufügung von Rückgabeorten zu einer beste-
henden Tour erst dann erlaubt, wenn nachfolgend nur noch wenige Ab-
ladeorte durch den Transporter zu besuchen sind.

• Load-Based-Insertion: wie Stop-Based-Insertion, allerdings erfolgt eine
Betrachtung der auf dem Transporter noch verbleibenden Ablademenge.

4.2.2 Verbesserungsverfahren

Verbesserungsverfahren basieren auf einer unvollständigen Abarbeitung des
ursprünglichen Suchraumes. Sie versuchen in der Regel, durch lokale Suche
eine bessere Lösung zu erzielen. Allerdings bedeutet dies auch, dass die
gefundene Lösung nicht zwingend die optimale Tour sein muss. Es wird
lediglich eine suboptimale Lösung des Problemes angestrebt. Die zu Grunde
liegende Verbesserungsheuristik wird dabei so lange auf eine Tour angewandt,
bis sie keine Verbesserung mehr erzielen kann. Ausgangspunkt für eine lokale

17 siehe [RSL77]
18 siehe [AG88, S.127-147]
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Verbesserung stellt gewöhnlicher Weise ein Hamiltonscher Kreis dar, welcher
durch ein bestimmtes Eröffnungsverfahren gefunden wurde. Anschließend
wird völlig unabhängig von diesem Eröffnungsverfahren eine beliebige Verbes-
serungsheuristik angewendet.

r-optimale Verfahren (r-opt)

Bei den so genannten r-optimalen Verfahren werden genau r Kanten (Ketten
von Verbrauchern) des aktuell besten Hamiltonschen Kreises gegen r andere
Kanten dieses oder eines anderen Kreises ausgetauscht. In diesem Zusam-
menhang wird zwischen Intra- und Interchange-Verfahren unterschieden. Ist
der entstandene Hamiltonsche Kreis kürzer, wird er als neuer aktueller Kreis
verwendet. Das Verfahren bricht ab, wenn alle möglichen Vertauschungen
untersucht worden sind. Auf Grund der Tatsache, dass der Rechenaufwand
des r-opt-Verfahrens eine zeitliche Komplexität O(nr) hat und die entstan-
denen Verbesserungen oft nur von geringer Güte sind, werden meist nur
die Verfahren 2-opt oder 3-opt von Lin19 mit den Laufzeiten O(n2) bzw.
O(n3) angewandt (siehe Abbildung 4.5). Bei praktischen Anwendungen wird
allerdings teilweise großes Augenmerk auf den Zeitaufwand der Algorithmen
gelegt. Dieser wäre mit O(n2) bei größeren Probleminstanzen mit mehreren
hundert Knoten immer noch zu hoch und somit nicht akzeptabel. Eine Lösung
dieses Problems besteht darin, nicht jede einzelne Kante mit allen anderen zu
vergleichen, sondern nur mit ausgewählten Kanten. Abb. 4. 5Verfahren 2-opt
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Abbildung 4.5: Die Verfahren 2-opt und 3-opt

variable r-opt Verfahren

Eine besonders leistungsfähige Variante der r-opt-Verfahren ist das variable

19 siehe [Lin65]
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r-opt-Verfahren, welches von Lin und Kernighan20 entwickelt wurde. Es
bestimmt in jedem Schritt die Menge der auszutauschenden Kanten des zu
Grunde liegenden Hamiltonschen Kreises. Durch Entfernung einer Kante
entsteht aus einer Tour ein Weg. Das eine Ende dieses Weges wird versucht so
mit einem seiner inneren Knoten zu verbinden, dass eine andere Kante gelöscht
werden kann. Dadurch entsteht wiederum ein Weg, der als Ausgangspunkt
für eine weitere solche Untersuchung genutzt wird (siehe Abbildung 4.6). Als
Grundidee dient die Überlegung, dass ein (k+1)-opt-Tausch günstiger sein
könnte als ein k-opt-Tausch. Ein solcher Schritt der Prozedur wird folglich
so lange wiederholt, wie die Gewinnsumme (gelöschte minus eingefügte
Kantengewichte) positiv ist und noch nicht behandelte Kanten existieren.
Wurde während der Iteration eine bessere Tour gefunden, so ersetzt diese die
aktuelle Tour und der nächste Knoten wird untersucht. Das Verfahren endet,
wenn alle Knoten der Ausgangstour untersucht worden sind. Für gewöhnlich
findet das Verfahren fast die globaloptimale Lösung21.Abb. 4. 6

v1 v2

e1

f1

v1 v2

v3 v4

e2

f2

v1 v2

v3 v4

v5

v6 e3 f3

v1 v2

v3 v4

v5

v6

v7
v8

e4

ei - Kanten der Ausgangstour
fi - Kanten, die nicht zur Ausgangstour gehören

Abbildung 4.6: Einige Schritte des Lin-Kernighan-Algorithmuses

Or-opt Verfahren

Or22 schlägt eine Modifikation des Verfahrens 3-opt vor, wodurch das so ge-
nannte Or-opt-Verfahren23 entsteht. Der Vorteil von Or-opt ist, dass die An-
zahl der Kantenvertauschungen gegenüber 3-opt wesentlich verringert werden,
bei fast der gleichen Güte der Näherungslösung. Das Verfahren hat eine Zeit-
komplexität von O(3n2). Es prüft der Reihe nach für s benachbarte Knoten
des aktuellen Hamiltonschen Kreises, ob diese s Knoten zwischen zwei anderen
Knoten so eingefügt werden können, dass sich ein kürzerer, kostengünstigerer
Hamiltonscher Kreis ergibt (siehe Abbildung 4.7). Im ersten Durchlauf wird
s = 3, dann s = 2 und schließlich s = 1 gesetzt.

20 siehe [LK73]
21 siehe [LLRS85]
22 siehe [Or76]
23 Verallgemeinert wird das Verfahren auch Relokation genannt.
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Lösungsverfahren für das TSP und VRP 4.2. Heuristische Verfahren (Heuristiken) Abb. 4. 7vor Austausch
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j

j+1

CK = ci+1,i+2 + ci+2,i+3

ci,i+1 + CK + ci+3,i+4 + cj,j+1 > cj,i+1 + CK + ci+3,j+1 + ci,i+4

nach Austausch

i i+1

i+2

i+3i+4

j

j+1

Abbildung 4.7: Or-opt bei s = 3

4.2.3 Kombination heuristischer Verfahren

Numerische Tests ergaben, dass eine Verfahrenskombination aus Eröffnungs-
verfahren, gefolgt von dem Verbesserungsverfahren 2-opt und schließlich 3-opt
oder Or-opt Hamiltonsche Kreise liefert, deren Kosten selten mehr als 2 bis 3%
vom Optimum entfernt sind24. Weitere Annäherungen an das Optimum sind
häufig durch wiederholte Auswahl unterschiedlicher Startknoten und anschlie-
ßender Anwendung eines der obigen Verfahren zu erzielen.

4.2.4 Moderne heuristische Verfahren

Suchtechniken

Die beiden nachfolgend vorgestellten Verfahren erlauben es Veränderungen
vorzunehmen, auch wenn diese nicht zu Verbesserungen einer Tour führen.
Dadurch soll erreicht werden, dass die lokalen Optima, welche die Leistung
der im vorherigen Abschnitt beschriebenen Heuristiken begrenzen, verlassen
werden können.

Ausgehend von einer zulässigen Startlösung S wird um diese eine gewisse Nach-
barschaft N(S) konstruiert, innerhalb welcher eine bessere Alternative S ′ ge-
sucht wird. Das Verfahren wird dann mit S ′ iteriert.

Üblicherweise bedeutet Nachbarschaft das Austauschen von n1 Verbrauchern
einer gegebenen Tour mit n2 Verbrauchern einer anderen Tour, wobei n1 und n2

24 siehe [LLRS85]
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nach oben beschränkt sind. Zumeist wird nur der Austausch einzelner Kunden
erlaubt, also n1 ≤ 1 und n2 ≤ 1.

Als Abbruchkriterien wird meist eine maximale Iterationszahl angegeben. Al-
lerdings kann die Iteration aber auch vorzeitig abgebrochen werden, wenn bei-
spielsweise

• keine Verbesserungen mehr innerhalb der letzten k Iterationsschritte er-
folgten,

• die zulässige Nachbarschaft leer ist oder

• die gefundene Lösung innerhalb eines angegebenen Toleranzbereiches
liegt.

Tabu Search

Beim Tabu-Search-Verfahren wird innerhalb jeder Iteration die beste zulässige
Alternative innerhalb der Nachbarschaft gesucht und diese ausgewählt25.
Innerhalb der nächsten t Iterationen darf diese Auswahl nicht rückgängig
gemacht werden26.

Simulated Annealing

Die Nachbarschaft N(S) wird anhand einer vorgegebenen Ordnung durchsucht.
Für jede Alternative S ′ ∈ N(S) wird die Kostendifferenz zu S gebildet:

∆c = c(S) − c(S ′).

Die Lösung S ′ wird sofort als neue Startlösung gewählt, wenn ∆c ≤ 0 ist. Im
Falle von ∆c > 0 wird überprüft, ob gilt

e−∆c/T ≥ θ

mit

θ ∈ R, 0 ≤ θ < 1 und zufällig gewählt

T − zeitlicher Fortschritt

Ist diese Ungleichung erfüllt, so ersetzt S ′ ebenfalls S. Der Parameter T wird
nach jeder Iteration verringert. Ist nach n Iterationen keine Verbesserung
eingetreten, kann T wieder etwas erhöht werden, um ggf. ein lokales Minima
zu verlassen27.

25 siehe [GHL93]
26 Wechselt beispielsweise ein Verbraucher i von der Tour Tn zur Tour Tm, so ist es ihm

für die nächsten t Iterationsschritte verboten, zur Tour Tn zurückzuwechseln.
27 Das Simulated Annealing ist u. a. in [AK89] ausführlich beschrieben.
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Evolutionäre Algorithmen

Unter dem Begriff evolutionäre Algorithmen sind eine Reihe von Meta-
Heuristiken, wie z. B.

• Genetische Algorithmen (GA),

• Evolutionary Programming und

• Genetic Programming

zusammengefasst, welche versuchen die Grundprinzipien der natürlichen Evo-
lution in einfacher Weise nachzuahmen28. Es kommen Mechanismen wie

• die Selektion (natürliche Auslese),

• die Rekombination (Kreuzung) und

• die Mutation (kleine zufällige Veränderungen)

zum Einsatz. Im Unterschied zu den Suchverfahren des Simulated Annealing
und Tabu Search wird nicht von einer einzelnen aktuellen Lösung, sondern
von einer ganzen Lösungsmenge (Population) ausgegangen. Bei der Suche nach
einer optimalen Lösung ist somit eine größere Vielfalt vorhanden, wodurch die
Suche robuster wird. Es ist nicht mehr so leicht, in einem lokalen Optimum
hängenzubleiben.

28 siehe [Rec73]
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5 Zusammenfassung und Ausblick

Eine exakte Lösung für Routing Probleme wie das TSP und das VRP ist
i. A. nicht in annehmbarer Zeit zu finden. Ihre zugehörigen Algorithmen be-
sitzen eine exponentielle Laufzeit, d. h. der aktuelle Stand der Technik be-
schränkt die Größe der lösbaren Probleminstanzen. Dennoch haben auch diese
Lösungsansätze ihre Existenzberechtigung, weil sie auf jeden Fall eine optimale
Lösung eines Routing Problemes bestimmen können. Diese kann beispielweise
dem Nachweis dienen, wie stark die Lösung einer Heuristik vom Optimum ab-
weicht. Allerdings ist keine Verallgemeinerung der dabei getroffenen Aussagen
möglich, weil die Güte einer heuristischen Lösung sehr stark vom Aussehen
des Graphen abhängt.

Moderne heuristische Verfahren umgehen die Missstände vorheriger Heuristi-
ken. Sie versuchen durch Zulassung schlechterer Lösungen bei der Suche nach
einem Optimum, lokalen Extrema zu entkommen.

Die beiden nachfolgenden Abbildungen sollen noch einmal die Ausführungen
der vorangehenden Kapitel graphisch verdeutlichen. In Abbildung 5.1 ist eine
mögliche Einteilung der Problemstellungen des TSP und des VRP sowie deren
zugehörige Problemerweiterungen dargestellt. Abb. 5. 1

Combinatorial Optimization Problem (COP)

Routing Problem (RP)

Traveling Salesman Problem (TSP) Vehicle Routing Problem (VRP)

(Abschnitt 3.1) (Abschnitt 3.2)

Time Windows Multiple Multi Depot Backhaul Time Windows Pickup and Delivery

(TSPTW) (m-TSP) (MDVRP) (VRPB) (VRPTW) (PDP)

(Abschnitt 3.3.1) (Abschnitt 3.3.3) (Abschnitt 3.3.6) (Abschnitt 3.3.2) (Abschnitt 3.3.5)

Abbildung 5.1: Überblick über die Probleme bei der Tourenbildung

Abbildung 5.2 zeigt Lösungsverfahren, welche vorrangig zur Lösung des VRP
verwendet werden können. Durch entsprechende Anpassungen sind diese auch
für die Lösung des TSP anwendbar.

Die Untersuchung aktuellster Forschungsergebnisse und Entwicklung neuer Im-
plementierungsvarianten, wie beispielsweise dem Einsatz moderner und par-
alleler Rechentechnik, sollte ein grundlegendes Ziel weiterer Aktivitäten auf
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Zusammenfassung und AusblickAbb. 5. 2 Lösungsverfahren

Exakte Verfahren Heuristische Verfahren

(Abschnitt 4.1) (Abschnitt 4.2)

Vollständige Beschränkte Eröffnungsverfahren Verbesserungs- Moderne

Enumeration Enumeration (Abschnitt 4.2.1) verfahren Verfahren

(Abschnitt 4.2.2) (Abschnitt 4.2.4)

Suzessiv- Parallel-

verfahren verfahren

a)
”
Cluster first a) Neighbour a) r-opt a) Simulated

- Route second“ -Verfahren b) variables r-opt Annealing

b)
”
Route first b) Insertion c) Or-opt b) Tabu Search

- Cluster second“ -Verfahren c) Evolutionäre

Algorithmen

Abbildung 5.2: Überblick über die Lösungsverfahren beim TSP und VRP

diesem Gebiet sein. Erste Ansätze zur Parallelisierung der in dieser Arbeit
dargelegten exakten Verfahren werden von Ralphs1 vorgestellt.

Für die meisten Erweiterungen des klassischen VRP existieren zwar viele gute
theoretische Ansätze, aber diese sind teilweise weit von ihrer exakten Bere-
chenbarkeit entfernt. Zudem ist das VRP mit seinen vielfältigen Variationen
noch nicht so weit untersucht, dass alle praktischen Anwendungsfälle genau
formuliert worden sind. Als Beispiele seien hier

• Transporterverfügbarkeiten zu unterschiedlichen Zeiten,

• gemeinsame Belieferung eines Verbrauchers durch mehrere Transporter
und

• Transport verschiedenartiger Güter

genannt.

Diese Ausführungen sollen deutlich machen, dass, bedingt durch die ständigen
Erweiterungen der technischen Möglichkeiten und die wachsenden wirtschaftli-
chen Anforderungen, noch keine Stagnation auf dem Gebiet der Tourenbildung
und -optimierung in Sicht ist.

1 siehe [Ral02]
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A Algorithmen

A.1 Exakte Verfahren

Um das Verständnis für die Lösungsalgorithmen des Branch-and-Bound-
(BnB) bzw. das Branch-and-Cut-Verfahren (BnC) zu erhöhen, sollen zunächst
noch einmal einige grundlegende Gesichtspunkte der kombinatorischen Opti-
mierung betrachtet werden. Für detailiertere Aussagen siehe Abschnitt 4.1.

Gegeben sei ein Combinatorial Optimization Problem

COP = (DI , SP (I)), SP (I) ⊆ 2DI

bestehend aus:

• DI - Menge der Instanzen I

• SP (I) - Menge der Lösungen jeder Instanz I ∈ DI

• mP - Bewertungsfunktion mP : SP → R

Die Lösung x∗ ∈ SP (I) heißt im Falle einer Minimierung optimale Lösung gdw.

mP (x∗, I) ≤ mP (x, I) ∀x ≤ SP (I)

Im Sinne des Interger Programming (IP) ausgedrückt, bedeutet dies, dass eine
Lösung des folgenden Problemes gesucht ist:

min mP (x) = cT x

u. B. d. N.

Ax ≥ b

x ≥ 0

x ∈ Zn
+

mit

A ∈ Rm×n - Restriktionsmatrix

b ∈ Rm - Restriktionsvektor

c ∈ Rn - Kostenvektor
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Für das TSP gelte im Speziellen: gesucht ist eine Rundreise durch n Orte,
wobei jede Stadt nur einmal besucht werden darf. Es entsteht folgende IP-
Formulierung:

min
∑n

i=1

∑n
j=1 cijxij

u. B. d. N.

∑n
i=1 xij = 1 ∀j

∑n
j=1 xij = 1 ∀i

xij ∈ {0, 1}

Zur Elimination von Subtouren können die beiden folgenden Bedingungen ge-
nutzt werden:

∑

{i,j}⊆S xij ≤ |S| − 1 ∀S ⊂ V, |S| ≥ 2

|Schnittkanten von (S, {xij})| ≥ 2 ∀(S, V − S), ∅ ⊂ S ⊂ V

Als optimale Lösung entsteht eine Permutation π(1, 2, . . . , n) der Menge
{1, 2, . . . , n} mit den minimalen Kosten:

n−1
∑

i=1

cπ(i),π(i+1) + cπ(n),π(1)

Bei der vollständigen Enumeration müssten alle Permutationen untersucht
werden. Dazu kann folgender Algorithmus mit exponentieller Laufzeit verwen-
det werden:Alg. A. 1 Algorithmus A.1: Enumeration (TSP)

Eingabe: Verbrauchermenge V = {1, 2, . . . , n}
Kostenmatrix C = (cij), i, j ∈ V

Ausgabe: optimale Tour T

πstart = (1, 2, . . . , n)
πakt = πstart

cπbest
= ∞

i = 1
repeat

cπakt
=

∑n−1
j=1 cπakt(j),πakt(j+1) + cπakt(n),πakt(1) (Bewertung von πakt)

if cπakt
< cπbest

cπbest
= cπakt

πbest = πakt

Vertausche πakt(i) und πakt(i + 1)
i = (i mod (n − 1)) + 1

until πakt = πstart

T = πbest
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Algorithmen A.1. Exakte Verfahren

A.1.1 Branch-and-Bound-Verfahren

Eine andere Möglichkeit eine optimale Lösung zu erhalten, wäre die implizi-
te Enumeration, bei welcher der Suchraum durch einen Suchbaum eingeteilt
wird. Aus diesem werden Teilbäume eliminiert, falls dessen Lösungskosten zu
hoch sind. Die Basis dafür bildet der Branch-and-Bound-Algorithmus mit den
beiden Operationen:

• Bounding: Verwendung oberer und unterer Schranken für Zielfunktions-
wert

– Obere Schranke: beste gefundene Lösung

– Untere Schranke: günstigste Vervollständigung einer partiellen
Lösung oder (diskrete) Relaxation des Problemes

– Falls untereSchranke ≥ obereSchranke kann Teilbaum eliminiert
werden

• Branching: Verzweigung innerhalb des Suchraumes und Betrachtung der
disjunkten Teilprobleme

Der nachfolgende Branch-and-Bound-Algorithmus (Algorithmus A.2) ist spe-
ziell zur Lösung von Problemen mit binären Zielfunktionsvariablen gedacht,
d. h. xij ist entweder 0 oder 1. In diesem Falle kann für jede der Variablen
xij eine Fixierung eingeführt werden, welche angibt, ob die Variable im betref-
fenden Zweig des Suchbaumes bereits untersucht wurde. Sind alle Variablen
fixiert, kann dieser Ast nicht weiter verzweigt werden. Er enthält entweder die
optimale Lösung oder nicht. Alg. A. 2Algorithmus A.2: Branch-and-Bound (TSP)

Eingabe: Verbrauchermenge V = {1, 2, . . . , n}
Kostenmatrix C = (cij), i, j ∈ V

Ausgabe: optimale Tour T

Schritt 1: Bestimme untere Schranke uS für das Problem

Schritt 2: Bilde erste Problemlösung T1 mittels Heuristik or erzeuge
einen zulässigen Zweig des Suchbaumes mittels Tiefensuche

T1 = (π(1), π(2), . . . , π(n)) (Permutation von V )

oS = c(T1) =
∑n−1

i=1 cπ(i),π(i+1) + cπ(n),π(1) (obere Schranke)
if oS = uS

stop optimale Lösung gefunden: T = T1

else
Bilde erste Probleminstanz T ′

1
S = {T ′

1} (Menge der zu untersuchenden Probleminstanzen)

Schritt 3: Berechne optimale Problemlösung (Breitensuche)
while S 6= ∅

T ′ = Top(S), wobei T ′ = (π(1), π(2), . . . , π(n))
if ∃ nichtfixierte Variable in T ′

Fixiere nichtfixierte Variable in T ′ beliebig
Berechne untere Schranke uS(T ′) (Bounding)

uS(T ′) =
∑n−1

i=1 cπ(i),π(i+1) + cπ(n),π(1)
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if uS(T ′) ≤ oS
if alle Variable in T ′ fixiert

oS = uS(T ′)
T = T ′

else
Branching:

Erzeuge durch Fixierung einer nichtfixierten
Variable i von T ′ neue Teilprobleme T ′

1, T ′
2, . . . , T ′

n

Füge T ′
1, T ′

2, . . . , T ′
n in S ein

A.1.2 Branch-and-Cut-Verfahren

Beim Branch-and-Cut-Algorithmus liegt ebenfalls das Prinzip Branch-and-
Bound zu Grunde. Allerdings wird zur Berechnung der unteren Schranke die
LP-Relaxation verwendet. Im Konkreten heißt dies, dass die Ganzzahligkeits-
bedingung xij ∈ {0, 1} durch die Bedingung 0 ≤ xij ≤ 1 ersetzt wird. Dadurch
kann an Stelle von Interger Programming eines der Verfahren des Linear Pro-
gramming (LP), wie z. B. die Simplex Methode bzw. eine Modifikation dieser,
zur Lösung verwendet werden. Dahinter verbirgt sich die Überlegung, dass die
Lösung eines nichtganzzahligen Problemes mittels LP einfacher zu finden ist
als die eines ganzzahligen Problemes mittels IP.

Grundprinzip der LP-Relaxation ist eine Vergrösserung des zulässigen Lö-
sungsbereiches. Die konvexe Hülle des Polytops, welche durch das IP beschrie-
ben wird,

PIP = conv{x ∈ {0, 1}n | Ax ≤ b},

wird durch ein größeres Polytop,

PLP = conv{x ∈ Rn
+ | Ax ≤ b},

der LP-Relaxation ersetzt. Dieser enthält nach wie vor die optimale Lösung.
Die dabei entstehenden nichtganzzahligen optimalen Lösungen, müssen durch
so genannte Cut-Ebenen von den ganzzahligen Lösungen abgetrennt werden,
wodurch der LP-Polyeder innerhalb eines Suchbaumzweiges immer mehr be-
schnitten wird. Im weiteren Verlauf des BnC-Verfahrens sind diese Cut-Ebenen
und die ganzzahligen Variablen in den Suchbaum aufzunehmen, welche in der
Nähe der Cut-Ebenen liegen. Das Problem ist, dass nicht genau gesagt werden
kann, auf welcher Seite der Cut-Ebene sich die optimale ganzzahlige Lösung
befindet. Das ursprüngliche Problem zerfällt in zwei Teilprobleme:

50



A

Algorithmen A.1. Exakte Verfahren

min cT x min cT x

u. B. d. N. u. B. d. N.

Ax ≥ b Ax ≥ b

xi ≤ ⌊x∗
i ⌋ xi ≤ ⌊x∗

i ⌋ + 1

x ≥ 0 x ≥ 0

x ∈ Zn
+ x ∈ Zn

+

Ist die optimale Lösung des LP ganzzahlig, so ist auch eine Lösung für das IP
gefunden.

Im Falle des TSP sind neben der Entfernung der Bedingung der Ganzzahligkeit
auch andere Relaxationen denkbar, wie z. B.:

• Entfernung der Subtour-Elimination

• nur Ausschluss kurzer Subtouren (|S| ≤ 2, 3, . . .)

• Verbot der berechneten Subtouren iterativ

Dabei ist zu berücksichtigen, dass sich durch diese Relaxationen untere Schran-
ken ergeben können, deren Wert i. A. besser als der Wert der optimalen Lösung
ist. Somit muss im Falle einer neuen optimalen Lösung erst deren IP-Gültig-
keit geprüft werden, bevor sie als neue aktuell beste Lösung akzeptiert werden
kann.

Ein allgemeiner Algorithmus für das Branch-and-Cut-Verfahren kann wie folgt
formuliert werden: Alg. A. 3Algorithmus A.3: Branch-and-Cut (TSP)

Eingabe: Verbrauchermenge V = {1, 2, . . . , n}
Kostenmatrix C = (cij), i, j ∈ V

Ausgabe: optimale Tour T

Schritt 1: Bestimme untere Schranke uS für das Grundproblem

Schritt 2: Bilde erste Problemlösung T1 mittels Heuristik or erzeuge
einen zulässigen Zweig des Suchbaumes mittels Tiefensuche

T1 = {π(1), π(2), . . . , π(n)} (Permutation von V )

oS = c(T1) =
∑n−1

i=1 cπ(i),π(i+1) + cπ(n),π(1) (obere Schranke)
if oS = uS

stop optimale Lösung gefunden: T = T1

else
Bilde erste Probleminstanz T ′

1
S = {T ′

1} (Menge der zu untersuchenden Probleminstanzen)
Erzeuge Menge von Ungleichungen L′, welche für das Grundproblem

gültig
sein sollen (LP−Relaxation)

Schritt 3: Berechne optimale Problemlösung (Breitensuche)
while S 6= ∅

T ′ = Top(S), wobei T ′ = {π1, π2, . . . , πn}
Bounding:
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end = false
solution = false
C = L′ (Menge der gültigen Ungleichungen dieses Suchbaumzweig)
while end 6= true

if ∃ T̂ = LP-Lösung von T ′ unter Beachtung von C

if c(T̂ ) ≤ oS

if T̂ ist ganzzahlige Problemlösung

oS = c(T̂ ), T = T ′, end = true
solution = true

else
Separation:

C′ = Menge neuer verletzender Ungleichungen
if C′ 6= ∅

C = C ∪ C′

else

oS = c(T̂ ), T = T ′, end = true
else

end = true
if solution = false

Branching:
Wähle Variable i nach beliebiger Branching-Heuristik
Erzeuge von T ′ aus neue Teilprobleme T ′

1, T ′
2, . . . , T ′

n unter
Beachtung von L′

Füge T ′
1, T ′

2, . . . , T ′
n in S ein

A.2 Heuristische Verfahren

A.2.1 Eröffnungsverfahren für das TSP und VRP

Die nachfolgend beschriebenen heuristischen Verfahren beziehen sich zumeist
auf das TSP. Dies hat den einfachen Grund, dass die Algorithmen kürzer
und nach Ansicht des Autors somit verständlicher sind. Allerdings können
sämtliche Algorithmen ebenfalls auf das VRP angewendet werden. Dazu
müssen sie lediglich um Abfragen, welche sich auf die Kapazitäts- und Zeit-
beschränkungen der Fahrzeuge und Verbraucher beziehen, erweitert werden.
Im Falle des Eröffnungsverfahrens Nearest Neighbour ist ein Beispiel dafür
vorgegeben (siehe Algorithmus A.5).

Nearest-Neighbour-Algorithmen

Der zum aktuell betrachteten Verbraucher am nächstengelegene und damit
kostengünstigste Verbraucher wird als Nachfolger in die Tour aufgenommen
und bildet den Ausgangspunkt für die weitere Untersuchung. Die Auswahl des
ersten Startknotens kann zufällig erfolgen. Algorithmus A.4 soll dieses Prinzip
verdeutlichen.
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Algorithmen A.2. Heuristische Verfahren Alg. A. 4Algorithmus A.4: Nearest Neighbour (TSP)

Eingabe: Verbrauchermenge V = {1, 2, . . . , n}
Kostenmatrix C = (cij), i, j ∈ V mit cij ∼ distance(i, j), i, j = 1, 2, . . . , n

Ausgabe: Tour T

Schritt 1: Initialisierung:
beliebigen Startknoten s ∈ V wählen
p = s
U = V \{s} (Menge der unzugeordneten Verbraucher)
T = ∅

Schritt 2: Tourenbildung:
i = 1
dT = 0
while U 6= ∅

f = min{cpf}, f ∈ U
T = T ∪ (p, f)
U = U\{f}
p = f

T = T ∪ (f, s)

Der nachfolgende Algorithmus A.5 ist eine Abwandlung des zuvor betrachte-
ten Nearest-Neighbour-Algorithmuses, um zu zeigen wie dieser auch auf das
VRP angewandt werden kann. An dieser Stelle werden allerdings nur die Kapa-
zitätsbeschränkungen der homogenen Transportfahrzeuge berücksichtigt. Des
Weiteren ist die im Schritt 3 durchgeführte Tourenprüfung nicht zwingend not-
wendig, weil ein Transportfahrzeug auch mehrere Touren durchführen könn-
te. Durch eine Abwandlung des Algorithmuses ist es demnach möglich, ihn
so einzusetzen, dass er zur Ermittlung der maximalen Menge von benötigten
Transportfahrzeugen dient. Alg. A. 5Algorithmus A.5: Nearest Neighbour (VRP)

Eingabe: Verbrauchermenge V = {0, 1, . . . , n} (0 − Lager)
Kostenmatrix C = (cij), i, j ∈ V
Transportfahrzeugmenge K = {v1, v2, . . . , vk}
maximale Transportfahrzeugkapazität Cmax

Verbraucherbedarfsmengen D = {di ≤ Cmax | i ∈ V }

Ausgabe: (1) Touren Ti, i = 1, 2, . . . , k
(2) ∄ Lösung

Schritt 1: Initialisierung:
U = V \{0} (Menge der unzugeordneten Verbraucher)
T = ∅

Schritt 2: Tourenbildung:
i = 1
dT1 = 0
p = 0
while U 6= ∅

f = min{cpf}, f ∈ U
Ti = Ti ∪ (p, f)
if dTi

+ df > Cmax

Ti = Ti ∪ (p, 0) (aktuelle Tour beenden)
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i = i + 1
Ti = (0, f) (neue Tour beginnen)
dTi

= df

U = U\{f}
p = f

Ti = Ti ∪ (f, 0)

Schritt 3: Tourenprüfung
if |T | > |K|

stop ∄ Lösung (zu viele Touren gebildet)

Dem Algorithmus Multiple Fragment (Algorithmus A.6) liegt eine Greedy-
Heuristik zu Grunde. Es wird versucht einzelne Pfade aufzubauen und diese
durch Hinzunahme weiterer, möglichst kurzer Kanten zu verbinden bis ein
geschlossener Kreis entsteht.Alg. A. 6 Algorithmus A.6: Multiple Fragment (TSP)

Eingabe: Verbrauchermenge V = {1, 2, . . . , n}
Kostenmatrix C = (cij), i, j ∈ V

Ausgabe: Tour T

Schritt 1: Initialisierung:
Sortiere alle Kanten aufsteigend in einem Array e0, e1, e2, . . . , em

mit ek = (i, j), i 6= j, i, j ∈ V , so dass ce0 ≤ ce1 ≤ . . . ≤ cem

Schritt 2: Tourenbildung:
T = ∅
i = 0
foreach j ∈ V

Grad(j) = 0
U = V (Menge der unzugeordneten Verbraucher)
while U 6= ∅

ei = (v1, v2)
if (T ∪ ei 6= Kreis mit |T ∪ ei| < n)

and ((Grad(v1) ≤ 2) and (Grad(v2) ≤ 2))
T = T ∪ ei

U = U\{v1, v2}
Grad(v1) = Grad(v1) + 1
Grad(v2) = Grad(v2) + 1

i = i + 1

Insertion Algorithmen

Die nachfolgenden Algorithmen werden zu einer Klasse zusammengefasst, weil
sie auf dem gleichen Grundprinzip basieren. Es wird von einem Startkreis
ausgegangen und dieser sukzessive, durch Einfügung weiterer Verbraucher, zu
einer kompletten Tour bzw. einem Hamiltonschen Kreis vervollständigt:Alg. A. 7 Algorithmus A.7: General Insertion (TSP)

Eingabe: Verbrauchermenge V = {1, 2, . . . , n}
Kostenmatrix C = (cij), i, j ∈ V
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Ausgabe: Tour T

Schritt 1: Initialisierung:
Wähle Startkreis mit der Knotenmenge T ⊆ V
U = V \T (Restknoten)

Schritt 2: Tourenbildung:
while U 6= ∅

Wähle Knoten v ∈ U
Füge Knoten v in Kreis T ein
U = U\{v}

Der folgende Insertion-Algorithmus fügt den Verbraucher mit dem geringsten
Abstand (Nearest Insertion (NI)) bzw. den mit dem größten Abstand (Farthest
Insertion (FI)) zum bisherigen Kreis hinzu: Alg. A. 8Algorithmus A.8: Nearest/Farthest Insertion (TSP)

Eingabe: Verbrauchermenge V = {1, 2, . . . , n}
Kostenmatrix C = (cij), i, j ∈ V

Ausgabe: Tour T

Schritt 1: Initialisierung:
T = {(p, q), (q, p)} mit min{cpq} (NI) or

T = {(p, q), (q, p)} mit max{cpq} (FI)
U = V \{p, q} (Restknoten)

Schritt 2: Tourenbildung:
while U 6= ∅

v ∈ U und si ∈ V \U mit min{cv, si
} (NI) or

v ∈ U und si ∈ V \U mit max{cv, si
} (FI)

e1 = (r, si) ∈ T (r ist Vorgänger von si)
e2 = (si, t) ∈ T (t ist Nachfolger von si)
if crv + cvsi

− crsi
< csiv + cvt − csit

T = (T \{(r, si)}) ∪ {(r, v)} ∪ {(v, si)} (vor si einfügen)
else

T = (T \{(si, t)}) ∪ {(si, v)} ∪ {(v, t)} (nach si einfügen)
U = U\{v}

Beim Cheapest-Insertion-Algorithmus erfolgt die Einfügung des Verbrauchers,
dessen Hinzunahme die geringsten zusätzlichen Kosten verursacht: Alg. A. 9Algorithmus A.9: Cheapest Insertion (TSP)

Eingabe: Verbrauchermenge V = {1, 2, . . . , n}
Kostenmatrix C = (cij), i, j ∈ V

Ausgabe: Tour T

Schritt 1: Initialisierung:
T = {(p, q), (q, p)} mit min{cpq}
U = V \{p, q} (Restknoten)

Schritt 2: Tourenbildung:
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while U 6= ∅
k = (r, s) ∈ T und v ∈ U mit min{crv + cvs − crs}
T = (T \{(r, s)}) ∪ {(r, v)} ∪ {(v, s)}
U = U\{v}

Die Hinzunahme eines zufällig ausgewählten Verbrauchers wird als Random
Insertion bezeichnet. Der Algorithmus dafür lautet wie folgt:Alg. A. 10 Algorithmus A.10: Random Insertion (TSP)

Eingabe: Verbrauchermenge V = {1, 2, . . . , n}
Kostenmatrix C = (cij), i, j ∈ V

Ausgabe: Tour T

Schritt 1: Initialisierung:
T = {(p, q), (q, p)} mit min{cpq}
U = V \{p, q} (Restknoten)

Schritt 2: Tourenbildung:
while U 6= ∅

v ∈ U zufällig gewählt
k = (r, s) ∈ T mit min{crv + cvs − crs}
T = (T \{(r, s)}) ∪ {(r, v)} ∪ {(v, s)}
U = U\{v}

Die Verfahren Smallest-Summation-Insertion (SSI) und Largest-Summation-
Insertion (LSI) nehmen den Verbraucher zu bisher eingefügten Verbrauchern
hinzu, dessen Summe der Entfernung zu den Knoten im Kreis minimal bzw.
maximal ist:Alg. A. 11 Algorithmus A.11: Smallest/Largest Summation Insertion (TSP)

Eingabe: Verbrauchermenge V = {1, 2, . . . , n}
Kostenmatrix C = (cij), i, j ∈ V

Ausgabe: Tour T

Schritt 1: Initialisierung:
T = {(p, q), (q, p)} mit min{cpq} (SSI) or

T = {(p, q), (q, p)} mit max{cpq} (LSI)
U = V \{p, q} (Restknoten)

Schritt 2: Tourenbildung:
while U 6= ∅

dbest = ∞
foreach w ∈ U

dw =
∑

i∈V \U ciw

if dw < dbest (SSI) or
if dw > dbest (LSI)

dbest = dw

v = w
k = (r, s) ∈ T mit min{cr, v + cv, s − cr, s}
T = (T \{(r, s)}) ∪ {(r, v)} ∪ {(v, s)}
U = U\{v}
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Spannbaum Algorithmen

Die nächsten beiden Algorithmen A.12 und A.13 basieren auf Spannbaum-
Heuristiken und sind wiederum zur Lösung des TSP entwickelt worden. Sollen
sie auf das VRP angewendet werden, so sind im Vorfeld einzelne Verbraucher-
mengen zu bilden, welche die Kapazitäts- und Zeitbedingungen der Transport-
fahrzeuge einhalten. Dafür kann eine beliebige Heuristik verwendet werden. Alg. A. 12Algorithmus A.12: Double Spanning Tree (TSP)

Eingabe: Verbrauchermenge V = {1, 2, . . . , n}
Kostenmatrix C = (cij), i, j ∈ V

Ausgabe: Tour T

Schritt 1: Bestimme minimalen Spannbaum MST nach Prim und Kruskal

Schritt 2: Graph G2 = (V, E2) entsteht aus der Verdoppelung aller Kanten aus MST

Schritt 3: Bestimme Eulertour ET in G2

(ET existiert, falls jede Kante zweimal, Knotengrade gerade)

Schritt 4: Gib ET eine Orientierung

Schritt 5: Bestimme TSP−Tour T aus ET mittels Depth First Search
Wähle beliebigen Knoten vstart ∈ V
p = vstart

T = ∅
U = V \vstart (unmarkierte Knoten)
while U 6= ∅

Gehe von p entlang der Orientierung bis q ∈ U erreicht
T = T ∪ {p, q}
U = U\{q}
p = q

T = T ∪ {(p, vstart)} Alg. A. 13Algorithmus A.13: Christofides-Heuristik (TSP)

Eingabe: Verbrauchermenge V = {1, 2, . . . , n}
Kostenmatrix C = (cij), i, j ∈ V

Ausgabe: Tour T

Schritt 1: Bestimme minimalen Spannbaum MST = (V, EMST ) nach Prim und
Kruskal

S = {v ∈ MST | Grad(v) = ungerade}
Konstruiere Distanzmatrix D für S

Schritt 2: Bestimme perfektes kostenminimales Matching M = (V, EM ) für S
G2 = (V, EMST ∪ EM )

Schritt 3: Bestimme Eulertour ET in G2

Schritt 4: Gib ET eine Orientierung
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Schritt 5: Bestimme TSP−Tour T aus ET nach Depth First Search
(siehe Algorithmus A.12 (Double Spanning Tree))

A.2.2 Eröffnungsverfahren für das VRP

Im nun folgenden Abschnitt werden Lösungsalgorithmen vorgestellt, welche
speziell für das VRP entwickelt wurden. Die Tourenprüfung im Schritt 4 kann
dabei wieder equivalent ersetzt werden (siehe Algorithmen aus Abschnitt
A.2.1).

Savings-Algorithmen

Die Touren der Savings-Verfahren werden so initialisiert, dass zunächst un-
zulässige Touren gebildet werden. Hierzu bekommt jeder einzelne Verbraucher
ein eigenes Transportfahrzeug zugewiesen, so dass eine individuelle Beliefe-
rung der einzelnen Verbraucher erfolgt. Diese einzelnen Touren werden dann
so verbunden, dass die Strecke vom Ende einer Tour zum Anfang einer ande-
ren Tour möglichst kostengünstig zurückgelegt werden kann. Dieser Vorgang
wird dann solange iteriert, bis auf Grund von Kapazitätsverletzungen keine
weiteren Verschmelzungen vorgenommen werden können. Zwei Varianten der
Savings-Verfahren seien hier vorgestellt.

Beim simultanen Saving werden alle Touren gleichzeitig erzeugt:Alg. A. 14 Algorithmus A.14: Simultaner Saving-Algorithmus (nach Clarke und Wright)

Eingabe: Verbrauchermenge V = {0, 1, . . . , n} (0 − Lager)
Verbraucherbedarfsmengen D = {di | i ∈ V }
Kostenmatrix C = (cij), i, j ∈ V
Transportfahrzeugmenge K = {v1, v2, . . . , vk}
maximale Transportfahrzeugkapazität Cmax

Ausgabe: (1) Touren Ti, i = 1, 2, . . . , k
(2) ∄ Lösung

Schritt 1: Berechne Savings-Matrix S = (sij), i, j = 1, 2, . . . , n
for i = 1 to n

sii = 0
for j = i + 1 to n

sij = sji = ci0 + c0j − cij

Schritt 2: Bilde alle Pendeltouren
foreach Verbraucher i ∈ V \{0}

Ti = {(0, i, 0)}
d(Ti) = di

Schritt 3: Bilde Touren
while S 6= (0)
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sij = max{sij | i ∈ Tk1 und i letzter Verbraucher von Tk1 ,
j ∈ Tk2 und j erster Verbraucher von Tk2}

sij = sji = 0 (aus Savings-Matrix streichen)
if (Tk1 6= Tk2)

if (d(Tk1) + d(Tk2) ≤ Cmax)
Tk1 = Tk1\(i, 0) ∪ Tk2\(0, j) ∪ (i, j) (Verschmelze Touren)
d(Tk1) = d(Tk1) + d(Tk2)

Schritt 4: Tourenprüfung
if |T | > |K|

stop ∄ Lösung (zu viele Touren gebildet)

Im Falle des sequentiellen Savings werden die Transporttouren nacheinander
aufgebaut und immer dann mit einer neuen Tour begonnen, wenn die Kapa-
zitätsrestriktionen dies erforderlich machen: Alg. A. 15Algorithmus A.15: Sequentieller Saving-Algorithmus (nach Clarke und Wright)

Eingabe: Verbrauchermenge V = {0, 1, . . . , n} (0 − Lager)
Verbraucherbedarfsmengen D = {di | i ∈ V }
Kostenmatrix C = (cij), i, j ∈ V
Transportfahrzeugmenge K = {v1, v2, . . . , vk}
maximale Transportfahrzeugkapazität Cmax

Ausgabe: (1) Touren Ti, i = 1, 2, . . . , k
(2) ∄ Lösung

Schritt 1: Berechne Savings-Matrix S = sij , i, j = 1, 2, . . . , n
for i = 1 to n

sii = 0
for j = i + 1 to n

sij = sji = ci0 + c0j − cij

Schritt 2: Bilde Touren
i = 1
U = V \{0} (Menge der unbesuchten Verbraucher)
while ∃ max{sjk | j, k ∈ U, |U | > 1, dj + dk ≤ Cmax}

Ti = {(0, j), (j, k), (k, 0)}
sjk = skj = 0 (aus Savings-Matrix streichen)
U = U\{j, k}
d(Ti) = dj + dk

M = U
while M 6= ∅

l = max{sli, slj}, l ∈ M
sjl = slj = 0
skl = slk = 0
M = M\{l}
if d(Ti) + dl < Cmax

if cjl < ckl

Ti = (Ti\{(j, 0)}) ∪ {(j, l)}
else

Ti = (Ti\{(k, 0)}) ∪ {(k, l)}
Ti = Ti ∪ (l, 0)

U = M
i = i + 1

if U 6= ∅
foreach v ∈ U

Ti = {(0, v), (v, 0)}
i = i + 1
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Schritt 4: Tourenprüfung
if |T | > |K|

stop ∄ Lösung (zu viele Touren gebildet)

Geographische Algorithmen

Abschließend seien noch zwei Eröffnungsverfahren für das VRP vorgestellt,
welche die geographischen Koordinaten der Verbraucher mit einbeziehen und
dadurch nicht allgemein auf jedes Tourenbildungsproblem anwendbar sind.Alg. A. 16 Algorithmus A.16: Sweep-Algorithmus (nach Gillett und Miller)

Eingabe: Verbrauchermenge V = {0, 1, . . . , n} (0 − Lager)
Verbraucherkoordinaten XY = {(xi, yi) | i ∈ V }
Verbraucherbedarfsmengen D = {di | i ∈ V }
Kostenmatrix C = (cij), i, j ∈ V
Transportfahrzeugmenge K = {v1, v2, . . . , vk}
maximale Transportfahrzeugkapazität Cmax

Ausgabe: (1) Touren Ti, i = 1, 2, . . . , k
(2) ∄ Lösung

Schritt 1: Initialisierung:
foreach Verbraucher i ∈ V \{0}

Berechne Polarwinkel φ(i) mit Lager als Mittelpunkt

Schritt 2: Sortierung:
Sortiere nach aufsteigenden Polarwinkeln:

S = {v1, v2, . . . , vn | φ(vi) ≤ φ(vj), i < j ∀i, j ∈ V \{0}

Schritt 3: Clusterbildung:
i = 1 (Nummer des Transportfahrzeuges)
U = V \{0} (Menge der unbesuchten Verbraucher)
p = 0 (Gesamtanzahl der Verbrauchermengen)

repeat
Ti = {vp, . . . , vu}, where u ≤ n and

∑u

j=p dvj
≤ Cmax

(Verbraucher dem Transporter i zuweisen)
U = U\Ti

p = p + 1
i = i + 1
if i > k

stop ∄ Lösung
until U = ∅

Schritt 4: Bilde TSP−Routen ∀ Ti, i = 0, 1, . . . , p nach beliebiger HeuristikAlg. A. 17 Algorithmus A.17: Clustering-Algorithmus

Eingabe: Verbrauchermenge V = {0, 1, . . . , n} (0 − Lager)
Verbraucherkoordinaten XY = {(xi, yi) | i ∈ V }
Verbraucherbedarfsmengen D = {di | i ∈ V }
Clusterradius r

Ausgabe: Cluster Ci, i = 1, 2, . . . , m
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U = V \{0} (Menge der unzugeordneten Verbraucher)
i = 1
while U 6= ∅

Wähle Verbraucher j nach beliebiger Heuristik
Ci = {j}
U = U\{j}
M = U
while M 6= ∅

Wähle nach beliebiger Heuristik Verbraucher k, der Cluster Ci am nächsten liegt
M = M\{k}
if (

∑

l∈Ci∪{k} dl ≤ Cmax) and (radius(Ci ∪ {k}) ≤ r)

Ci = Ci ∪ {k}
U = U\{k}

A.2.3 Verbesserungsverfahren für das TSP und VRP

Dieser Abschnitt zeigt, wie mit einer beliebigen Eröffnungsheuristik erzeugte
Touren durch lokale Suche verbessert werden können. Die Algorithmen werden
hier zunächst nur für das TSP vorgestellt. Bei Anwendung auf das VRP
erreichen sie nur eine Verbesserung innnerhalb einzelner Touren (Intrachange).
Um auch einen Austausch von Verbrauchern zwischen zwei oder mehreren
Touren zu ermöglichen (Interchange), müssen sie so modifiziert werden, dass
eine Prüfung auf Verletzung der Zeit- und Kapazitätsbedingungen erfolgt.

r-opt

Beim r-opt-Verfahren werden r Kanten eines Hamiltonschen Kreises gegen r

andere Kanten dann ausgetauscht, wenn dieser Austausch eine kostengünsti-
gere Variante darstellt: Alg. A. 18Algorithmus A.18: r-opt-Verfahren (TSP)

Eingabe: Ausgangstour T = {(v1, v2), (v2, v3), . . . , (vn, v1)}
Anzahl auszutauschender Kanten r
Kostenmatrix C = (cij), i, j ∈ V

Ausgabe: Endtour T

repeat

c(T ) =
∑n−1

i=1 cvi,vi+1 + cvnv1

cbest = c(T )
Z = Menge aller r-elementigen Teilmengen von T
foreach R ∈ Z

S = T \R
foreach Tour Tneu, die S enthält

if (c(Tneu) < cbest) then
cbest = c(Tneu)
Tbest = Tneu

if (cbest < c(T )) then

61



Algorithmen

T = Tneu

until cbest = c(T )

2-opt

Das Verfahren 2-opt betrachtet im Gegensatz zum r-opt-Verfahren nur den
möglichen Austausch von genau zwei unterschiedlichen Kanten:Alg. A. 19 Algorithmus A.19: 2-opt-Verfahren (TSP)

Eingabe: Ausgangstour T = {(v1, v2), (v2, v3), . . . , (vn, v1)}
Kostenmatrix C = (cij), i, j ∈ V

Ausgabe: Endtour T

repeat

c(T ) =
∑n−1

i=1 cvi,vi+1 + cvnv1

cbest = c(T )
foreach Kante ei = (vi, vi+1) ∈ T

foreach Kante fj = (vj , vj+1) ∈ T \{ei}
c(T )neu = c(T ) − cvi,vi+1 − cvj ,vj+1 + cvi,vj+1 + cvj ,vi+1

if (c(T )neu < cbest) then
cbest = c(T )neu

ebest = ei, fbest = fj

wbest = {(vi, vj), (vi+1, vj+1)}
if (cbest < c(T )) then

T = (T \{ebest ∪ fbest}) ∪ wbest

until cbest = c(T )

3-opt

Nachfolgender Algorithmus sucht nach einer besseren Lösung als die Aus-
gangslösung, indem er die Kosten eines Austausches von drei verschiedenen
Kanten eines Hamiltonschen Kreises betrachtet:Alg. A. 20 Algorithmus A.20: 3-opt-Verfahren (TSP)

Eingabe: Ausgangstour T = {(v1, v2), (v2, v3), . . . , (vn, v1)}
Kostenmatrix C = (cij), i, j ∈ V

Ausgabe: Endtour T

repeat

c(T ) =
∑n−1

i=1 cvi,vi+1 + cvnv1

cbest = c(T )
foreach Kante ei = (vi, vi+1) ∈ T

foreach Kante fj = (vj , vj+1) ∈ T \{ei}
foreach Kante gk = (vk, vk+1) ∈ T \{ei ∪ fj}

∆c(T ) = c(T ) − cvi,vi+1 − cvj ,vj+1 − cvk,vk+1

c1(T ) = ∆c(T ) + cvi+1,vj+1 + cvj ,vk+1
+ cvk,vi

c2(T ) = ∆c(T ) + cvi,vj+1 + cvj ,vk
+ cvk+1,vi+1

c3(T ) = ∆c(T ) + cvi,vj
+ cvj+1,vk+1

+ cvk,vi+1

c4(T ) = ∆c(T ) + cvi,vj+1 + cvj ,vk+1
+ cvk,vi+1
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w1 = {(vi, vk), (vj+1, vi+1), (vj , vk+1)}
w2 = {(vi, vj+1), (vk, vj), (vi+1, vk+1)}
w3 = {(vi, vj), (vi+1, vk), (vj+1, vi+1)}
w4 = {(vi, vj+1), (vk, vi+1), (vj , vk+1)}
for typ = 1 to 4

if (ctyp(T ) < cbest) then
cbest = ctyp(T )
ebest = ei, fbest = fj, gbest = gk

wbest = wn

if (cbest < c(T )) then
T = (T \{ebest ∪ fbest ∪ gbest}) ∪ wbest

until cbest = c(T )

variables r-opt

Bei dem von Lin und Kernighan entwickelten Verfahren1 werden sich die Ei-
genschaften der r-opt-Verfahren zu Nutze gemacht und entsprechend erweitert.
Es wird untersucht, ob ein r-opt-Austausch nicht noch durch einen (r+1)-
Austausch verbessert werden könnte: Alg. A. 21Algorithmus A.21: variables r-opt-Verfahren (nach Lin und Kernighan) (TSP)

Eingabe: Ausgangstour T = {(v1, v2), (v2, v3), . . . , (vn, v1)}
Kostenmatrix C = (cij), i, j ∈ V

Ausgabe: Endtour T

foreach (vi, vj) ∈ T : Lösche Markierung von vi

repeat
gainsumbest = 0
i = 1
Schritt 1: Wähle beliebigen, unmarkierten Knoten vk1 mit Kante ei = (vk1 , vk2) ∈ T
Schritt 2: Wähle Kante f1 = (vk2 , vk3) mit g1 = cvk1

,vk2
− cvk2

,vk3
> 0

if ∄ Kante f1
Wähle neuen unmarkierten Knoten vk1

goto Schritt 1
repeat

i = i + 1
Wähle ei und fi, so dass gilt:

(a) ei = (vk2i−1 , vk2i
), wobei

(1) T ′ = {T \{en, ∀ 1 ≤ n ≤ i}} ∪ {fn, ∀ 1 ≤ n ≤ i − 1} ∪ (vk2i
, vk1)

mit T ′ gültige Tour
(2) gainsumi = gainsumi−1 − cvk2i,1

− cvk2i−1,2i

if(gainsumi > gainsumbest)
gainsumbest = gainsumi

Merke diese Lösung T ′

(b) fi mit Ausgangspunkt vk2i
, wobei

(1) gainsumi =
∑

j=1 gi mit gi = cvk2i−1
,vk2i

− cvk2i
,vk2i+1

(2) nach Entfernung von fi ∃ entfernbare Kante ei+1 ∈ T
until (keine weiteren Kanten ei und fi gefunden) or (gainsumi ≤ gainsum∗)
Markiere vk1

if (gainsumbest > 0)
c(T ′) = C(T ) − gainsumbest

T = T ′

1 siehe [LK73]
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until ∀(vi, vj) ∈ T : vi markiert)

Or-opt

Der von Or entwickelte Algorithmus2 betrachtet 1, 2 oder 3 benachbarte Kno-
ten und versucht diese kostengünstiger zwischen zwei andere Knoten des Krei-
ses einzufügen:Alg. A. 22 Algorithmus A.22: Or-opt-Verfahren (nach Or) (TSP)

Eingabe: Ausgangstour T = {(v1, v2), (v2, v3), . . . , (vn, v1)}
Kostenmatrix C = (cij), i, j ∈ V

Ausgabe: Endtour T

Bilde Hamiltonschen Kreis KH aus T :
KH =

⋃

(i, j∈T ) KH(i) = i

repeat
c(KH) =

∑n

i=1 cKH(i), KH(i+1) + cKH(n), KH(1)

cbest = c(KH)
for s = 3 downto 1

for i = 1 to n − s − 1
∆c(KH) = c(KH) − cKH(i),KH (i+1) − cKH(i+s),KH(i+s+1) + cKH (i),KH(i+s+1)

for j = i + s + 1 to n
c(KH)neu = ∆c(KH) + cKH(j),KH(i+1) + cKH(i+s),KH (j+1) − cKH(j),KH (j+1)

if (c(KH)neu < cbest) then
cbest = c(KH)neu

ibest = i, jbest = j, sbest = s
if (cbest < c(KH)) then

Einfügen der Kette {KH(ibest + 1), . . . , KH(ibest + sbest + 1)} nach KH(jbest) in KH

until cbest = c(KH)

Bilde Tour T aus KH :

T = {
⋃n−1

i=1 (KH(i), KH(i + 1))} ∪ (KH(n), KH(1))

A.3 Moderne heuristische Verfahren

Dieser Abschnitt enthält Verfahren, die den so genannten Meta-Heuristiken
zugeordnet werden. Meta-Heuristiken sind allgemein anwendbare Verfahren
um zu Grunde liegende, problemspezifische Heuristiken, wie beispielsweise
die Verbesserungsverfahren des vorigen Unterkapitels, in erfolgsversprechende
Regionen des Suchraumes zu leiten und so lokale Extrempunkte zu verlassen.

2 siehe auch [Or76]
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Algorithmen A.3. Moderne heuristische Verfahren

Simulated Annealing

Das Verfahren des Simulated Annealing akzeptiert mit einer bestimmten Wahr-
scheinlichkeit auch schlechtere Lösungen bei der lokalen Suche. Diese Wahr-
scheinlichkeit nimmt für gewöhnlich im Laufe der Zeit ab: Alg. A. 23Algorithmus A.23: Simulated-Annealing-Verfahren

Eingabe: Ausgangstour T = {(v1, v2), (v2, v3), . . . , (vn, v1)}
Kostenmatrix C = (cij), i, j ∈ V
Zeitvariable θ > 0
Wiederholungsfaktor r > 0
Toleranzbereich ǫ > 0

Ausgabe: Endtour T

repeat
for i = 0 to r

T ′ = gültige Veränderung von T (Nachbarlösung)
if (c(T ′) < c(T ))

T = T ′

else
x = Zufallszahl ∈ R, 0 ≤ x ≤ 1
∆c = |c(T ′) − c(T )|

if (x < e−
∆c
θ )

T = T ′

θ = γθ mit γ = 1 − ǫ
r = αr mit 1 < α < 2

until Abbruchkriterium erfüllt

Tabu Search

Eine weitere Meta-Heuristik ist das Tabu-Search-Verfahren (siehe Algorithmus
A.24), welches sich eine bestimmte Anzahl von Lösungen des bisherigen Such-
prozesses merkt. Die Suche wird dabei wiederum deterministisch geleitet. Es
wird in jedem Schritt die beste benachbarte Lösung angenommen, auch wenn
diese schlechter als die aktuelle ist. Um Zyklen zu vermeiden wird das wieder-
holte Besuchen von Lösungen innerhalb der nächsten t Iterationen verboten. Alg. A. 24Algorithmus A.24: Tabu-Search-Verfahren

Eingabe: Ausgangstour T = {(v1, v2), (v2, v3), . . . , (vn, v1)}
Kostenmatrix C = (cij), i, j ∈ V

Ausgabe: Endtour Tbest

L = ∅ (Tabu−Liste)
Tbest = T

repeat
ende = false
i = 1
TM = ∅ (Menge der betrachteten Nachbarlösungen)
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repeat
T ′

i = gültige Veränderung von T , T ′
i 6= T (Nachbarlösung)

if cT ′

i
< cTbest

ende = true
T ∗ = T ′

i
else

TM = TM ∪ {T ′
i}

i = i + 1
T = T ′

i
if i > rl

ende = true
T ∗ = bestbewertete Tour aus TM

until ende = true
T = T ∗

L = L ∪ {T }
if c(T ) < c(Tbest)

Tbest = T
until Abbruchkriterium erfüllt

Evolutionäre Algorithmen

Evolutionäre Algorithmen arbeiten mit einer Menge von Problemlösungen,
welche individuell zu verbessern sind, sich aber voneinander unterscheiden.
Die beste Lösung aus dieser Mengewird als Ergebnis des nachfolgenden Algo-
rithmuses zurückgegeben:Alg. A. 25 Algorithmus A.25: Grundprinzip evolutionärer Algorithmen

Eingabe: Ausgangstouren T = {Ti = {(v1, v2), (v2, v3), . . . , (vn, v1)},
i = 1, 2, . . . , k, Ti ∩ Tj = ∅, i, j = 1, 2, . . . , k}

Kostenmatrix C = (cij), i, j ∈ V

Ausgabe: Endtour Tbest

P = T (Population)
c = Bewertung(P, C)
repeat

Qs = Selektion(P )
Qr = Rekombination(Qs)
P = Mutation(Qr)
c(TP ) = Bewertung(P, C)

until Abbruchkriterium erfüllt

Tbest = bestbewertete Tour aus P

66



B

B Übersetzungen

Die nachfolgenden Übersetzungen der englischsprachigen Fachbegriffe in die
deutsche Sprache sollen nur zum Verständnis beitragen und nicht als genaues
Übersetzungsschema dienen: Tab. B. 1englischer Fachbegriff und ge-

bräuchliche Abkürzung

sinngemässe deutsche Bedeu-

tung und Abkürzung

Traveling Salesman Problem (TSP) Handelsreisendenproblem (HRP)

Multiple Traveling Salesman Pro-
blem (m-TSP)

Problem des mehrfachen Handelsrei-
senden

Vehicle Routing Problem (VRP) Tourenplanungsproblem (TPP)

Deadline Vehicle Routing Problem
(DVRP)

Tourenplanungsproblem mit Stich-
termin

Time Window Zeitfenster

Vehicle Routing Problem with Time
Windows (VRPTW)

Tourenplanungsproblem mit Zeit-
fenstern

Single Depot Vehicle Routing Pro-
blem (SDVRP)

Tourenplanungsproblem mit ei-
nem einzelnen zentralen Lager
(entspricht VRP)

Multi Depot Vehicle Routing Pro-
blem (MDVRP)

Tourenplanungsproblem mit mehre-
ren Lagern

Vehicle Routing Problem with Back-
hauls (VRPB)

Tourenplanungsproblem mit Aufla-
depunkten

Improvement Heuristic Verbesserungsverfahren

Combinatorial Optimization Pro-
blem (COP)

Kombinatorisches Optimierungspro-
blem (KOP)

Shortest Path Problem (SPP) Problem des kürzesten Weges

Tabelle B.1: deutschsprachige Übersetzungen für englische Fachbegriffe (Teil 1)
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Tab. B. 2 englischer Fachbegriff und ge-

bräuchliche Abkürzung

sinngemässe deutsche Bedeu-

tung und Abkürzung

Linear Programming (LP) Lineare Programmierung

Integer Programming (IP) Ganzzahlige Programmierung

Integer Linear Programming (ILP) Ganzzahlige lineare Programmie-
rung

Dynamic Programming Dynamische Programmierung

Dynamic Optimization Dynamische Optimierung

Dekomposition Zerlegung

Branch and Bound (BnB) Verzweigen und Begrenzen

Branch and Cut (BnC) Verzweigen und Abschneiden

Divide-and-Conquer Teile und Herrsche

Set Partitioning Problem Mengenbildungsproblem

Matching Anpassung

Polyhedral Combinatorics Vielflächige Kombinatorik

Lagrange Penalties Lagrange-Strafen

Relaxation Lockerung, Aufweichung der Gren-
zen

Saving Ersparnis

Backhaul Saving Ersparnis für Rückgabe

Load-Based-Insertion Einfügung in Abhängigkeit der ver-
bleibenden Transportmenge

Backhaul Saving Ersparnis für Rückgabe

Load-Based-Insertion Einfügung in Abhängigkeit der ver-
bleibenden Transportmenge

Stop-Based-Insertion Einfügung in Abhängigkeit der ver-
bleibenden Verbraucher

Spacefilling-Curves Raumfüllende Kurven

Sweep Auskehren

Tabelle B.2: deutschsprachige Übersetzungen für englische Fachbegriffe (Teil 2)
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Übersetzungen

Tab. B. 3englischer Fachbegriff und ge-

bräuchliche Abkürzung

sinngemässe deutsche Bedeu-

tung und Abkürzung

Tabu Search Tabu-Suche

Simulated Annealing Simuliertes Ausglühen

Tabelle B.3: deutschsprachige Übersetzungen für englische Fachbegriffe (Teil 3)
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CSR-06-04 Michael Kämpf, Probleme der Tourenbildung, Mai 2006, Chemnitz





Chemnitzer Informatik-Berichte
ISSN 0947-5125

Herausgeber: Fakultät für Informatik, TU Chemnitz

Straße der Nationen 62, D-09111 Chemnitz


