Ubung 9

Beispiel zu HMM
02.02.12



HMM 1

far (b,e,e,re)

3 Zustande 3 Beobachtungen b,e,r

1 0.1 09 0 08 01 0.1
e, =0 A=l 0 02 08 B,=|01 08 0.1
0 0 0 1 0 06 04



(b,e,e,re) ber
01 09 O 08 0.1 0.1
A=0 02 08 B,=/01 08 0.1
0O O 1 0O 06 04
bl 1%
j/ eier‘e)
0.8 0.1/ 0.1
B,=/01 08 01
0 0.6" 04

kein b



HMM 2

fiir (reb.e)
3 Zustande 3 Beobachtungen b, e, r
0.5 0.1 08 0.1 0.1 0.1 0.8
e,=|0.5 A,=| 0 01 09 B,={01 08 0.1

0 0O 0 1 05 05 O



HMM 2

(r,e,b,e) / ber
0.5 0.1 0.8 0.1 0.1 0.1 0.8
e, =| 05 A= 0 01 09 B,=|0.1 08 0.1
0 0 0 1 05 05 O
eb
(r.e.b;e)
0.1 1 0.8
B,=| 0.1 /08 0.1
05705 O

keinr



Beobachtungen

o' =(r,e,Db,e)
0°=(b,e,e,r,e)
0° =(r,e,e,b,e)

0*=(b,e,r,e)



Auftrittswahr. fir Beobachtung 1

o' =(r,e,Db,e)

" (b,e,e,r,e)
p(0* | @/
/’ (r,e,b,e)
p(o | 4,

In beiden Fallen wollen wir zum Zeitpunkt 4 im Endzustand 3 sein.

Wir erwarten: p(O1 | ﬂz) > p(Ol | ﬂ’l)



Summierung Uber alle moglichen
Zustandsfolgen — HMM1

1 ber
o =(r,eDb,e
( ) ///
1 01 09 O 0.8 0.1 0.1
e,=|0 A=/ 0 02 08 B,=|01 08 0.1
0 0 0 1 0O 06 04

P(O |ﬂ’1) Zeslbslolnanls S,0,

seS’T

Mogliche Zustandsfolgen: st =(112,3) s*=(12,2,3)
n |Cht (1111111) (111111 2) (1115 21 2)

(1,2,3,3) Ist nicht moglich (Zustand 3 kann kein b ausgeben)



Summierung Uber alle moglichen
Zustandsfolgen — HMM1

o' =(r,e,b,e) ber

Y
1 01 09 O 0.8 0.1 0.1
e, =| 0 A=| 0 02 08 B,=|01 08 0.1
0 0 0 1 O 06 04
: st =(112,3)

P(o! — Ze b Ha b Bhaat
( |ﬂ’1) e S; ~S,0; L ] Sn1Sn = Sp0p $2 = (1.2,2.3)

= [1-0.1][0.1-0.1][0.9-0.1][0.8-0.6] +[1-0.1][0.9- 0.8][0.2-0.1][0.8- 0.6]

=4.32-10°+6.91-10*=7.34-10"

P(o'|4)=7.34-10"*




Berechnung mit

Vorwartsalgorithmus
1_ ber
o =(r,eDb,e) e,
1 01 09 O 0.8 0.1 0.1
el[O] Al[O 0.2 0.8} 81[0.1 0.8 0.1}
0 0O 0 1 0 06 04

. . 3
Al =104=01 @@=al@=0 "y @)=, Ya)a

j=1
a,()=0.1-(0.1-0.1)=0.001  ,(1)=0.8-(0.001-0.1+0.072-0) =8-10°°
0,(2)=08-(0.1.09)=0072  @(2)=0.1:(0.001:0.9+0.072-0.2) = 0.00153

,(3)=0.6-(0.1-0)=0 a,(3)=0-(--)=0

a,(3)=0.6-(a;(1)-0+,(2)-0.8+,(3)-1)=7.34-10""



Berechnung mit
Vorwartsalgorithmus

a,1)=0.1-(a;(1)-0.1+ ,(2) - 0+ ¢, (3) - 0) =8-10°'

,(2) =0.8-(2y(1) - 0.9+, (2)- 0.2+ 2,(3)-0.8) =... > 0



Optimale Folge — Viterbi Alg.

gt oS
HMM,
a,(1)=1-0.1=0.1

a,(2) =0.1-(0.001-0.9+0.072-0.2) = 0.00153
a,(1)=0.1-(0.1-0.1) = 0.001

1 . 5 a4 y
o,(2)=08-(01-0.9)=0072 PO [4)=432:10"+6.91.10" =7.34.10



Optimale Folge

(b,e,e,re) ber

Y
0.8 0.1 0.1
81[0.1 0.8 0.1}

0O 06 04

o' =(r,e,Db,e)
01 09 O

0O 0 1
Optimale Folge: 1223

o O -



Summierung Uber alle moglichen
Zustandsfolgen — HMM?2

1 ber
o =(r,eDb,e
0.5 01 08 0.1 01 0.1 0.8
e,=|05 A,=| 0 01 09 B,=|01 08 0.1
0 0 0 1 05 05 0

P(O |/12) Zeslbslolnanls S,0;,

seST
Mégliche Zustandsfolgen: " =(1113) s°=(@1123) s°=(12,23)
$'=(2223) $£=(1133) s°=(1233) s =(2233)

$£=(1333) s°=(2333)



Summierung Uber alle moglichen
Zustandsfolgen — HMM?2

p2(01,q1]A2) =0.5-0.8-0.1-0.1-0.1-0.1-0.1-0.5=2-10"°

p2(01,q2]A2) =0.5-0.8-0.1-0.1-0.8-0.1-0.9-0.5 = 1.44- 107

q2=(51:51.52.53)

A)=05-08-0.8-0.8-0.1-0.1-0.9-0.5=1.15- 10~3

p2(01,q3

(I 3 :{"‘ 1 t"lg t"’lg t"’l_"! b

p2(01,q4]42) =0.5-0.1-0.1-0.8-0.1-0.1-0.9-0.5=1.8-107°

q4=(52,52,52,53)
p2(01,q5)A2) =0.5-0.8-0.1-0.1-0.1-0.5-1-0.5=1-10"%
qs=(s TI 53,53)

p2(01,q6|42) =0.5-0.8-0.8-0.8-0.9:0.5-1-0.5=5.76-10""

Q6=(51,52.53,83)

p2(01,q7|142) =0.5-0.1-0.1-0.8-0.9-0.5-1-0.5=9-10""

q7=(52,52,53,53)

p2(01,qs/A2) =0.5-0.8-0.1-0.5-1-0.5-1-0.5=5-10""

q3=(51,53,53,53)

p2(01,q9]A2) =0.5-0.1-0.9-0.5-1-0.5-1-0.5=5.63-107°

qo=(52,53,53,53)

P(0'| 4,)=7.05-107




2(2) =[o (1)-0.8+04(2)-0.11-0.8=2.6-10""

Berechnung mit
Vorwartsalgorithmus

1

o =(r,e,b,e) /}e/r
0.5 01 08 0.1 01 01 08

e,=|05 A,=| 0 01 09 B,=|01 08 0.1
0 0 0 1 05 05 0

2(3) = [0 (1) 0.1+ 1 (2) -0.9]-0.5 = 4.25 - 1072 P(0"| 4,) = 7.05-10~

)=o0n(1)-0.1-0.1 =4.107
[ )-0.11-0.1=2.92.107"

3(3) =[oa(1)-0.1402(2) - 0.9+ ar(3)] - 0.5=1.38- 10"
[ )-0.9403(3)]-0.5=7.05-10""2



Optimale Folge — Viterbi Alg.




Optimale Folge

1
0 = r’e,b’e (r,e,b,e) ber
0.5 01 08 01 01 0.1 038
e,=|0.5 A,=| 0 01 09 B,=/01 08 0.1
0 0 0 1 05 05 0

Optimale Folge: 1233



Vergleich

o' =(r,e,Db,e)

" (b,e,e,r,e)
p(0* | @/
/’ (r,e,b,e)
p(o | 4,

P(o'|4)=7.34-10"" P(0'|4,)=7.05-10""

p(o" | 4,) > p(0 | 4,)



Bemerkung

o' =(r,e,Db,e) P(0!| 4,) = 7.05-1072

Warum benutzt man kein HMM fiir die Klasse K = (r, e, b, e)

mt  P(k|4,)=P(0"[4,)=1

Alle anderen Beobachtungen treten dann mit Wahrscheinlichkeit O auf, z.B auch:
3
0’ =(r,e,e,b,e)

Fur die Klassifikation nicht glinstig.



Auftrittswahr. fir Beobachtung 2

0’ =(b,e,er,e)

" (b,e,e,r,e)
p(0?) ﬂﬁ/
/’ (r,e,b,e)
p(0* | 4,

In beiden Fallen wollen wir zum Zeitpunkt 5 im Endzustand 3 sein.

Wir erwarten: p(02 |/12) < p(02 |/7~1)



Berechnung mit
Vorwartsalgorithmus

2 ber
= (b,e,e,r,e)
1 01 09 O 08‘{1/0{
e,=|0 A =0 02 038 B,=/01 08 01
0 0 0 1 0 06 04
o (1)=1-0.8=0.8
ar(1)=0a(1)-0.1-0.1=8-10""
o (2)=0a(1)-0.9-0.8=5.76-10""
os3(1)=o0n(1)-0.1-0.1 =8-107°
o5 (2) = [0a(1) - 0.9 4 e (2) - 0.2] - 0.8 = 9.79 - 102 p(02 |ﬂ1)
o (3) = 0(2)-0.8-0.6 =2.76- 107"
as(1)=a3(1)-0.1-0.1 =8-10""7
04(2) = [03(1)- 0.9+ a3(2)-0.2]- 0.1 = 1.97 - 10~
o (3) = [3(2) 0.8+ 3(3)] - 0.4 = 1.42- 10
05(3) = [e4(2) - 0.8+ 4 (3)] - 0.6 = 8.61 - 1072




Berechnung mit
Vorwartsalgorithmus

*=(b,e,e,r,e) /}e/f
0.5 0.1 08 0.1 0.1 0.1 038
e,=0.5 A,={ 0 01 09 B,=/01 08 0.1
0 O 0 1 05 05 O
a1(1)=0.5-0.1=5-10""
a1(2)=0.5-0.1=5-10"2
ar(1)=04(1)-0.1-0.1=5-10"*
o (2)=[oy(1)-0.84a(2)-0.11-0.8 =3.6-1072
a(3) = { ar(1)-0.14 0 (2)- 091-0.5:2.5-10—2 p(02 |2vz)
o3(1) =0op(1)-0.1-0.1=5-10"°
o3(2) = [on(1)- 0.8+ 02(2)-0.1]-0.8 =3.2-107°
a3(3) =[oa(1)-0.14+0p(2) - ()L)+oc( )]-0.5=2.87-1072
as(1) = o3(1)-0.1-0.8=4-107"7
as(2) = [a3(1) - 0.8+ 3(2) - 0.1]- 0.1 = 3.24- 1077
as(3) = [oy(1)-0.14+04(2)-0.9]-0.5=1.46-107°



Vergleich

0’ =(b,e,er,e)

" (b,e,e,r,e)
p(0?) ﬂa/
/’ (r,e,b,e)
p(0* | 4,

P(0%| 4,)=8.61-107 P(0%| 4,)=1.46-10"°

p(0” | 4,) < p(0* | 4,)



Viterbi — Algorithmus HMM1




Optimale Folge

(b,e,e,re) ber

Y

08 01 0.1
B,=/01 08 0.1

0’ =(b,e,er,e)
01 09 O

0O 0 1
Optimale Folge: 12333

o O -

0O 06 04



Viterbi — Algorithmus HMM?2




Optimale Folge

2
0° = b’e,e’r’e (r,e,b,e) ber
0.5 01 08 01 01 0.1 038
e,=|0.5 A,=| 0 01 09 B,=/01 08 0.1
0 0 0 1 05 05 0

Optimale Folge: 12223



Beobachtung 3

0° =(r,e,e,b,e)

" (b,e,e,r,e)

p(0’| 4,

/’ (r,e,b,e)
p(o”| 4,

esser

p(0°]4,)=1.18-10""
p(0®| A,) =4.00-10""




Vorwartsalgorithmus — HMM 1

o (1)=1-0.1=0.1

(1) =0y(1)-0.1-0.1=1-10""
n(2)=04(1)-0.9-08=7.2-10"2
oa3(1)=0n(1)-0.1-0.1=1-10"°

o3(2) = [o(1)- 0.9+ 0(2)-0.2]-0.8 = 1.22- 1072
o3(3) = 0p(2)-0.8-0.6 =3.46-10772
os(1)=0a3(1)-0.1-08=8-10""

o4(2) = [03(1)- 0.9+ 03(2) - 0.2] - 01—2.46-10—4
as5(3) = ay(2)-0.8-0.6 =1.18- 1074

p(0°]4,)=1.18-10""



Vorwartsalgorithmus — HMM 2

a1 (1)=0.5-0.8=0.4
@(2)=0.5-0.1=5-10"*
(1) =a(1)-0.1-0.1 =4-107°
o (2) =[og(1)-0.840(2)-0.1]-0.8 =2.6-107"
o (3) =[og(1)-0.140(2)-0.9]-0.5=4.25-10">
o3(1) = (1)-0.1-0.1=4-107°
o3(2) = [0n(1)-0.84+ax(2)-0.1]-0.8 =2.34. 1072
o3(3) =[aa(1)-0.140(2)- 0.9+ (3)] - 0.5=1.38 - 10"
os4(1) =03(1)-0.1-0.1 =4-1077
os(2) = [e3(1)-0.8403(2)-0.1]-0.1 =2.37-107*
os(3) =[e3(1)-0.1403(2)- 0.9+ a3(3)] - 0.5=7.97- 102
os5(3) = [o(1)-0.1404(2) - 0.9 + 014 (3)] - 0.5 = 4.00- 1072

p(0°|A,)=4.00-10""



Viterbl — HMM 1




Optimale Folge

(b,e,e,re) ber

Y

08 0.1 0.1
B,=[01 08 0.1

0’ =(r,e,e,b,e)
01 09 O

0O 0 1
Optimale Folge: 12223

o O -

0O 06 04



Viterbl — HMM 2

39107
lel E

44107 4.010°°
4.0-1Q5="3210"

4.010°¢

1




Optimale Folge

3 b,e ber
0° =(r,e,ebh,e felae
0.5 0.1 0.8 0.1 0.1 0.1 0.8
e, =| 0.5 A,=| 0 01 09 B,=[01 08 0.1
0 0 0 1 05 05 O

Optimale Folge: 12333



Beobachtu

0*=(b,e,r,e)

(0" ma/

besser

p(o”| 4,

p(0*|1,)=1.16-10"
p(o*|4,)=1.82-10""

ng 4

" (b,e,er,e)

r (r,e,b,e)




Vorwartsalgorithmus — HMM 1

a1 (1)=1-0.8=0.8

(1) =04(1)-0.1-0.1 =8-107"

o (2)=0a;(1)-0.9-0.8 =5.76-10""
oaz3(1)=a(1)-0.1-0.1 =8-107°

o3(2) =[0p(1)- 0.9+ (2)-0.2]-0.1 =1.22- 1072
o3(3) =ar(2)-0.8-0.4=1.84-10""

ou(3) =[a3(2)-0.8+a3(3)]-0.6=1.16-10""

p(0*|4,)=1.16-10"



Vorwartsalgorithmus — HMM 2

o (1)=0.5-0.1=5-10"2

0 (2)=0.5-0.1=5-10"7

(1) =a(1)-0.1-0.1=5-10"*

o (2) =[ou(1)-0.84 e (2)-0.1]-0.8 =3.6- 107
ar(3) =[ou(1)-0.1+ e (2)-0.9]-0.5=25-10""
oz(1) =0or(1)-0.1-0.8=4-107°

o3(2) = [n(1) - 0.8+ 0(2) - 0.1]-0.1 =4- 107"
a4(3) = [o5(1) - 0.1+ 05(2) -0.9]-0.5 = 1.82- 10~

p(o*|4,)=1.82-10"



Viterbl — HMM 1




Optimale Folge

(b,e,e,re) ber

Y
0.8 0.1 0.1
81[0.1 0.8 0.1}

0O 06 04

0*=(b,e,r,e)
01 09 O

0O 0 1
Optimale Folge: 1233

o O -



Viterbl — HMM 2




Optimale Folge

4

0" = b’e, r,e (r,e,b,e) ber
0.5 01 08 01 01 0.1 038

e,=|0.5 A,=| 0 01 09 B,=/01 08 0.1
0 0 0 1 05 05 0

Optimale Folge: 1223



Alle Ergebnisse

HMM 1 HMM 2

(b,e,e,r,e) (r,e,b,e)

P(o'|4,)=7.34-10""

P(0°

3

p(o
p(o

4

2,)=8.61-10"
A4,)=1.18-10""
4)=1.16-10"

o' =(r,e,b,e)
2 =(b,e,e,r,e)
3 =(r,e,e,b,e)
4 =(b,e,r,e)
P(0']4,) =7.05-10"
P(0%[4,)=1.46-10"°
p(0°|4,)=4.00-10""

p(o*|1,)=1.82-10"




Quelle

* Schenk, J.;Rigoll, G.:
Mensch — Maschine — Kommunikation
Springer, 2010
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