Ubung 3 — Globale
Operationen



Aufgabe 1

i=+/-1

Z%é;v U=0,..,1 -1 v=0,.,
B(u,v) —| e I J
/ S i=0,.,1-1 j=0,.,

|

Basismatrizen

Zeigen Sie: | =J=4 == B(@i, )" efl-1i-i}



Aufgabe 1

1 falls u+jv=0mod4
T ... | falls 1w+ jv=1mod4
cos| =(iu+ jv) [+i-sin| =(iu+ jv)|=+ o
2 2 -1 falls u+jv=2mod4
—i falls iu+jv=3mod4




Aufgabe 2

Berechnen Sie: B(0.0)
B(O,l)
B(l’l)

B(Z’Z)



Aufgabe 2

B _ (e;[i(iuﬂ'v)j

1 falls
Ziliu+iv) | falls
e =
-1 falls
—1 falls
B0 => iu+vj=0

u=0,.,3, v=0,.,3
i=0,.,3 j=0,.,3

U+ Jv=0mod4

U+ Jv=1mod4

U+ Jv=2mod4

U+ Jv=3mod4

—

B(O’O) _

\\

N

N

N A T

e

N



TT./. . .. .
B(U'V) _ [ezl(lqu)J ezl(lu+JV) _,

B (0,1)

B (11

—>

—>

Aufgabe 2

IU+V] =]

IU+V] =1+ ]

1

—>

—>

falls 1u+jv=0mod4
falls 1u+jv=1mod4
falls iu+jv=2mod4
falls 1u+jv=3mod4

B 1) _

B(O’l) _

1

i -1 —i)
I -1 —i




Aufgabe

1 falls

Tl i Zi(iu+ jv [ falls
uy) 2I(IU+]V) e2( j ): [
B™ = [e 1-1 falls

B(Z’Z)

—>

—i falls

iu+vj=2(i+j) => B

2

iU+ jJv=0mod4
iU+ Jv=1mod4
iU+ jv=2mod4
U+ jv=3mod4

(22) _

1 -1
-1 1
1 -1

-1 1

1 -1
-1 1
1 -1
-1 1




Aufgabe 3

|l=J=4
Uberprufen Sie: <B(1’1), B(1’1)> _1
<B(1’1), 5(2,2)> ~0
1 1131
(S, >:ﬁ ZS )t )
1=0 j=

| |

Skalarprodukt konjugiert komplexe Zahl



(S,T)= s@i, )-t*@,j) gay_| ' “1 -1 1
I-J % 7% P

-1 1 1 -1

<B(1’1), B(l’l)>:i23:ib(i, j)(l’l) -(b(i, j)(l,l))*

1 o . 1
B BN = — (1 +i- (=) +1+(=1)-i+..)=—(4+4+4+4)=1
< )= 1 Wi (D) 414 (i) i) == )




l-J i=0 j=0
1 1 -1 -i 1 -1 1 -1
5@ _ I -1 -1 1 52 _ -1 1 -1 1
-1 -1 1 I 1 -1 1 -1
-1 1 1 -1 -1 1 -1 1

(BMD, B = iii:b(i, D (bodi, )2 )

(B*9,B%?) :%[(14 “1+0)+ (i -1+ +D) + (“1+i+1-i) + (i +1-i-D)]=0



Aufgabe 3 — allgemeln

0 u,v,) = (Uu,,Vv
<B(U1’V1),B(U2,V2)>:{ fa”S( 1 1) ( 2 2)
1 (Uy,vy) = (Uy,Vvy)



Aufgabe 4

e A
N
e N

Berechnen Sie die Fouriertransformation:;

F=FT(S)=(f(u,v)) u=0,..,3, v=0,.,



Aufgabe 4
S =(s(i, j)) F=(f(uv)

f(u,v)=(S,B“) = %IHIS J)-e_m(%%j
=0 j=0

-1 J-1 -(ﬂ+ﬂj

s(i, )=> > f(u,v)-e

u=0 v=0

inverse FT



1
1
S —
1
1

f(u) = (5,09 = (B0 B(“’V)>:{

SN

1
1
1
1

1
1
1
1

e

Aufgabe 4

_ B(O,O)

o O O O

o O O O

o O O O

1 falls
0 sonst

U

v=_0



Aufgabe 5

o O o -

o O O O

o O O O

o O O O
o

o O +— O

Berechnen Sie die Fouriertransformationen:

R =FT(S,) = (1,(u,v)) F, =FT(S;) = (1,(u,v))
u=0,..,3, v=0,..,3

Welche Eigenschaft haben die beiden FT gemeinsam?

o O O O

o O O O




10 0 0
00 0 0
10 0 0 0
000 0

Aufgabe 5

f(u,v) =(S,,B“") =

1

1
1
1
1

e

e N N T

L fooore))

1
1
1
1

1

16

1
D=7



Aufgabe 5

0 0 0O
01 00 Zi(u+v)
S, — (Uv) _ a2
N b(L1) = ¢
0 0 0O

/]

Uy 1 o 1 ——l(u+v) 1 —l( Uu+-v)
00 =(5.8") = b b T J= e+ = e
1 -1 -1 i
-1 =1 i 1
—> S
16(-1 1 1 I
1 -1 -1




Aufgabe 5

0 0 0O
0 1 00
0 0 0O
0 0 0O

Verschiebung

1 0 0 O

0 0 0O

0 0 0O

0 0 0O

1111

1111

11111
16|11 1 1

1

F

1
16

‘fl(U,V)‘ — ‘ fZ(U,V)‘

Es qilt:



Aufgabe 6

w

I
O N O DN
N O N O
O N O DN
N O N O

Berechnen Sie die Fouriertransformation:;

F=FT(S)=(f(u,v)) u=0,..,3, v=0,.,



Aufgabe 6

O N O N
N O NN O
O N O N
N O NN O

S = B(O’O) + B(2,2)

f,(u,v) = <B(O’O)’ B(U,V)> _ {

1
1
1
1

1
1
1
1

_— =R = =

1 falls
0 sonst

1)

u=yVv

1 -1 1 -1

_1 1

_1 1

1 -1 1 -1

-1 1

=0

-1 1

OO O O -

FT(S) = FT(B(O,O)) n FT(B(Z,Z)) _ Fl N F2




Aufgabe 6

FT(S) = FT(B(O,O)) n FT(B(Z,Z)) _ Fl N F2

1 falls u=v=2

f,(u,v) = <B(2’2), B(U,V)> _ {

0 sonst

O O O o
o O O O
o L O O
o O O O




Aufgabe 6

F+F,

FT(S)=FT(B®”)+FT(B®*?)

0O 0 0O
0O 0 0O
0 010
0O 0 0O

o o o O

;/

o o o O

1 O O O

2 0 2 0
0 2 0 2
2 0 2 0
0 2 0 2

1 0 0/0
0 0 0/0
0 010

0O 0 0O

=K +F =

FT(S)

—>



( h
4 000 0
0 10 0
F:
000 0
0 0 0 0

Berechnen Sie die inverse Fouriertransformation:

S =FT*(F) = (s, j)) i=0,..,3 j=0,.,



()
o o —, O

s(, J) =1

siehe Aufgabe 2

—>

Aufgabe 7

S=B" =

-1 J-1 2m(
> > f(uv)-e
u=0 v=0
::eaiﬁ+n
1 I -1 -
I -1 -1 1
-1 -1 1 i
-1 1 T




Aufgabe 8

N N NN
O O O O
I
N
O O O O

Berechnen Sie die Fouriertransformation:;

F=FT(S)=(f(u,v)) u=0,..,3, v=0,..,



S = _ |, -
2 0 -2 0 1 i =1 —i 1 _i

FT(S) = FT(B(O,].)) + FT(B(O,3)) _ Fl + FZ

1 falls u=0,v=1
0 sonst

f,(u,v) = <B(O’1)’ B(U,V)> :{

= B(O’l) 4+ B(0,3)

(Aufgabe 2)

o O O -



Aufgabe 8

FT(S) = FT(BY)+ FT(B®¥) = F, + F,

1 falls u=0,v=3
0 sonst

f,(u,v)= <|3(0,3)’ B(U,v)> _ {

OO O O -




Aufgabe 8

“)=FK+F,
0 0 01
0 00O
0 0 0O
0 0 0O

B(O 3)
2/

N _I_I
_I
LL
I_I
—~~ \v
o
m.m o O O O
m'm\ O O o o
_I
LL — O O O
__ OO O O O
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N N NN

[ N

O O O o

N N NN

_/

0 1 01

0O 0 0O
0O 0 0O

0 00O

=K +F =

FT(S)

—>



Aufgabe 9

-2 4 2 0 -2
2 0 -2 0
S =
0 -2 -4 -2
2 0 -2 0

Berechnen Sie die Fouriertransformation:;

F=FT(S)=(f(u,v)) u=0,..,3, v=0,..,



Aufgabe 9

0
—2

-2 -2

—2

2 0 -2 0
2 0
2 0
2 0

-2 0

-2 0
—2

0

—2

0
-2

~2
—4
2

—2

0

0

-1 -1 -1 -1

_|_

-1 -1 -1 -1

_I_

-1 i

1 —i

-1 i

1 —i

_|_

I -1 —i

1

-1 —i

-1 —i

-1 —i

1

(B(O’l) 4 B(O’3))+(B(1’O) 4 B(3’O))

g —



Aufgabe 9

S=(B®Y +B“)+(B"” + B®?Y)
FT(S)=FT(B®Y +B®?)+FT(BY” + B®?)

T
0 1 0
1 0 O

0 0 070
10 0 0,

FT(S) =




Aufgabe 10

S=(s(i, J) s(,])-reell

Zeige:

f(u,v) = f(-u,—v)



Aufgabe 10

* 1 * 2?1'3(—u+j'—)
Fu) = 1 303 8 g) -
L-J =0 j=0
I-1J-1
1 o —2?1'( |’—‘|+3|’—‘|) 1
fl—u,—v) = —Z s(i,7)e I T ) = ——
I-J & [-J




Aufgabe 11

S=(s(1, J)) s(1,J)-imaginar

Zeige:

f (—u,~v)=—f(u,v)



Aufgabe 11
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Aufgabe 12

Berechnen Sie die Fouriertransformation einer Basismatrix:

B@P 0<a<l 0<b<lJ



Aufgabe 12

F=FT(B®")=(f(u,v))

1 falls u=a,v=D
0 sonst

f(u,v)=(B®",B"") :{



Aufgabe 13

Zeigen Sie, dass die Basismatrizen

BUY 0O<u<l 0<v<lJ

linear unabhangig und orthonormoiert sind.



Aufgabe 14

siehe Buch



Aufgabe 15 — Faltungssatz

1 0 0O 1111

0O 0 0O 1111
Sl - S =

0O 0 0O 1111

0O 00O 1111

Uberpriife:

FT(Sl * Sz) — FT(Sl) ’ FT(Sz)



Aufgabe 15

FT(S,)-FT(S,)

1111
1111

FT(S,*S,)

1 00O

S, *S,

G

1111

1111
111 111

1111

16|11 1 1 1

G=5,*S,



Aufgabe 15
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Aufgabe 16

N

e e
e
O N O N
N O N O
O N O N
N O N O

-

J

Berechnen Sie mit Hilfe der schnellen Fouriertransformation (FFT):

F =FT(S,) =(f,(u,v)) u=0,..,3, v=0,..3

F, = FT(Sz) — (fz (u,v))



Schnelle Fouriertransformation —
FFT

.k't 2

N -1 2 2
fk)=Y g(t)-e N N=2" , —¢©
t=0

f(K) = f, (k) + W, £, (K) (N

N N N
f (k) = fl(k—7j+WNkf2(k—7j —-l<k<N-1




N=4

f (k)= f,(k)+W,)f, (K) k<%:2, k=01

N
N jck<N-1
(k) = f,(k—2)< W), (k —2) 2

k=23



N=4

Ny

f,(K) = 3 9(20- Wi = > g(20) W
f,(0) = Z g(2t) 'Wzt.o =9(0)+9(2)

fl (1) — Z g (Zt) '\Nzt.1 =0 (O) -0 (2)

Ny

2 1
f, (k)= Z g(2t+1) WY = Z g(2t +1)-W,*
t=0 )

2 t=0

f,(0) = Z g(2t+1)-W,° =g(1)+9(3)

f,(1) = Z g(2t+1)-W," =g(1)-9g(3)



f (k) — fl(k) +W4k fz (k)

N

=4

f(k)=f(k=2)+W;f,(k-2)

k=01 k=23
W, P S
f(0)=f,(0)+ f,(0) = g(0) + g(2) + 9 (1) + 9 (3) Wi
FQ)=f,Q+W, ) =9(0)-9()-i(g@®)-9(3)) W, =i

f(2)=1,(0)+W, f,(0)=g(0)+9(2) - 9(1) - 9(3)

()= M) +W, - f,(1)=9(0)-9(2) +i(g(1) - 9(3))



Aufgabe 16

f(0)=9(0)+9(2)+9@D+9(@3)
f(@)=9(0)-9(2)-i(g@)-9(3))

1(2)=9(0)+9(2)-g(@)-9(3)

1(3)=9(0)-9(2)+1(g(1)-9(@d))

1 000
0 0 0O
0 0 0O
0 0 0O

16 0 0 O

0O 0 0 O

4 0 0 O

4 0 0 O

1111
1111
1111
1111

Division durch 16

Spalten

Zeilen

1 000
0 0 0O
0 010

0 0 0O

—

o o o o
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o o 4 O
o o o o
(@)

— © O O
o o o o
R
o o o O
< 3T <
O N O «
N O N O
O N O «
N O N O
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