Seminar "Mathematik fiir Chemiker’

3.Ubung: Wahrscheinlichkeitsrechnung und Verteilungen

Aufgabe 1: Kombinatorik

a) Ein Spinorbital ist eine 1-Elektronen-Wellenfunktion mit einem von 2 méglichen Spins und kann
mit maximal einem Elektron besetzt werden. Wie viele Mdoglichkeiten gibt es, N Elektronen auf N
Spinorbitale zu verteilen, wenn es relevant (Fall I) bzw. nicht relevant (Fall II) ist, welches Elektron

welches Orbital besetzt?

b) Wie viele Moglichkeiten gibt es, K Elektronen auf N Spinorbitale (K<N) zu verteilen, wenn es

relevant (Fall I) bzw. nicht relevant (Fall II) ist, welches Elektron welches Orbital besetzt?

c¢) Fiir ein ideales Gas betrachtet man die Anzahl der Mdoglichkeiten fiir die Verteilung von K Gas-
teilchen auf N Volumenelemente, wobei in jedem Volumenelement auch mehrere Gasteilchen ’sitzen’

diirfen. Wie grof} ist diese Anzahl?

Aufgabe 2: Verteilungen von Molmassen bei der Polymerisation

Wir betrachten ein einfaches Modell fiir die Kettenpolymerisation von Propen zur Polypropen (PP):
Zum Zeitpunkt t=0 beginnt das Wachstum einer bestimmten Anzahl von Polypropen-Ketten. Danach
stoflen pro Sekunde 4 Monomere auf jedes Kettenende, wobei die Wahrscheinlichkeit, dass ein solcher
Stof3 zu einer Reaktion fiihrt, stets bei p=0,25 liege. Wir betrachten nun die statistische Verteilung
des Polymerisationsgrades der Ketten (Anzahl der Monomereinheit in einer Kette) nach 1 Sekunde

(Fall T) und nach 5 Minuten (Fall IT).

a) Sollte fiir Fall I eine Binomial- oder eine Normalverteilung angesetzt werden? Berechnen und zeich-
nen Sie Wahrscheinlichkeits- und Verteilungsfunktion fiir den Polymerisationsgrad einer Kette. Wie
grof3 sind der Erwartungswert 4 und die Standardabweichung o ?

b) Sollte fiir Fall II eine Binomial- oder eine Normalverteilung angesetzt werden? Wie grof sind der
Erwartungswert p und die Standardabweichung o ?

¢) Bei einer Normalverteilung liegen etwa zwei Drittel aller Ergebnisse in der sogenannten 1o-Umgebung,
d.h. dem Intervall [u-0; p+o]. Etwa 99,7 % der Ergebnisse liegen in der 30-Umgebung, also dem Inter-
vall [u-307; 1430]. Geben Sie fiir Fall IT beide Intervalle an! Skizzieren Sie auch Wahrscheinlichkeitsdichte-
und Verteilungsfunktion fiir Fall II.

d) Berechnen Sie, wie grof§ der Anteil an Polymerketten in der 20-Umgebung ist (Hinweis: Werteta-
belle!).

e) Wie grof8 ist im Fall II die zu erwartende mittlere Molmasse einer Polymerkette (Mpyopen = 42
g/mol)? Welche Masse an Polymer erhilt man, wenn man nach 5 Minuten die Polymerisation ab-

bricht und die Anzahl der Ketten bei insgesamt 0,5 mmol lag?



Aufgabe 3: 1s-Orbital

a) Was ist ein Orbital?

b) Ein Orbital kann im Allgemeinen in einen radius- und einen winkelabhéngigen Teil separiert werden
(Gleichung (1)). Was bedeuten die Indizes an den Funktionen ¢, R und Y'? Welche Werte haben diese
Indizes fiir ein 1s-Orbital und welche Symmetrie besitzt dieses? Ist das 1s-Orbital somit winkelabhéngig

und was bedeutet das fiir ¥ ,,,(0, ¢)?

wn,l,m(ry 97 ¢) = Rn,l(r) : le,m(97 (b) (1)

¢) Nun betrachten wir nur den radialen Anteil des 1s-Orbitals (Gleichung (2)), aus dem sich nach
Gleichung (3) auch die radiale Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte () ergibt. Hierbei ist ¢ ein kon-
stanter Faktor und ag der Bohrsche Radius (Konstante).

r

Rip(r)=c-e ® (2)

p(r) = dmr? - [R(r))? 3)

Bestimmen Sie ¢ so, dass die Gesamtwahrscheinlichkeit gleich 1 ist, d.h. Gleichung (4) erfiillt ist.

“+oo
/ o(r)dr =1 (4)
0

d) Wie groB ist die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte @1 o(r) fiir 7 = 0 und r — 400 ? Was ist der
wahrscheinlichste Abstand des 1s-Elektrons vom Kern und was ist der mittlere Abstand? Skizzieren
Sie die radiale Wellenfunktion R (r) sowie die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte ¢q o(r) fiir das
1s-Orbital.

e) Skizzieren Sie die Verteilungsfunktion @1 (2) zur Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte ¢q o(7).
Zusatz: Berechnen Sie ®1 (z) durch Integration von ¢; o(r) im Intervall [0; z]. Fiir welchen Wert von
z wird die fiir die rdumliche Darstellung der Orbitale iibliche kumulative Wahrscheinlichkeit von 0,9

erreicht?

Hinweise fiir ¢) und d):



Diskrete und kontinuierliche Verteilungen:

Verteilungen treten in der Mathematik in Form von Wahrscheinlichkeits- (Stochastik) oder statisti-
schen Verteilungen auf und kénnen diskret oder kontinuierlich sein.

Eine diskrete Verteilung ist die Binomialverteilung. Dieser liegt das n-malige Durchfiihren eines jeweils
gleichen Experiment zugrunde, wobei pro ”Durchgang” nur 2 Ausginge (A und A) méglich (Bernoulli-
Kette) sind. Hierbei ist p die (stets konstante) Wahrscheinlichkeit von A und (1 — p) die von A. Die
resultierende Wahrscheinlichkeitsverteilung Pp.,(X = k) (s.Tabelle) beschreibt die Hdufigkeit k des
Auftretens von A.

Ein Beispiel fiir eine kontinuierliche Verteilung ist die Normalverteilung f(x), deren Graph die be-
kannte Gaufsche Glockenkurve ist. Diese kann fiir statistische Beschreibungen, aber auch als gute
Niherung der Binomialverteilung fiir ausreichend grofie Werte von n verwendet werden. FEine Nor-
malverteilung ist dabei durch einen Erwartungswert p und eine Standardabweichung o gegeben, wobei

fiir Berechnungen meist die auf p =0 und o = 1 standardisierte Form @(x) benutzt wird.

Fiir eine diskrete Verteilung haben wir folgende Funktionen und Kenngrifien:

Funktion / Kenngrofle Begriff Binomzalverteilung
n
P(X =) Wahrscheinlichkeitsfunktion | Pnp(X = k) = pF (1 —p)nk
k
n
F(z)=>, ., P(X =u1,) Verteilungsfunktion Fop(z) = 1<, pF (1 —p)nk
= —\k
(x) =, @ - P(X = x;) Erwartungs- / Mittelwert E(xz)=n-p
o=z — ()2 P(X =) Standardabweichung oc=+/n-p-(1—p)

Kontinuierliche Verteilungen werden u.a. iber folgende Funktionen und Kenngrifien beschrieben:

Funktion / Kenngrdofle Begriff Normalverteilung f(x) /

Standard-NV ¢(x)
f(x) Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion flz) = m}ﬂ e 3(52)
px) = =73 uu=00=1)
F(z)=P(X <2)=["__ f(z)dx Verteilungsfunktion D(z) = [7 p(x) dv
Pla<X <b) = Wahrscheinlichkeit fir ein Er- Pla<X <b) =
fab f(z) de = F(b) — F(a) gebnis auf dem Intervall [a;b] o (b;“ - (L)
(x) = fj;c z- f(z) dx Erwartungs- (auch: E(z), u) w=mn-p
bzw. Mittelwert (auch: T)

o=/[" (x—(x)? f(z) da Standardabweichung c=+/n-p-(1-p)

Anmerkung: Die Integration der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion o(z) zur Bildung der Verteilungsfunktion ®(x) ist im
Fall der Normalverteilung analytisch (d.h. iber Integrationsregeln) nicht méglich. Funktionswerte ®(z) werden numerisch

berechnet und sind fiir die weitere Nutzung in entsprechenden Tabellen (siehe ndchste Seite) zu finden.



Wertetabelle der Funktion @(x)=—= [ e™ ’dr (~o<x<x). &(-x)=1-D(x)
T o

x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0,0 | 0.50000 | 50399 | 50798 | 51197 | 51595 | 51994 | 52392 | 52790 | 53188 | 53586
0.1 53983 [ 54380 | 54775 | 55172 | 55567 | 55962 | 56336 | 36750 | 57142 | 57535
0.2 57926 | 58317 | 38706 | 59095 | 59483 | 5987! | 60257 | 60642 | 61026 | 61409
0,3 61791 | 62172 | 62552 | 62930 | 63307 | 63683 | 64058 | 64431 | 64803 | 65173
0,4 65542 | 65910 | 66276 | 66640 | 67003 | 67365 | 67724 | 68082 | 68439 | 68793
0,5 69146 | 69497 | 69847 | 70194 | 70540 | 70884 | 71226 | 71566 | 71904 | 72240
0,6 72575 | 72907 | 73237 | 73565 | 73891 | 74215 | 74537 | 74857 | 75175 | 75490
0,7 75804 | 76115 | 76424 | 76730 | 77035 | 77337 | 71637 | 77935 | 78230 | 78524
0,8 788314 | 79103 | 79389 | 795673 | 79955 | 80234 | 80511 | 80785 | 81057 | 81327
0,9 81594 | 81859 | 82121 | 82381 | 82639 | 82894 | 83147 | 83398 | 83646 | 83891
1.0 84134 | 84375 | 84614 | 84850 | 85083 | 85314 | 85543 | 85769 | 85993 | 86214
L 86433 | 86650 | 86864 | 87076 | 87286 | 87493 | 87698 | 87900 | 88100 | 38298
1,2 83493 | 88686 | 88877 | 89065 | 89251 | 89433 | 89617 | 89796 | 89973 | 90148
1.3 90320 | 90490 | 90658 | 90824 | 90988 | 91149 | 91309 | 91466 | 91621 | 91774
1,4 91924 | 92073 | 92220 | 92364 | 92507 | 92647 | 92786 | 92922 | 930356 | 93189
1.5 93319 | 93448 | 93574 | 93699 | 93822 | 93943 | 94062 | 94179 | 94295 | 94408
1.6 94320 | 94630 | 94738 | 94845 | 94950 | 95053 | 95154 | 95254 | 95352 | 95449
1,7 95543 | 95637 | 95728 | 95818 | 95907 | 95994 | 96080 | 96164 | 96246 | 96327
1,8 96107 | 96485 | 96562 | 96638 | 96712 | 96784 | 96856 | 96926 | 96995 | 97062
1,9 97128 | 97193 | 97257 | 97320 | 97381 | 97441 | 97500 | 97558 | 97615 | 97670
2,0 97725 | 97778 | 97831 | 97882 | 97932 | 97982 | 98030 | 98077 | 98124 | 98169
2,1 98214 | 98257 | 98300 | 98341 | 98382 | 98422 | 98461 | 98500 | 98537 | 98574
2,2 98610 | 98645 | 98679 | 98713 | 98745 | 98773 | 93809 | 98840 | 98870 | 98899
23 989238 | 98956 | 98983 | 99010 | 99036 | 99061 | 99086 | 99111 § 99134 { 99138
2.4 99180 | 99202 | 99224 | 99245 | 99266 | 99286 | 99305 | 99324 | 99343 | 99361
25 99379 | 99396 | 99413 | 99430 | 99446 | 99461 | 99477 | 99492 | 99506 | 99520
2,6 99534 | 99547 | 99560 | 99573 | 99586 | 99598 | 99609 | 99621 | 99632 | 99643
2,7 99653 | 99664 | 99674 | 99683 | 99693 | 99702 | 99711 | 99720 | 99728 | 99736
2,8 99744 | 99752 | 99760 | 99767 | 99774 | 99781 | 99788 { 99795 | 99801 | 99807
2,9 99813 | 99819 | 99825 | 99831 | 99836 | 99841 | 99846 | 99851 | 99856 | 99861
3,0 | 0,99865 3,1 99903 3.2 99931 33 99952 34 999 65
35 99977 3.6 999 84 37 999 89 3.8 96993 3.9 99995
4.0 999 968

4,5 999997

5,0 99999997




