
Seminar ’Mathematik für Chemiker’

3.Übung: Wahrscheinlichkeitsrechnung und Verteilungen

Aufgabe 1: Kombinatorik

a) Ein Spinorbital ist eine 1-Elektronen-Wellenfunktion mit einem von 2 möglichen Spins und kann

mit maximal einem Elektron besetzt werden. Wie viele Möglichkeiten gibt es, N Elektronen auf N

Spinorbitale zu verteilen, wenn es relevant (Fall I) bzw. nicht relevant (Fall II) ist, welches Elektron

welches Orbital besetzt?

b) Wie viele Möglichkeiten gibt es, K Elektronen auf N Spinorbitale (K<N) zu verteilen, wenn es

relevant (Fall I) bzw. nicht relevant (Fall II) ist, welches Elektron welches Orbital besetzt?

c) Für ein ideales Gas betrachtet man die Anzahl der Möglichkeiten für die Verteilung von K Gas-

teilchen auf N Volumenelemente, wobei in jedem Volumenelement auch mehrere Gasteilchen ’sitzen’

dürfen. Wie groß ist diese Anzahl?

Aufgabe 2: Verteilungen von Molmassen bei der Polymerisation

Wir betrachten ein einfaches Modell für die Kettenpolymerisation von Propen zur Polypropen (PP):

Zum Zeitpunkt t=0 beginnt das Wachstum einer bestimmten Anzahl von Polypropen-Ketten. Danach

stoßen pro Sekunde 4 Monomere auf jedes Kettenende, wobei die Wahrscheinlichkeit, dass ein solcher

Stoß zu einer Reaktion führt, stets bei p=0,25 liege. Wir betrachten nun die statistische Verteilung

des Polymerisationsgrades der Ketten (Anzahl der Monomereinheit in einer Kette) nach 1 Sekunde

(Fall I) und nach 5 Minuten (Fall II).

a) Sollte für Fall I eine Binomial- oder eine Normalverteilung angesetzt werden? Berechnen und zeich-

nen Sie Wahrscheinlichkeits- und Verteilungsfunktion für den Polymerisationsgrad einer Kette. Wie

groß sind der Erwartungswert µ und die Standardabweichung σ ?

b) Sollte für Fall II eine Binomial- oder eine Normalverteilung angesetzt werden? Wie groß sind der

Erwartungswert µ und die Standardabweichung σ ?

c) Bei einer Normalverteilung liegen etwa zwei Drittel aller Ergebnisse in der sogenannten 1σ-Umgebung,

d.h. dem Intervall [µ-σ; µ+σ]. Etwa 99,7 % der Ergebnisse liegen in der 3σ-Umgebung, also dem Inter-

vall [µ-3σ; µ+3σ]. Geben Sie für Fall II beide Intervalle an! Skizzieren Sie auch Wahrscheinlichkeitsdichte-

und Verteilungsfunktion für Fall II.

d) Berechnen Sie, wie groß der Anteil an Polymerketten in der 2σ-Umgebung ist (Hinweis: Werteta-

belle!).

e) Wie groß ist im Fall II die zu erwartende mittlere Molmasse einer Polymerkette (MPropen = 42

g/mol)? Welche Masse an Polymer erhält man, wenn man nach 5 Minuten die Polymerisation ab-

bricht und die Anzahl der Ketten bei insgesamt 0,5 mmol lag?



Aufgabe 3: 1s-Orbital

a) Was ist ein Orbital?

b) Ein Orbital kann im Allgemeinen in einen radius- und einen winkelabhängigen Teil separiert werden

(Gleichung (1)). Was bedeuten die Indizes an den Funktionen ψ, R und Y ? Welche Werte haben diese

Indizes für ein 1s-Orbital und welche Symmetrie besitzt dieses? Ist das 1s-Orbital somit winkelabhängig

und was bedeutet das für Yl,m(θ, φ)?

ψn,l,m(r, θ, φ) = Rn,l(r) · Yl,m(θ, φ) (1)

c) Nun betrachten wir nur den radialen Anteil des 1s-Orbitals (Gleichung (2)), aus dem sich nach

Gleichung (3) auch die radiale Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte ϕ(r) ergibt. Hierbei ist c ein kon-

stanter Faktor und a0 der Bohrsche Radius (Konstante).

R1,0(r) = c · e−
r
a0 (2)

ϕ(r) = 4πr2 · [R(r)]2 (3)

Bestimmen Sie c so, dass die Gesamtwahrscheinlichkeit gleich 1 ist, d.h. Gleichung (4) erfüllt ist.∫ +∞

0
ϕ(r)dr = 1 (4)

d) Wie groß ist die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte ϕ1,0(r) für r = 0 und r → +∞ ? Was ist der

wahrscheinlichste Abstand des 1s-Elektrons vom Kern und was ist der mittlere Abstand? Skizzieren

Sie die radiale Wellenfunktion R1,0(r) sowie die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte ϕ1,0(r) für das

1s-Orbital.

e) Skizzieren Sie die Verteilungsfunktion Φ1,0(z) zur Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte ϕ1,0(r).

Zusatz: Berechnen Sie Φ1,0(z) durch Integration von ϕ1,0(r) im Intervall [0; z]. Für welchen Wert von

z wird die für die räumliche Darstellung der Orbitale übliche kumulative Wahrscheinlichkeit von 0,9

erreicht?

Hinweise für c) und d): ∫ +∞

0
x2 · e−t·x =

2
t3

∫ +∞

0
x3 · e−t·x =

6
t4

(5)



Diskrete und kontinuierliche Verteilungen:

Verteilungen treten in der Mathematik in Form von Wahrscheinlichkeits- (Stochastik) oder statisti-

schen Verteilungen auf und können diskret oder kontinuierlich sein.

Eine diskrete Verteilung ist die Binomialverteilung. Dieser liegt das n-malige Durchführen eines jeweils

gleichen Experiment zugrunde, wobei pro ”Durchgang” nur 2 Ausgänge (A und A) möglich (Bernoulli-

Kette) sind. Hierbei ist p die (stets konstante) Wahrscheinlichkeit von A und (1− p) die von A. Die

resultierende Wahrscheinlichkeitsverteilung Pn;p(X = k) (s.Tabelle) beschreibt die Häufigkeit k des

Auftretens von A.

Ein Beispiel für eine kontinuierliche Verteilung ist die Normalverteilung f(x), deren Graph die be-

kannte Gaußsche Glockenkurve ist. Diese kann für statistische Beschreibungen, aber auch als gute

Näherung der Binomialverteilung für ausreichend große Werte von n verwendet werden. Eine Nor-

malverteilung ist dabei durch einen Erwartungswert µ und eine Standardabweichung σ gegeben, wobei

für Berechnungen meist die auf µ = 0 und σ = 1 standardisierte Form ϕ(x) benutzt wird.

Für eine diskrete Verteilung haben wir folgende Funktionen und Kenngrößen:

Funktion / Kenngröße Begriff Binomialverteilung

P (X = xi) Wahrscheinlichkeitsfunktion Pn;p(X = k) =

n
k

 · pk · (1− p)n−k
F (z) =

∑
xi≤z P (X = xi) Verteilungsfunktion Fn;p(z) =

∑
k≤z

n
k

 · pk · (1− p)n−k
〈x〉 =

∑
i xi · P (X = xi) Erwartungs- / Mittelwert E(x) = n · p

σ =
√∑

i(xi − 〈x〉)2 · P (X = xi) Standardabweichung σ =
√
n · p · (1− p)

Kontinuierliche Verteilungen werden u.a. über folgende Funktionen und Kenngrößen beschrieben:

Funktion / Kenngröße Begriff Normalverteilung f(x) /

Standard-NV ϕ(x)

f(x) Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion f(x) = 1
σ
√

2π
· e−

1
2 ( x−µσ )2

ϕ(x) = 1√
2π
· e− 1

2x
2

(mit µ = 0, σ = 1)

F (z) = P (X ≤ z) =
∫ z
−∞ f(x) dx Verteilungsfunktion Φ(z) =

∫ z
−∞ ϕ(x) dx

P (a ≤ X ≤ b) = Wahrscheinlichkeit für ein Er- P (a ≤ X ≤ b) =∫ b
a
f(x) dx = F (b)− F (a) gebnis auf dem Intervall [a;b] Φ

(
b−µ
σ

)
− Φ

(
a−µ
σ

)
〈x〉 =

∫ +∞
−∞ x · f(x) dx Erwartungs- (auch: E(x), µ) µ = n · p

bzw. Mittelwert (auch: x)

σ =
√∫∞
−∞(x− 〈x〉)2 · f(x) dx Standardabweichung σ =

√
n · p · (1− p)

Anmerkung: Die Integration der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion ϕ(x) zur Bildung der Verteilungsfunktion Φ(x) ist im

Fall der Normalverteilung analytisch (d.h. über Integrationsregeln) nicht möglich. Funktionswerte Φ(x) werden numerisch

berechnet und sind für die weitere Nutzung in entsprechenden Tabellen (siehe nächste Seite) zu finden.




