1 Das Versagen der klassischen Physik
1.1 Der schwarze Strahler

e Ein heil3er Gegenstand emittiert elektromagnetische latigh

e Wenn man die Temperatur erhdht, wird der Anteil des
kurzwelligen blauen Lichts grof3er
= Der Korper wird weil3gliihend

e Einidealisiertes Modellsystem ist der schwarze Korper.
Hier werden alle Frequenzen gleich gut adsorbiert und
emittiert.

e Ein kleines Loch in einem erwarmten Behalter ist eine
gute Naherung fir einen solchen schwarzen Strahler, da
hier die austretende Strahlung im Inneren so oft adsor-
biert und emittiert worden ist, dass sie mit den Gefal3wan-
den im Gleichgewicht steht

e Esfallt auf, dass sich das Maximum der Kurve bei hGheren
Temperaturen zu kleineren Wellenlangen verschiebt

e Wiensches Verschiebungsgesetz

TN = konstant



1.1 Der schwarze Strahler 1

e Die Strahlungsdichtd/ (Leistung pro Flacheneinheit)
ist proportional zur vierten Potenz der Temperatur

M = oT?

T := Temperatur
o = Stefan-Boltzmann Konstante,67-10~8Wm 2K —*

e Basierend auf einer Ableitung mit rein klassischen Ar-
gumenten erhalt man das Rayleigh-Jeans Gesetz (siehe
auch Nolting):

Skl
)\4

£ = Energiedichte, Energie pro Volumen

k = Boltzmann Konstantd,, 381 - 10~ JK !

d€ =pd\ p=

e Das Rayleigh-Jeans Gesetz steht im Widerspruch zum
Experiment! (Ist aber innerhalb der klassischen Physik
exakt hergeleitet)

e Die Rayleigh-Jeans Formel ist auch aus theoretischer
Sicht nicht sinnvoll, da die Energiedichte bei kleinen
Wellenlangen unabhanging von der Temperatur unendlich
ist (Ultraviolettkatastrophe)

e Die LOsung des Problems wurde durch Planck erbracht:

—hc
Smhe exT

AP 1 — eA_ThJQ
h := Plancksches Wirkungsquantuig26 - 10734.J s

d€ = pd\ p=



1.2 Atomspektren 1

e Planck nahmin seiner Herleitung an, dass die Schwingung
des elektromagnetischen Feldes der Frequenar in
Einheiten vomy maoglich ist

e Plancksche Quantenhypothese (erstmals 1900 publiziert)

1.2 Atomspektren

e Ein anderes Phanomen, dass nicht durch die klassis-
che Physik erklart werden kann, sind die Spektren von
Atomen.

e Es treten diskrete Wellenzahlen auf!

¢ In der klassischen Physik gibt es keine Erklarung dafr.
Die Spektren von Atomen mussten eigentlich eine kon-
tinuierliche Verteilung von Frequenzen aufweisen.

e Die auftretenden Spektrallinien kénnen durch die em-
pirische Formel

erklart werden.

v :=Wellenzahlv = -

v = Frequenz

Ry = Rydberg-Konstantd, 097 - 10°cm !
n :=3,4,...

e Das Ritzsche Kombinationsprinzip verallgemeinert diesen
Ausdruck zu:



1.2 Atomspektren 1

Die Wellenzahl jeder Spektrallinie kann durch die Dif-
ferenz zweier Terme berechnet werden.

p=T —T,
T,:=Term T, =54, i=12,..

e Dieser Ausdruck legt nahe, dass die Energieniveaus diskret
sind.

e Der Ubergang von einem Energieniveau zum anderen
setzt ein Photon mit der Energhe frei.

e Diese Uberlegung fuhrt automatisch auf den Ausdruck
fur die Wellenzahl in spektroskopischen Ubergangen.

e Aber warum treten nur bestimmte Ubergange auf, bzw.
warum enthalt das Spektrum diskrete Linien?

E

AFE




1.3 Der Photo-Effekt 1

1.3 Der Photo-Effekt

(Einstein 1905 erklart, Nobelpreis 1922)

hv e

Metalloberflache

e Ein Metall wird mit UV-Licht bestrahlt

1. Solange die Frequenz des Lichtes unterhalb der ftr
das Metall charakteristischen Schwelle bleibt, wer-
den keine Elektronen frei gesetzt. Dies ist auch der
Fall, wenn die Stahlungsintensitat hoch ist.

2. Die kinetische Energie der Elektronen ist propor-
tional zur Frequenz des eingestrahlten Lichts

3. Auch wenn die Lichtintensitaten gering sind, wer-
den Elektronen frei gesetzt, wenn die Frequenz des
Lichtes hoch genug ist.

e Man deutet den Photo-Effekt als Kollision eines teilchanrah
lichen Geschosses mit einem Elektron

Ekm - Ehl/ —
1

2
- e :h _®
2mU 1%

im.v? := kinetische Energie des Photoelektrons
m. .= Masse des Elektrons

v := Geschwindigkeit des Elektrons

¢ .= Austrittsarbeit

v .= Frequenz des eingestrahlten Lichts
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1.4 Das Doppelspalt-Experiment 1

e Wenn die Energie des Geschosses ausreichend ist, dann
wird ein Elektron mit der kinetischen Energ%@nev2
aus dem Metall geschlagen

e Die Austrittsarbeitd ist die Energie, die das Elektron
mindestens besitzen muss, um das Metall verlassen zu
kénnen
= Das Photon zeigt also Teilcheneigenschaften

1.4 Das Doppelspalt-Experiment

e Eine Welle (Materie, elektromagnetisch, .. ) falle auf
einen durchlassigen Schirm, auf dem ein Doppelspalt
angebracht ist. Auf einer Photoplatte (Detektor) hinter
dem Schirm in der xy-Ebene wird die sich einstellende
Strahlungsintensitat registriert.

(a) Die Strahlungsquelle sendet klassische Teilchen aus
(Kugeln)
Es ist moglich, dass die Teilchen durch die Spélte
und .S, beeinflusst werden. Wichtig ist allerdings,
dass die von den beiden Spaltépund S; ausge-
henden Effekte unabhangig sind. Die Intensitat des
Doppelspalt-Experiments ist dann die Summe der
Intensitaten der Einzelspaltexperimente.

1z, y) = Iz, y) + 1L (z, y)

(b) Die Quelle sendet elektromagnetische Wellen aus
(Licht, Réntgen)
Offnet man die Spalte nach einander, dann addieren

6



1.4 Das Doppelspalt-Experiment 1

sich die Intensitaten. In diesem Fall sind die einzel-
nen Intensitaten aber schon von Beugungsmustern
gepragt. Werden die beiden Spalte gleichzeitig getffnet,
dann kommt ein weiterer Interferenzterm hinzu.

1Dz, y) = 17z, ) + I (2, y) + 18 (2, y)

(c) Die Quelle sendet elektromagnetische Strahlung ex-
trem schwacher Intensitat aus, d.h. EINZELNE PHO-
TONEN!

Der Detektor sieht Teilchen wie in a).

Die Auftrefforte sind nicht vorhersagbar — sie verteilen
sich zufallig Gber den Detektor. Wenn hinreichend
viele Einzelprozesse stattgefunden haben, dann er-
scheint ein Gesamtbild, d&$)(z, y) entspricht. (IN-
TERFERENZMUSTERY!)

(d) Die Quelle sendet Elektronen aus
Die Elektronen werden einzeln als Teilchen auf dem
Detektor registriert. Wie bei den Photonen ist der
Ort an dem die Elektronen ankommen zufallig, d.h.
nicht vorhersagbar. Die ersten ankommenden Elek-
tronen verteilen sich scheinbar chaotisch auf dem
Detektor. Nach einer hinreichenden Zahl an Elek-
tronen ergibt sich eine Verteilung wie bei den Photo-
nen () (z,y)!). Elektronen interferieren also auch.
Wenn man allerdings misst durch welchen Spalt das
Elektron geht, dann verschwinden die Interferenzstreifen

e Die oben beschriebenen Experimente kdnnen nur im
Rahmen der Quantenmechanik erklart werden. Wir wer-
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1.5 Der Welle-Teilchen-Dualismus 1

den uns im Folgenden mit der Theorie beschaftigen,
damit wir diese Versuche verstehen, sowie die wichtig-
sten Konsequenzen der Quantenmechanik fur die Chemie
erdrtern kdnnen.

1.5 Der Welle-Teilchen-Dualismus

e Zusammenfassend geht aus diesen Versuchen hervor,
dass sich Teilchen wie Wellen verhalten kbnnen und
umgekehrt.

e Zwischen Wellen und Teilchen bestent ein tiefgehender
Zusammenhang:
In atomaren GrofRenordnungen gehen die Begriffe Teilchen
und Welle ineinander Uber; Teilchen kdnnen Welleneigen-
schaften und Wellen Teilcheneigenschaften haben.

e Dies ist in der de-Broglie-Wellenlange zusammenge-
fasst:

A= —
D

A .= Wellenlange
p = Impuls

e Elektronenbeugung (Strukturaufklarung)

e Neutronenbeugung (Strukturaufklarung)
= Materie zeigt typische Welleneigenschaften



2

2 Das mathematische Fundament der Quantenmechanik

e Die grundlegende Gleichung der Quantenmechanik ist
die Schodingergleichung (1926):

Hy = By
e Zeitunabhangige Schrodinger Gleichung

e Die Gleichung hat die Form einer Eigenwertgleichung
H = Hamilton-Operator
Y := Wellenfunktion
FE := Energieeigenwert

e Die Wellenfunktion enthalt alle fir das System notwendi-
gen Informationen

2.1 Operatoren und Eigenfunktionen

Ein Operator ist eine Rechenvorschrift:
e Logarithmugn()
e Wurzel Ve
e Differenzierent

f(z) ist eine Eigenfunktion zum Operator, wenn die Funk-
tion sich nach dem Wirken des Operators nur um einen kon-
stanten Faktor von der Ausgangsfunktion unterscheidet.

Of =\f (1)



2.1 Operatoren und Eigenfunktionen 2

A € C (ist eine Zahl)
Beispiele:

o Lev = e”, der Eigenwert ist 1

o Leom = qe”, der Eigenwert isty

2 2 2. . . .
o Lea = 2aze™, e ist keine Eigenfunktion zy- da
xXr e

2are®” eine andere Abhangigkeit zur Variablerat
als e’

2.1.1 Lineare Operatoren

e FUr lineare Operatoren gilt folgende Beziehung:
Olaf +bg) = aOf + bOg
a, b := Zahlen (komplex oder reell)
f, g := Funktionen, oder Vektoren
e Beispiele:
(a) Der Operatorl/dz ist linear (f(z), g(x) seien be-
liebige Funktionen):
d

0f(x) + bg(a)] = af (x) by (x) = 0 ()b g )

2
dx dx

(b) Der Operatof/— ist nicht linear:

Vaf(x)+bg(x) # av/fz) + by/g(x)

(c) Die Matrix ((1) _01> ist ein linearer Operator:

O )0 0= 6 5) G2) - ()

10




2.1

Operatoren und Eigenfunktionen 2

(

0 ) )6 ) ) = (5) ) = ()

2.1.2 Entwicklung in Eigenfunktionen

Eine nitzliche Eigenschaft der Eigenfunktionen eines
Operators ist, dass Sie einen vollstdndigen Satz an Funk-
tionen bilden. Daher kann man andere Funktionen nach
den Eigenfunktionen eines Operators entwickeln:

g(z) =) cfi(x) )

Die ¢; € C sind in diesem Fall die Entwicklungsko-
effizienten und dief;(z) sind alle Eigenfunktionen des
Operator®). g(z) wird als Linearkombination der Eigen-
funktionenf;(x) dargestellt.

Beispiel:

Wir kdnnen die Funktionf(z) = 2z + 3 als Linear-
kombination vonsin(az) schreiben @ = L), oder
als Linearkombination von Exponentialfunktionett

O =1

Formal hat die Entwicklung in Gl. 2 den Vorteil, dass
wir die Wirkung eines Operator® auf eine unbekan-
nte Funktiong untersuchen kénnen, indem wirdurch
eine Linearkombination aus den Eigenfunktionen von
O ausdriicken:

Of: = \if;
Og=0 Zcz’fi = Zciéfi = Zci)\ifi (3)
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2.2 Darstellung von Operatoren 2

2.2 Darstellung von Operatoren

Nun wollen wir die explizite Form der wichtigsten quan-
tenmechanischen Operatoren finden: In Ortsdarstellung
ist der Ortsoperator die Multiplikation mit:

T = TX (4)

Der Impulsoperator ist durch:

Pr = — 7 (5)

gegebenh = 2L
Eine alternative Mdglichkeit ist die Impulsdarstellung
der Quantenmechanik. Hier ist der Impuls multiplika-

tiv:
Pr > PaX (6)
Der Ortsoperator ist durch:
h
i Opy

gegeben. Wir werden uns im Folgenden auf die Orts-
darstellung der Quantenmechanik beschranken.

2.3 Kommutatorbeziehungen

Eine wichtige Eigenschaft von Operatoren ist die hin-
tereinander geschachtelte Ausftihrung verschiedener Op-
erationend und B. Die zusammengesetzte Operation
(ABg auf die Funktiory bedeutet, dass zuerBtauf g

12



2.3 Kommutatorbeziehungen 2

wirkt und dannA auf das Ergebnis voBg. Im Allge-
meinen ist das Ergebnis abhangig von der Reihenfolge,
in der die Operatoren wirken:

ABg = BAg
Mit dem Kommutatof A, B] kann man untersuchen, ob
die Operatoren vertauscht werden kdnnen (kommutieren)
oder nicht.
Wenn der Kommutator verschwindet, dann kann man
die Operatoremd und B vertauschen. Wenn der Kom-

mutator# 0 ist, dannist die Reihenfolge der Operatoren
A und B wichtig.

[A,B] = AB — BA (8)
Beispiel: Berechnung des Kommutatatsp,] in Orts-
darstellung. Zuerst bendtigt man eine beliebige Funk-
tion f auf die der Operator wirkt. Dann setzen wir die
Definitionen der Operatoren und des Kommutators ein
und berechnen die Wirkung der Operatoren AuUAm
Ende fihrt man einen Koeffizientenvergleich durch:

hof ho
_hof o hof
1 0x hz’ 1 0x
:>[£L’,px] = _z =1h

(Der Term a%xf wird nach der Produktregel differen-
ziert.)

13



3

3 Die Konstruktion weiterer wichtiger Operatoren

Andere Operatoren kdnnen mit Hilfe des Orts- und des
Impulsoperators konstruiert werden. Die kinetische En-
ergie ist in der klassischen Mechanik:

T = 1va = p_2

2 2m

Durch Ersetzen des Impulses mit dem Impulsoperator
in Ortsdarstellung erhalt man den Operator der kinetis-
chen Energie in Ortsdarstellung:

2
T — 1 <hi> — _h_Qd_Q (9)

om \ i dx 2m dx?

Im 3-Dimensionalen Fall ist der Operator der kinetis-
chen Energie:

P:+p; + v’
2m

1 [/haN (ho\ [(Rho\
- |(5) + () + () 10

R (0*  9* 07
" om (83}2 " 0y? " 8z2)

-V

2m
Die Summe der drei zweiten Ableitungen nennt man
Laplace-Operator. In der englischsprachigen Literatur
wird typischerweisa&/? verwendet, wahrend in der deutschsprach
gen LiteraturA verwendet wird.

T =

14



3

Die potentielle Energie eines Teilchens wird beschrieben
durch den multiplikativen Operatdr. Der Operator
der potentiellen Coulomb Energie eines Kerns mit der
LadungZ ist:

Ze?

dmegr

— r .= Abstand des Kerns zum Elektron

V=- X (11)

— ¢y .= Permittivitat des Vakuums

— e := Elementarladung
Aus den Operatoren der kinetischen und der potentiellen
Energie kann man den Energieoperator der Systems —
den Hamilton-Operator — konstruieren.

H=T+V

Der Hamilton-Operator eines Teilchens mit der Masse
m im Potentiall’(x) in einer Dimension ist:

. h* d?

H=——+V(x)
Der Hamilton-Operator eines Elektrons im Potential eines
Kerns mit der Ladung 1 und der reduzierten Mass$&t
(H-Atom):

Anleitung zur Konstruktion quantenmechanischer Op-
eratoren:

1. Klassischen Ausdruck aufschreiben

15



3.1 |Integrale liber Operatoren 3

2. Die Ortskoordinaten durch den Ortsoperator erset-
zen (¢ — x), die Impulskoordinaten durch den Im-
pulsoperator ersetzem,(— ’—Z%)

3.1 Integrale Gber Operatoren

e Der Mittelwert aus einer grof3en Anzahl an Messun-
gen ist der Erwartungswert der Observablen. Der Er-
wartungswert eines Operatarsist:

e 1-Dimensional

o~ [ " de 9 ()0 ()

o0

e 3-Dimensional
N 400 400 +00 R
)= [ do [y [ iz wwy 21002
e Haufig findet man auch
(0) = [ ar vou

e Ein wichtiges Integral dieser Art ist der Uberlapp zwis-
chen zwei Funktionen. Der Operator ist

s= [ rg

e Ist der Uberlapp 0, dann sind die Funktionen orthogo-
nal.

16



3.1 |Integrale liber Operatoren 3

e Ein Beispiel ist die Normierung einer Funktion zwis-

chen—L und L:
-
f(z) = cos <2L )

e Die Stammfunktion voros?(ax) ist:
1

2a
S = /_i dx [COS (%ZL')]*COS (27; ) = /_LL dx cos? (%x)

e Die zweite Gleichheit gilt, weil x reell ist.

e cos(m/2) = 0,cos(—7/2) =0

§= [ (Zo vin (Zw)eos (Z20))]
= <§L+O> — (—§L+O> =L

e Die Normierungsbedingung ftr eine Funktion einer Vari-
ablen zwischen-L und L ist:

[ wpwie -

L

F(z) = — (azx + sin(ax) cos(ax))

L

e Eine unnormierte quadratintegrable Funktion kann man
mit einer geeigneten Konstamé multiplizieren, damit
die Normierungsbedingung gilt:

/+L dzN f*(x)N f(x) = N*°S =1

L
17



3.2 Postulate der Quantenmechanik 3

1
N=—

VS

e Das Vorzeichen der Wellenfunktion ist physikalisch nicht
relevant. Daher wahlen wir N positiv.

e Die normierte Funktion lautet somit;

Fa) = %f(:v) - % cos (1)

e Basierend auf den vorherigen Uberlegungen kénnen wir
jetzt die Orthonormalitatsbedingungen flr einen Satz
von Funktionen f,(z)}angeben:

/ab dzfi(z)fi(x) = 0y

Lflri=y

d;; := Kronecker delt .
0flre £y

e Dies driickt mathematisch aus, dass der Uberlapp der
Funktionenf;(x) und f;(z) verschwindet, weniaund j
verschieden sind und dass die Funktionen normiert sind

(¢ =7).
3.2 Postulate der Quantenmechanik

e Die Quantenmechanik basiert auf ein paar wenigen Pos-
tulaten, die sehr weitgehende Vorhersagen erlauben

e Im Rahmen der Quantenmechanik lassen sich das Dop-
pelspaltexperiment, der Compton-Effekt, die Planckvienmeg
und die diskreten Linien in Atomspektren erklaren

18



3.2 Postulate der Quantenmechanik 3

3.2.1 Postulat1

Der Zustand eines Systems wird vollstandig durch eine Funk-
tion ¢y (ry, ro, s, ..., t) beschrieben.

r; .= Raumkoordinaten des i-ten Teilchens,y;, z; (Der

Spin fehlt noch)

t .= Zeit

e Die Funktion heil3t Wellenfunktion und spielt in der
Quantenmechanik eine zentrale Rolle

e \WWenn man keine zeitabhangigen Phdnomene untersucht,
dann reicht)(ry, ro, r3, ...)

e Ein Zustand wird durch einen Satz an Quantenzahlen
charakterisiert.

Yape. (1,72, T3, ...)
3.2.2 Postulat 2

Zu jeder Observablefa, b, c...) gehort ein linearer hermitescher
Operatord, B, C, ....

3.2.3 Postulat 3

Wenn ein System durch die Wellenfunktignbeschrieben
wird, dann ist der mittlere Messwert der Observalieach
einer grof3en Zahl an Messungen der Erwartungswert des zu
a gehdrenden Operators.

o [dryr Ay
W T
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3.2 Postulate der Quantenmechanik 3

e FUr normierte Wellenfunktionen vereinfacht sich der Er-
wartungswert zu:

) = [ dro o

e Wennv; eine Eigenfunktion des Operata#sist, dann
gilt:
Ay = a;
e Damit ergibt sich fir den Erwartungswert (normierte
WEF):

() = [ drvidvi= [ drotan - a

e Nun nehmen wir an, dass die Wellenfunktion eine Eigen-
funktion des Hamilton-Operators ist, aber keine Eigen-
funktion des Operatord. Um dennoch eine Aussage
uber den Erwartungswert zu machen, entwickeln wir
die Wellenfunktion nach den Eigenfunktionen des Op-
eratorsA.

A@ = a;Q;

e Wir nennen die i-te Eigenfunktion des Operatdraun
¢;, damit wir die Eigenfunktionen vo® und A unter-
scheiden kénnen.

i = by

k

20



3.2 Postulate der Quantenmechanik 3

e Setzen wir diesen Ansatz in den Erwartungswert ein,
dann ergibt sich:

(A) = / dri; Ay =Y Y / dr¢iAg,
kool
=YD dicua / droidr =Y > Chicutidy
kool kool
= chiorar = Y _ |ewil’a
k k

Wenny; eine Eigenfunktion des Operatotdst, dann erhélt
man bei der Bestimmung der Observablen (Messung) im-
mer den entsprechenden Eigenwertls Erwartungswert.
Wenn; keine Eigenfunktion des Operators ist, dann wird
bei der Messung einer der Eigenwerte des Operatgemessen.
Die Wahrscheinlichkeit den k-ten Eigenwert zu erhalten ist
cril?. ¢ ist der k-te Enwicklungskoeffizient in der Darstel-
lung der Wellenfunktion in den Eigenfunktionen vdn

e Bei einer Messung der zum Operatbgehtrenden Ob-
servablen, erhalt man immer einen Wert aus dem Eigen-
wertspektrum des Operators.

e Wird der Zustand des Systems durch eine Eigenfunk-
tion von A beschrieben, dann erhalt man bei jeder Mes-
sung den Eigenwert dieser Eigenfunktion.

e Ist die Wellenfunktion keine Eigenfunktion des Oper-
ators, dann ergeben verschiedene Messungen des Sys-
tems unterschiedliche Messwerte. Bei einer grof3en An-
zahl an Einzelmessungen erhalt man den Erwartungswert
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3.2 Postulate der Quantenmechanik 3

des Operators. (Die mit der Wahrscheinlichkeit gewiclntete
Eigenwerte)

3.2.4 Postulat4

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Teilchen in einem kleinen
Volumen AxzAyAz am Ortr gefunden wird ist ungefahr
[4(r)|?AzAyAz. (Bornsche Interpretation der Wellenfunk-
tion)

z
N

Az

Ax

e Die AzAyAz sind klein aber haben eine endliche Grolie.

e |¢|? ist die Wahrscheinlichkeitsdichte. Man erhalt die
Wahrscheinlichkeit ein Elektron im Volumen V zu finden,
wenn man die Wahrscheinlichkeitsdichte mit dem Vol-
umenelement multipliziert und integriert.

/ \w(r)\Q dx dy dz
V

e Die Wellenfunktion selbst ist die Wahrscheinlichkeit-
samplitude. Sie hat keine direkte physikalische Bedeu-
tung, man kann sie nicht direkt messen!

e Die Wahrscheinlichkeitsdichte istimmer positiv und reell
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3.2 Postulate der Quantenmechanik 3

e Die Wahrscheinlichkeitsamplitude kann negativ und kom-
plexwertig sein.

e Dies impliziert, dass die Wellenfunktion quadratinte-
grabel sein muss:

/d7¢2 < 00

e Die Wahrscheinlichkeit das Teilchen irgendwo zu finden
muss endlich sein.

e Wenn man das Teilchen im ganzen Raum sucht, dann
muss man es 100%-tig finden.

e FUr die Wellenfunktion bedeutet das, dass sie im un-
endlichen gegen Null gehen muss.

3.2.5 Postulats

Die zeitliche Entwicklung der Wellenfunktion wird durch
die Schrddingergleichung beschrieben:

op(r,t) -
L)

e Die Schrodingergleichung kann man nicht herleiten, Sie
ist ein Postulat.

vh

e Man kann Plausibilitatsbetrachtungen machen und zu
der Erkenntnis gelangen, dass die Gleichung so ausse-
hen muss.
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3.3 Die stationdre Schrédingergleichung 3

e Die zeitabhangige 1-Dimensionale Schrodingergleichung
eines Teilchens in einem zeitunabhangigen Potentialttaute
oY(x,t) h? 0%(x,t)

ih TR + V(x)y(x,t)

3.3 Die stationare Schrodingergleichung

e Wenn das Potentidl’ zeitunabhangig ist, dann ist es
maoglich die Zeitabhangigkeit der Wellenfunktion durch
eine Funktiony(t) zu beschreiben:

e Hierzu machen wir einen Separationsansatz:
U(x,t) = ¥(x)o(t)

e Wenn wir diesen Ansatz in die zeitabhangige 1-Dimensionale
Schrddingergleichung eines Teilchens in einem zeitun-
abhangigen Potential einsetzen ergibt sich:

. h? d? do(t
i = o0 T v apu)on) = i) 0
e Jetzt dividieren wir durchb(z)p(t):
o1 d() L1 de()
omap(z)  da? +Viz) = ZH%T
e Auf der linken Seite stehen Funktionen die nur von
abhangen.

e Auf der rechten Seite stehen Funktionen, die nur #on
abhangen.
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3.3 Die stationdre Schrédingergleichung 3

e Wennz undt unabhéngige Variablen sind, dann missen
beide Seiten konstant sein.

e Die Einheit der Konstanten ist die einer Energie (Die
potentielle Energie ist’(x)).

e Separation in zwei Gleichungen liefert zwei unabhangige
Differentialgleichungen:

- wadéff) tVie)=F
o LIy () = Bu
1 odg(t) do(t) B
e ~F T T~ W

¢ In der letzten Gleichung ist die Ableitung der Funktion
gleich der Funktion multipliziert mit einer Konstanten.

e Daher istes naheliegerdt) als Exponentialfunktionen
anzusetzen:

() = e
de®! ot E o
dt = e = Ee
e Jetzt dividiert man durch®’ und erhalt:
_E  E(-1)#  iE
ih ih h
e Hier wurde mit eins multipliziert:

L= (=1)(=1) = (=1)

0%
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3.4 Hermitesche Operatoren 3

e Die zeitabhangige Wellenfunktion des Systems lautet

also:
_iEt

V(z,t) = P(z)e 7

e Die Wahrscheinlichkeitsdichte dieser Wellenfunktion ist
jedoch nicht zeitabhangig:

_ ikt

W0 = (viwe ) gl

e Da (viele) flr die Chemie wichtigen Potentidfezeitun-
abhangig sind, reicht es aus wenn wir die in diesen Fallen
die zeitunabhangige Schrodingergleichung l6sen.

Hi = Ev

e Zustande, deren Wahrscheinlichkeitsdichte zeitlich un-
verandert bleibt, nennt man stationare Zustande.

3.4 Hermitesche Operatoren

e Hermitesche Operatoren haben die Eigenschaft, dass die
Eigenwerte reell sind.

e Dies muss auch flr observable Gro3en erflillt sein, dain
der Quantenmechanik zu jeder observablen Gril3e ein
Operator gehort.

e Jede einzelne Messung eines Systems liefert einen der
Eigenwerte des Operators:

szcw
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3.4 Hermitesche Operatoren 3

e Wenn ein Operator also einen Messwert (reelle Zahl)
reprasentieren soll, dann muss er reelle Eigenwerte be-
sitzen.

e Hermitesche Operatoren erflllen folgende Bedingung:

[ drv;,00, - ( / dwzéwm)*

e Alternativ kann man die Hermitizitat auch folgender-
malien definieren:

/ Ay O, = / dr (me) Uy
e Man kann sich die zweite Definition auch als turn-over-
Regel merken.

e Beispiele:

1. Ortsoperator:

“+00 +00 +00 *
Urade = Y de = [ w;aj*wmda:]

400 *
= [ w;mwmd:c]

2. Impulsoperato#
partielle Integration:

/ F(@)g(a)de = f(z)g(x) - / F(2)g (@)

27



3.5 Diracsche Bra-c-Ket Notation 3

3. f(z) istdanm),, undg(zx) ist ),

h +00 a
/ wm<zaa>¢ndx_ ([wm]*gz— s, dm)

(A S () ) < (s () )

Der Termy? 1, verschwindet, da beide Funktionen
im unendlichen verschwinden missen (quadratinte-
grable Funktionen).

3.5 Diracsche Bra-c-Ket Notation

¢ Die in der Quantenmechanik auftretenden Integrale wer-
denin der Dirac-Notation folgendermal3en geschrieben:

[ 6.0 = (6,101) = {m(Oln)
e Somitist die Integration und die komplexe Konjugation

im "Bra-Ket" enthalten.

e Das Symbol(s),,| heifdt Bra und enthalt die komplexe
Konjugation.

e Das Symbol,,) heil3t Ket.

e Wenn ein Bra und ein Ket zusammen steken|O|v,,)

dann bedeutet dies, dass Uber die Variablenimtegri-
ert wird.

e Falls der Operator digist, dann lal3t man den Operator
weg:

<¢m‘1‘¢n> - <¢m|¢n>
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3.6 Eigenschaften hermitescher Operatoren 3

e In dieser Schreibweise lauten die Orthonormalitatsbe-
dingungen:

Wm\%) — 5mn

e Fiir den Uberlapp zweier Funktionen gilt:
<¢m‘¢n> — <¢n‘¢m>*

e Dies kann man leicht durch Einsetzen der Definition des
Uberlappintegrals Uberprifen.

3.6 Eigenschaften hermitescher Operatoren
e Die Definition der Hermitizitat lautet in Dirac-Schreibwget
(Y| Olthn) = (YOl
e Oder in abgekulrzter Schreibweise:
(m|Oln) = (n|Olm)*
e Die Eigenwerte hermitescher Operatoren sind reell.

e Sei O ein hermitescher Operator mit den Eigenwerten
Ao )
0\%> - )‘www>
e Wenn man sich klar macht, dags ein Eigenwert ist
und |¢,,) die entsprechende Eigenfunktion und nur die
Indizes eine Rolle spielen, dann kann man die Eigen-

wertgleichung auch etwas abstrakter aufschreiben (in
der Literatur auch haufig verwendet):

Olw) = w|w)
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3.6 Eigenschaften hermitescher Operatoren 3

e Nun multipliziert man von links mitw|
(w|O|w) = w(w|w) = w

e Wenn wir die Gleichung komplex konjugieren, dann er-
halten wir:
(W[Ow)" = w*

e Wenn wir die Hermitizitat des Operators benutzen, dann
ergibt das:

w = (w|Ow) = (w|Ow)* = w*

e Wegenw = w* sind die Eigenwerte reell.

e Die Eigenfunktionen (Eigenvektoren) hermitescher Op-
eratoren sind orthogonal.

e Der Einfachheit halber wollen wir annehmen, dass die
Eigenwerte nicht entartet sind (die Eigenwerte sind alle
unterschiedlich).

e Nun seienja) und|3) Eigenfunktionen des Operators
O mit den Eigenwerten undg.

e Mathematisch heifl3t das:

a#
Ola) = ala) (12)
O|8) = B|B) (13)

e Wir wollen zeigen, dass dani#|«) = 0.
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3.6 Eigenschaften hermitescher Operatoren 3

e Nun Multiplizieren wir Gl. 12 mit(5| und Gl. 13 mit
(a: )
(Bl0]e) = ( Blaja) = af Bla)
(|01B) = (alB|B) = BllB)

e Nun subtrahieren die komplex konjugierte zweite Gle-
ichung von der ersten:

(810]a) = (alO]B)" = a{Bla) - 5*(alB)’
e \Wegen der Hermitizitat von ist 5* = 3 und
( Bl0]a) = (a]0]8)"
e Somitist die linke Seite der Gleichung Null.

e Auf der rechten Seite it3|a) = (a|5)* und wir kdn-
nen ausklammern:

(Bla) (= B) =0

e Wenn die Eigenwerte verschieden sind, (nach Voraus-
setzung) dann muss der Uberlapp der Eigenfunktionen
Null sein:

(Bla) =0
e Genau das wollten wir zeigen.

e Der Beweis kann leicht auf entartete Eigenfunktionen
erweitert werden.
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3.6 Eigenschaften hermitescher Operatoren 3

3.6.1 Vertragliche Observable

e \Wenn wir einen Zustand nach den Eigenwerten verschiedener
Operatoren klassifizieren:

a, b, ...)

e Hier sinda, b, .. die Eigenwerte der entsprechenden Op-
eratorend, B, ..

e Das heil3t also
Ala,b,...) = ala,b,...)
Bla,b,...) = bla,b,...)
ABl|a,b,...) = abla,b, ...)

e Nun kann man sich fragen, ob man einen Zustand nach
beliebigen Operatoren klassifizieren kann

e Die Antwort ist NEIN!

e Dies geht nur wenn die Operatoren vertauschen. Math-
ematisch heifdt dass:

[A,B] — AB—BA=0
Wenn zwei Observablen gleichzeitig beliebig genau bes-

timmt werden kdnnen, dann muissen die entsprechenden
Operatoren kommutieren.

e Seiy Eigenfunktion vonA und B.
Al) = aly)
Bly) = bl)
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3.6 Eigenschaften hermitescher Operatoren 3

e \Wenn wir nun beide Operatoren alfanwenden, dann
ergibt sich:

ABly) = Ablip) = bA|¢) = balyp) = abl)
= aB|y) = Baly)) = BAp)

e Wenn diese Bedingung fir alle Eigenfunktionen der bei-
den Operatored und B gilt, dann muss der Kommu-
tator|A, B] verschwinden.

e Nun kann man sich auch fragen, ob diese Bedingung
auch anders herum gilt. Ist Eigenfunktion vonB,
wennAly) = aly) und[A, B] = 0?

BAJY) = Baly)
e WennA und B kommutieren, dann ist
AB|Y) = Baly) = aBly)

e Also ist B|y)) Eigenfunktion von4

e Daher istB|¢)) proportional zuy. Wenn wir die Pro-
portinalitatskonstante mitbezeichnen, dann ergibt sich

Bly) = bl)

e B|y) kann keine beliebige Funktion sein, 8&)) Eigen-
funktion von A sein muss. Man kann sich plausibel
machen, dass die Proportionalitat gilt, wenn man 2 Falle
unterscheidet:

1. B|¢)) eine andere Eigenfunktion vaA. Dann ist
der Eigenwert aber niclt (keine Entartung).
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3.6 Eigenschaften hermitescher Operatoren 3

2. BJy) ist die gleiche Eigenfunktion voA.

e Wenn wir wissen wollen, ob wir zwei Observable be-
liebig genau messen kdnnen — alsadobnd B vertraglich
sind, dann missen wir also nur den Kommutator der
entsprechenden quantenmechanischen Operatoren berech-
nen.

e Wenn zwei Observable komplementar sind — nicht vertraglich
dann kann man sie nicht gleichzeitig beliebig genau bes-
timmen. Der Kommutator der entsprechenden quanten-
mechanischen Operatoren ist von Null verschieden.

(A, B] #0
3.6.2 Die Unscharferelation

e Wenn wir zwei Observable nicht gleichzeitig beliebig
genau messen kdnnen, dann kann man sich immer noch
fragen ob es eine Grenze in der Genauigkeit gibt.

e Ein beriihmtes Beispiel ist die Orts- und Impulsunschérfe:
1
AxAp, > §h
e Die Unscharferelation wurde von W. Heisenberg 1927
vorgeschlagen.

¢ Im Folgenden wollen wir eine formale Herleitung dieser
Beziehung durchfihren:

e Sei der Kommutator zweier Operatoren
(A, B]=C
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3.6 Eigenschaften hermitescher Operatoren 3

e Wenn die beiden Operatorerundp, sind, dann hatten
wir fur den Kommutatoi# erhalten.

e Wenn wir nun eine Wellenfunktiofy haben, die nicht
notwendigerweise eine Eigenfunktion vdroderB ist,
dannist der mittlere Messwert jeweils der Erwartungswert
von A bzw. B.

(A) = (V[A[Y)
(B) = (¥|Bl|v)

e Der Operator fir die Streuung der Messwerte um den
Erwartungswert ist:

SA =A— (A)
5B =B — (B)
e Der Kommutator vond A, § B] ist:

0A,6B] = §A6B — 6BSA

e Die Erwartungswerté0) sind einfache Zahlen und kom-
mutieren daher mit den Operatoren.
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3.6 Eigenschaften hermitescher Operatoren 3

e Nun wollen wir folgendes Integral — es istim Wesentlichen
ein Erwartungswert — untersuchen:

I = /d7'| (a0 A — i B) |?
_ / dr [(adA ~ i6B) zp (o84~ i6B) o]

*

_ / dr :<oz5fl—z'5f3) wi "

¢ ¢/’ istim Moment eine praktische Abklrzung.
e « ist hier eine reelle Zahl.

e Dieser Ausdruck istimmer positiv, da das Betragsquadrat
immer positiv ist.

e Die Operatored A undd B sind hermitesch, weill und
B hermitesch sind.

e Wir erinnern uns an die turn-over-Regel flr hermitesche
Operatoren:

/ A Oty = / dr <O¢m)*¢n
/ dr [(004 —ioB) w]*w _ / dr <a521¢)*¢’ _ / dr <¢5B¢)*¢’

=a / dr v 85 AY + i / dr *5 By
_ / dr (acsAHaB) o
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3.6 Eigenschaften hermitescher Operatoren 3

e Nun schreiben wit)’ wieder aus und man erkennt, dass
I ein Erwartungswert ist:

I / dr " (a6A +i6B) (a6A — i6B) v
_ <(a521 + i(SB) (@A - ¢53)>

e Nun multipliziert man die Operatoren aus und splittet
den Erwartungswert in getrennte Terme auf:

I =a*((§4)°) +((0B)*) — ia(9ASB — 5BSA)
=[A,B]=C
= a*((0A)*) — a(iC) + ((6B)?)

e Dies ist eine quadratische Gleichungdn Der Be-
trag von/ wird minimal, wenn wir naclx ableiten und
die Ableitung Null setzen. Dies ist ein Minimum, da
((§A)?) positiv ist.

%ZQQ«M)%—@@:O
o= i)
2((6A)?)
e Nun setzen wir den errechneten Wert filn I ein:
:ﬁ SA)?) — <iq> iC 5B)?
TaAmE O = 3 i) + (0B))

(iC)? 2(iC')? N

T H{(6AR)  4((5AR)

(6B)?)
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3.6 Eigenschaften hermitescher Operatoren 3

e [ istinjedem Fall positiv.
(iC)?

.
4((6A)?)

+{(6B)*) >0

(iC)?
4

e \Wenn man die Definition voiA in den Erwartungswert

einsetzt, ergibt sich:
((0A)) = (A - <fl>)f> = (A7 —2A(A) + (A)?)

= (A%) = 2(A)(A) + (4)* = (A7) — (4)°

e Die Wurzel aus der mittleren quadratischen Abweichung
AA ist definiert als:

AA = \J(42) - (A
e Wenn wir dies in Gl. 14 einsetzen, dann ergibt sich:
(iC)’

& ((64))((6B)%) >

(14)

(AAP(AB) >

e Haufig wird die Unscharferelation auch folgendermal3en
angegeben:
A 1. . .
AAAB > |(iC)| = SI(lA, B))
e Wenn wir zum Beispiel die Operatorerundp, nehmen,
dann ist der Kommutator:

&, pa) = ih
(2h) B2

N20AA V2 > _ v
AeP(AR) 2 =T
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3.7 Zeitentwicklung

3.7 Zeitentwicklung

e Der Kommutator ist auch nudtzlich, um Aussagen Uber
die Zeitentwicklung eines Erwartungswertes zu machen.

e Wenn ein Operator ohne intrinsische Zeitabhangigkeit
(2 mit dem Hamilton-Operator kommutiert, dann an-

dert sich der Erwartungswert des Operators nicht mit
der Zeit.

d(Q) o) -
o 0 wenn 5 0 und [H,Q=0
e Herleitung:
ov oV
~— = HVU — = —H\If
o < 9t in

00 (58) o ()

e Die Zeitableitung kann man nun ersetzen:
d{V[Q[) _ (L
dt zh

_ Zh(\D\HQ\\D <\P\QFI\\P>
= (<\p|ﬁ1§z|xp> - <qf\§2ﬁ|@>)

= (U1, )|0)

~ 1 -
L (o) + <xp\m%m>
(/

(15)

e Eine nitzliche Rechenregel fir Kommutatoren ist:
(A+B),C]=(A+B)C -C(A+ B)
= AC+ BC —-CA—-CB=[A,C]+[B,(]
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3.7 Zeitentwicklung 3

e Ein wichtiges Beispiel ist der Kommutator von und
H (fur ein Teilchen in einer Dimension):

H=T+V
o Wir kénnen den Kommutator vofH, p,] als Summe
der Kommutatorefi’, p,.| und[V, p.| berechnen:

7.5t = | L e

2mda?’ i dx
o d>d d d?
= — —_— pr— O
(da:2 dr dx d:v2> /)

2im

_ E Y<x>% @) = V@) f o) — @)V @)
= ) V()
[[:[,ﬁx] = _éé‘/(ﬂ?) ~ %[Hapx] - _%V( )

e Wenn wir diesen Ausdruck nun fur die zeitliche En-
twicklung vonp, einsetzen, dann ergibt sich:

d(V[p.|V) _
dt

[ pIY) = — (1] (@)]0)
= (¥|F(x)|¥)
e Aus der Physik wissen Si¢7(x) = —dV (x)/dx
e Fist hier die Kratft.
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3.7 Zeitentwicklung 3

e Ein weiterer wichtiger Kommutator i$H, Z:

V.3 =V(z)z —2V(z) =0

181110 =~ (o) — 221 (0))

om \ dzx dx?
n [ d df (z) i
7%(@Jﬂwfxm]‘“@5@0
| df(x)  df(z)  d*f(x) d’
T 2m ( dx i dx +ic da? _xdx2f<x>j
=0
_ Rdf()
 m dx
e Nun setzt man den Kommutator in Gl. 15 ein:
d(U|Z|W) n d
S ] - |
dt h< | mdx| ) : >
1 d W|p, | W
= (| — i) =
m< | =i dxl ) -

e Wir erinnern uns an die abgekuirzte Schreibweise des
Erwartungswertes:

(V[O]) = (0)

e Zusammenfassung: Wir haben nun folgende Relationen
gezeigt:

dps) _
)
di) _ (p)

dt m
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3.8 Matrizen in der Quantenmechanik 3

¢ Diese Gleichungen werden Ehrenfest-Gleichungen oder
auch Ehrenfest-Theorem genannt.

e Wenn man diese Gleichungen kombiniert, dann erhalt
man:

i (5) = o) = Fo)

Pli)
msl = (F(a)

e Wir erinnern uns an die klassische Physik:

dx P
—_— =) = —
dt m
d*x
I — e
ma mdt2

e Man kann sagen, die klassische Physik beschaftigt sich
mit den Mittelwerten — den Erwartungswerten. Die Quan-
tenmechanik beschreibt die darunterliegenden Details.

3.8 Matrizen in der Quantenmechanik

3.8.1 Matrixelemente

¢ In der Quantenmechanik werden Operatoren haufig durch
Matrizen und Wellenfunktionen durch Vektoren dargestellt

e Wir haben nun schon haufiger Ausdriicke der Fouit|m)
gesehen

e Diese Ausdrlicke werden haufig auch als Matrixelement
bezeichnet

<n\Q|m> = Qpm
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3.8 Matrizen in der Quantenmechanik 3

e Haufig treten auch solche Ausdriicke auf:

Z<m‘ |B‘TL ZAmsBsn = ) mn — <m|le\n>

S

e \Wenn man das rechte und das linke Ende der Gleichung
vergleicht, dann sieht man:

> ls)isl =

e Das ist die Wollstandigkeitsrelation.

e Das ist wie die Basis zu einem Vektorraum. Mit den
Basisvektoren kann man jeden Vektor in diesem Raum
als Linearkombination der Basisvektoren schreiben:

W) = ZCJ&)

e Eine Komponente des Vektors kann man mit der entsprechen-
den Projektion (Multiplikation von links mifs;|) finden.

e \Wenn man eine orthonormierte Basis verwendet, dann
ergibt die Multiplikation von links mit(s;|:

(sj|¥) = ZC¢<Sj|S¢> = ¢;

e Wenn man die Koeffizienten in die Entwicklung nach
der Basis einsetzt, dann ergibt sich:

) =D (sil)]si) = Y [si){si¥)

l {
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3.8 Matrizen in der Quantenmechanik 3

3.8.2 Die Diagonalisierung des Hamilton-Operators

e Wir kbnnen den eben beschriebenen Formalismus auch

zur Losung der Schrodinger-Gleichung verwenden:
H|V) = E|V)

e Dazu setzt man fi die Entwicklung nach einem voll-
standigen Funktionen-System ein:

Z cnH|n) = EZ )

e Nun multipliziert man von links mit einen beliebigen

bra(m/|:
ch m|H|n) = Ech mn)

n

¢ In Matrixform lautet die Gleichung:
Z CnHmn =FE Z CnSmn

e Wenn man orthonormierte Zustande verwendet (Eine
Orthonormalbasis kann man sich z.B. mit dem Gram-

Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahren erzeugen),

dann erhalt man;
Sin = {m|n) = b

Z H,.c, = Ec,,
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4

e Wenn die Hamilton-Matrix diagonal ist, dann kann man
die Energie direkt an der Hamilton-Matrix ablesen:

Hmmcm — Ecm

e Zusammenfassung: Die L6sung der Schrodingergleichung
ist Aquivalent zur Diagonalisierung der Hamilton-Matrix.

4 Einfache quantenmechanische Probleme

4.1 Charakteristik akzeptabler Wellenfunktionen

e Nach der Bornschen Interpretation der Wellenfunktion
ist ¢*1) die Wahrscheinlichkeitsdichte.

¢ 1) muss daher quadratintegrabel sein, sowie die Normierungs-
bedingung erftllen

/ drip*e = 1

e Mit dieser Bedingung kann die WF nicht tber einen
endlichen Bereich unendlich werden.

e Die Wellenfunktion muss eindeutig sein. (Das enthalt
aber schon der mathematische Begriff der Funktion) Eigdmtl
muss nury*y eindeutig sein, aber wenmheindeutig ist,
dann ist es auch das Betragsquadrat.

e Die Wellenfunktion muss stetig sein (Sie muss differen-
zierbar sein).
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4.2 Das freie Teilchen

wx)
Wx)

W)
W)

/N

X

X

Figure 1: Nicht erlaubte Wellenfunktionen.

e Die Wellenfunktion muss stetige erste Ableitungen haben
(die erste Ableitung muss differenzierbar sein, aul3er an
Stellen, an denen das Potential Springedanf hat).

4.2 Das freie Teilchen

e Das einfachste Beispiel eines quantenmechanischen Sys-
tems ist das freie Teilchen in einer Dimension.

e Die Energie eines frei beweglichen Teilchens ist in der
klassischen Mechanik ein Teilchen, dass nur kinetische
Energie besitzt.

E=T

e Dann nimmt man den klassischen Ausdruck fir die En-
ergie und ersetzt den Impuls mit dem Impulsoperator.
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4.2 Das freie Teilchen 4

Der Hamilton-Operator lautet dann:

. h? d?
T 2mda?
e Die Schrodinger-Gleichung ist dann:
h* d? d? 2mE
.~ W =E — ) = —
2md:v2¢ vy e dx? h? ¥

e Aufder linken Seite steht die zweite Ableitung der Wellen-
funktion, auf der rechten Seite steht die WF multipliziert
mit einer Konstanten. Dies legt nahe, eine Exponential-
funktion als WF zu verwenden.

e Eine allgemeine Losung der Gleichung ist:

. . [2mE
w :Aelkx—l-BG_ka L — 7;:’2

e Wir Uberzeugen uns durch Einsetzen, dasen Ldsung
iSt:

2
dCiQ (Aezk:(: 4+ Be—ika}) _ _k2w
d

- (ikAe™ — ikBe ') = —k*)
_ 12 ppikr _ 2 ikt _ —k2¢
e Jay ist LOsung.
e Eine alternative Form der allgemeinen Lésung ware z.B.:
Y = C cos(kx) + Dsin(kx)

e Die Bewegung des freien Teilchens ist nicht eingeschrankt
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4.2 Das freie Teilchen 4

e Die Energie des freien Teilchens kann jeden beliebigen
Wert annehmen — Sie ist nicht gequantelt.

e Der Zusammenhang zwischen Impuls und Energie ist:

PP
2m

e Die Energie des freien Teilchens ist in Abhangigkeit

von k:
mE k2h?
k = EF=—
h? = om
2 232
P k°h
= = p==kh
2m 2m p

e Ander zweiten allgemeinen Losung sieht man sehr schon
die Wellenlange:

1.00

0.50

£(X)

0.00

-0.50

-1.00 .
0 V2 TT 3172 2TT

X

Figure 2: sin(x) undcos(z).
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4.2 Das freie Teilchen 4

e Sinus und Kosinus sind beider periodische Funktio-
nen.
cos(z') = cos(z' + 2m)
sin(z') = sin(z’ + 2m)
C cos(kx) 4+ Dsin(kx) = C cos(k(x + X)) + Dsin(k(x + \))
= C cos(kx + kX) + Dsin(kz + k)

=k\ =27
2T
Sk =—
A
e Diesen Ausdruck setzt man nungn= kh ein:
B 27rh _2rh ﬁ
PN T N o T

e Das ist die De Broglie Beziehung.

4.2.1 Die Bedeutung der Koeffizienten

e Wenn wir B = 0 setzen und dann den Impulsoperator
anwenden, dann ergibt sich:

ﬁAeikx _ _ZhiAezkx _ —’LQhkAeﬂm _ ]CFLAG“W
X

e Wenn wir A = 0 setzen und dann den Impulsoperator
anwenden, dann ergibt sich:
d

—ih—Be ™ — i?hkBe " = —khBe """
dx

e Der Impuls ist eine vektorielle Gré3e. Im gerade unter-
suchten Fall ist es so, dass die beiden Wellenfunktionen
zu Impulsen gleichen Betrags gehoren, aber die Rich-
tung ist entgegengesetzt.
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4.2 Das freie Teilchen 4

p = —kh w _ e—ikx
Impuls in Richtung -Xx

Impuls in Richtung x

J/Qp = ik p=tkh

e Die analoge Untersuchung mit der Linearkombination
aus Sinus und Kosinus urid = 0 ergibt:

—ihdiC' cos(kx) = thkC sin(kx)
x

e Die Funktion ist keine Eigenfunktion des Impulsopera-
tors.

e Man rechnet leicht nach, dagsn diesem Fall eine Lin-
earkombination aus den beiden komplexen Exponen-
tialfunktionen ist:

1 | |
w _ EC <ezkx + e—zk:p)

1
= 50 (cos(kx) + isin(kx) + cos(kx) — isin(kx))
= C'cos(kz)

e Wenn wir mit dieser Wellenfunktion
1 | |
C cos(kz) = 50 (e + e )

eine Messreihe durchfuhren, dann erhalt man in der Halfte
der Fallekh und in der anderen Halfte k.
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4.3 Teilchen im Kasten 4

e Der mittlere Messwert des Impulses ist der Erwartungswert
der WF mit dem Impulsoperator:

W) = " leiw;

7

e Da die Wellenfunktion eine Linearkombination aus zwei
Eigenfunktionen des Impulsoperators ist, erhalten wir
entweder den einen oder den anderen Eigenwert.

e Aus der Wahrscheinlichkeitsinterpretation der WF ergibt

sich
Slef =1

e \Wenn beide Koeffizienten gleich sind, dann ist die Wahrsehei

lichkeit 50:50. Die Koeffizienten sind (' (e’ 4 e=**)
gleich.

4.3 Teilchen im Kasten

e Das einfachste quantenmechanische Modellsystem ist
das Teilchen in einem Potentialtopf mit unendlich ho-
hen Wanden
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4.3 Teilchen im Kasten 4

(0fiir0 < o < L
V(z)=qoofirz > L
\oofUrxS 0

e Der Hamilton-Operator des Systems ist:

A K2 d?
G v
2m dx? +Viz)

e Man kann den Operator nach den bereits gelernten Vorsehrift
konstruieren:

1. Den klassischen Ausdruck aufschreiben
2. Die Impulse mit dem Impulsoperator ersetzen
3. Die Orte mit dem Ortsoperator ersetzen

e Der Ortsoperator in Ortsdarstellung ist "mal x", daher
bleibt das Potential unverandert.

e Nun wollen wir die qualitativen Eigenschaften der WF
untersuchen.

e \Wenn das Potential unendlich ist, dann muss die WF
verschwinden.
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4.3 Teilchen im Kasten 4

e Dies kann man leicht durch den Erwartungswert der Po-
tentiellen Energie motivieren:

V) = / Ao (a)|PV ()

e Da das Potential Uber einen langeren Bereich unendlich
ist, mussy in diesem Bereich verschwinden, da sonst
der Energieerwartungswert unendlich ist

e FUr die andere Seite gilt das gleiche wengegenL
geht.

¢ Innerhalb des Kastens hat man den Hamilton-Operator
des freien Teilchens, da innerhalb des Kasitéfs) = 0

gilt.

e Somit kann man im Kasten die Wellenfunktion fur das
freie Teilchen verwenden

Y11 = Ccos(kx) + D sin(kx)
Y=Y =0

e Die WF muss eine stetige Funktion sein, daher muss
Y gegeny;(0) konvergieren, wenn x gegen Null geht

e Daher muss die WF folgende Randbedingungen erflllen:
V1r(0) = =0
Yr1(L) = i =0
e Aus der ersten Randbedingung ergibt sich:
Ccos(k-0)+ Dsin(k-0)=0 = C =0
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4.3 Teilchen im Kasten 4

e Wegen der zweiten Randbedingung gilt:

Dsin(kL) =0
1.00 0503
sin(x)
0.50
X 000
-0.50
-1.00 .
0 T2 Tt 32 2n
X
Figure 3: sin(x) undcos(z).
e Die Nullstellen des Sinus sind bei 27, ... — beinw

wobein eine ganze Zahl ist.

e Die LosungD = 0 ist nicht sinnvoll, da das Teilchen
dann nach der Bornschen Interpretation nirgendwo ist.
Das gleiche gilt auch ftr = 0. Daher qilt:

kL =nm = k‘:% n=123,..

e Die Wellenfunktion ist dann:

Yn(x) = Dsin <n%:v)
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4.3 Teilchen im Kasten 4

¢ Die Energie erhalt man durch Einsetzen in die Schrodinger-
gleichung:

ﬁ% — nwn
h? d?
—%@D sin <n%x) = FE, Dsin (n%x)
72 22
%RLZ D sin (n%x) = F, D sin (n%x)
h?n?m? h’n?
L7222 -2m  8mlL?
mitn=1,2,3, ...

e Die Energie ist quantisiert! — Es sind nicht alle beliebi-
gen Energien zugelassen.

e Das st ein wesentlicher Unterschied zur klassischen Makha
Ein Teilchen in einem Potentialtopf kann dort jede be-
liebige Energie annehmei’(;,,).

e Der niedrigste erlaubte Zustand ist und heil3t Grundzu-
stand.

¢ Die kinetische Energie des Grundzustandes st nicht Null
— das System besitzt eine Nullpunkts-Energie. Dies ist
ein Gegensatz zur klassischen Mechanik, da es hier mdglich
ist, dass das System keine kinetische Energie besitzt.

e Der ZustandE ist der zuE; benachbarte Zustand und
heil3t 1. angeregter Zustandy; ist der 2. angeregte
Zustand, etc.

e Damit wir mit,, Wahrscheinlichkeiten ausrechnen kdn-
nen, mussen wir die WF noch normieren.
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4.3 Teilchen im Kasten 4

/ drip*e = 1

¢ In einer Dimension hangt die WF nur vanab, daher
ist die Integration Ubedr nur Gberdz

[ dvv(ayuta) =1

e Die Stammfunktion voRin®(az) ist:
1

F(x)= 5 (ax — sin(ax) cos(ax)) + ¢

L

\D2/ dx sin’ (%x) =
0

|D‘2i

—Xr — SIn|{ —X ) COS| —X
omr LD L)
L ID|2L
— |D|IP— —0) =
‘ |2n7r (mr ) 2

e Mit der Normierungsbedingung gilt:
[DI’L
=

e Bis jetzt kann die WF auch komplex sein! Da die Phasen
der WF keine Rolle spielen, kbnnen wir D reell und pos-

itiv wahlen:
2
D =4/—
\/;

e Die normierte WF ist dann;

oo = 7on ()
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4.3 Teilchen im Kasten 4

4.3.1 Zusammenhang WF und Wahrscheinlichkeit

e Die Wahrscheinlichkeit das Teilchen zwischen a und b
zu finden, kann Uber das folgende Integral berechnet
werden:

b
P(a,b) = / dx *(2)(x)

e Wenn wir das Teilchen im ganzen Kasten suchen, dann
ist die Wahrscheinlichkeit 1 — wir finden es also in je-
dem Fall. Das ist so, weil wir die WF entsprechend
normiert haben.

e Beispiel: Wir wollen die Wahrscheinlichkeit berechnen,
mit der sich ein Teilchen im Zustang, zwischeniL
und2 L aufhalt.

L
2 2
d dr — —
A T Yy = /4L stm (L:z:>
3L
2 L |27 , 27 27T 1
L47T L.CL’ sin L.CL’ COS La: y
B 1 (27 3L , 2w 3L 27r3L
S A AT

2m L , 2 L 27TL
T sin T COS T

»-lklo.’)
I[OY)

57



4.3 Teilchen im Kasten 4
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4.3 Teilchen im Kasten 4
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4.3 Teilchen im Kasten 4

4.3.2 Eigenschaften der Losung

¢ Die niedrigste mogliche Energie iBf und nichtt, = 0

e Ein mikroskopisches Teilchen hat also immer eine Min-
destenergie — Die Nullpunktsenergie.

e Die Energieniveaus sind diskret. Daher sind auch Dif-
ferenzen zwischen den Energieniveaus diskret.

e In der Spektroskopie untersucht man genau solche Ubergange
von einem Niveau in das nachste Niveau.

e Wir kbnnen anhand unseres einfachen Modells also schon
gualitativ Verstehen, warum nur diskrete Linien in einen
Spektrum zu beobachten sind. (Die Auswahlregeln fehlen

noch!)
E
=— F>
hv AFE
S

e Die Anregungsenergie fur zwei benachbarte Zustande
iSt:

h*n+1)*>  h*n?
82mL2 8mL? ,
Sz (7 Tl = o

En—i—l — kb, =

(2n +1)
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4.4 Teilchen im Kasten (2 Dimensionen) 4

e Wenn man die Kastenlange vergof3ert, dann riicken die
Energieniveaus ndher zusammen

e Wenn der Kasten unendlich grol} ist, dann erhalt man
ein freies Teilchen. Die Energie ist nicht mehr gequan-
telt.

4.4 Teilchen im Kasten (2 Dimensionen)

e Kastenpotential mit unendlich hohen Wanden mit der
Kastenlangd., und L,

e Der Hamilton-Operator in zwei Dimensionen ist:

h? ( o*

H=_
92 - 8y2) + V(z,y)

2m
Viey) 0fir0 < =z < Lyundfird < y < L,
X, =
/ oo sonst

e Wir haben eine Differentialgleichung mit 2 Variablen
undy. Daher versuchen wir die Variablen zu separieren.

e Als Ansatz fur die Wellenfunktion verwenden wir;
Y(z,y) = X(2)Y(y)

e Mit diesem Ansatz lautet die Schrodingergleichung:

9’ X () 8%V (y)

o (YT X0 P V)X @Y () = EX @)Y ()

2m
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4.4 Teilchen im Kasten (2 Dimensionen) 4

e Mit den gleichen Argumenten wie beim Teilchen im
Kasten in einer Dimension verschwindet die WF aul3er-
halb des Kastens. Nach Division mii(z)Y (y) lautet
die Schrédungergleichung im Kasten:

1 82X(a})+ 1 Y(y)|  2mE
X@ o YW o2 | T
kon‘s;(mt k:on?s?cmt — %—TS (Ez+Ey)

e Beide Terme mussen Konstanten seinzdand y un-
abhangige Variablen sind und auf der rechten Seite eine
Konstante steht.

e Daher kénnen wir die Gleichung in zwei Gleichungen
zerlegen. In eine, die nur als Variable enthalt und in
eine, die nuwy als Variable enthalt.

1 0°X(x) E.2m h* 0°X ()

__ _ — E,X
X(x) Ox? 27 Tom or ()
1 0%Y(y) E,2m R? 0°Y (y)

— _ —EY
Y(y) 0y 2 om0 24

e Die einzelnen Gleichungen haben die Form der Gle-
ichung des eindimensionalen Problems.

e Die Randbedingungen sind auch dieselbenvir kdn-
nen die LOsung des 1-Dimensionalen Problems verwen-
den um die Gleichungen fiir, bzw. iny zu I6sen.

2 . (n,m h*n?2
X<:E>:”L_81H<L :13) ExISmLQ
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4.4 Teilchen im Kasten (2 Dimensionen) 4

2 T, h*n’
Y(y) =4[ —sin | 2 E, = J
) V™" ( L, y) VT 82

e Damit ist die Wellenfunktion insgesamt:

2 o ,
Y(x,y) = \/msin (72::1:> sin (%y)
e Aus der Schodingergleichung wissen wir, dass

B2 2 n2
E=L,+FE, = (nx—l— y)

Sm\ L2 L2

4.4.1 Entartung

e Falls die Kastenlange im- und y-Richtung gleich ist
dann ist die Energie:
h2
~ 8mL?

e Der Zustanda, b) hat die gleiche Energie wie der Zus-
tand|b, a)

e Die Wellenfunktionen sind allerdings verschieden. Beakpi
11,2) und|2, 1)

2 2
11,2) = 7 sin (%ZL’) sin (%y)

2 2
2,1) = 7 sin (%x) sin (%y)
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4.5 Der harmonische Oszillator

45 Der harmonische Oszillator

e Die Kraft im harmonischen Oszillator ist;

F(z)=—kzx
B dV (z)
—hr= - dx

e Das Potential erhalt man, wenn man uber x integriert:

/ kadr = / d‘;ff)dx

1
5!@:132 =V(x)

e Den Hamilton-Operator flr ein Teilchen im harmonis-
chen Potential erhalten wir durch Ersetzen der Orts- und
Impulskoordinaten im klassischen Energieausdruck:

P 1

E=-"—+ka’
om 2"
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4.5 Der harmonische Oszillator 4

e Damit haben wir unser quantenmechanisches System
festgelegt. Wir missen nur noch die Eigenfunktionen
suchen.

e Die Schrddingergleichung des harmonischen Oszillators

lautet: R 1
—— 4 ka*=F
2m dx? + 2 Ty v
e Nun machen wir die Variablentransformation:
h
€T = [
mw
e UNnd setzen
\ = 2K
- hw
k
w=\/—
m™m

e Nun setzen wir die Variablentransformation in die Schrgdm
gleichung ein:
R mwd®) 1 h

_ ~ M Py = E
2mhdy2+2mwy¢ 4

2y ko, 2F
dyQ_mw2y¢__ﬂ¢
&y km o,
@ mEY YT
d2
Yy = —x

dy?
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4.5 Der harmonische Oszillator 4

>y

0 ()\ Y ) Y =0
e Im Limit fur groRey ist X klein gegeniibey?. Daher
gilt:
d%
dy =0

e Dies legt eine Exponentialfunktion als Ansatz fir die
WF nahe:

e Die Funktion mit dem positiven Vorzeichen kommt als
LOsung nicht in Frage, da die WF in diesem Fall nicht
guadratintegrierbar ist.

d? d
@e v’ = —d—yye 20’ = =y’ R T

e Wenny gegen unendlich geht, dann kann man im asymp-
totischen Limit den letzten Term gegenliévernach-
lassigen.

e Nach dieser Naherung setzen wir in die Schrodingergle-
ichung ein:
y26_%y2 — y26_%y2 =0
e Aus diesen Betrachtungen ist es plausibel, dass die LO-

sung der Differentialgleichung eine Exponentialfunk-
tion enthalt.

67



4.5 Der harmonische Oszillator 4

e Nun wollen wir den Ansatz 2 mal differenzieren und in
die Schrddingergleichung einsetzen:

d? 12 d o Lo _1,
gl e :d—y<f(y)e2 —yflye ")

— ["y)e  —yf(y)e

— fly)e 2 —yf(y)e 3 + g2 fly)e

1) =20 W) = 1)+ 9 F0) + M)~ 0] e =0
() =2y (y) — f(y) + Af(y)] e =0

e Die Exponentialfunktion ist nicht Null. Daher muss der
Klammerausdruck Null werden.

') —2uf'(y) = fly) + Afly) =0  (16)

e Nun setzen wirf(y) als Polynom an:

f(y) - Z anyn

Znany
Zn (n=D)apy" > =Y (n+2)(n+1)ag2y"

n=0
e Dies setzen wir nun in Gl. 16 ein:

Z (mn+2)(n+ Dayio —2na, + (A —1)a,]y" =0
n=0
e Day jeden Wert annehmen kann muss jeder Koeffizient
flr sich verschwinden

(n+2)(n+ L)apse) — 2na, + (A —1)a, =0

—_

2
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4.5 Der harmonische Oszillator 4

e Diesen Ausdruck I6sen wir naeh, -y auf und wir er-
halten eine Rekursionsformel:

2n+1— A

n+2)(n+1)

Ant2) = ; Qn (17)

e Die Rekursionistum 2 versetzt. Der Hamilton-Operator
kommutiert mit dem Paritatsoperator (ohne Beweis an
dieser Stelle). Daher treten entweder gerade oder unger-
ade Potenzen vomauf.

e \Wenn eina,, Null ist, dann sind es auch alle weiteren.

e Nun mussen wir noch untersuchen, ob die Potenzreihe
das Verhalten fliy — oo nicht wieder zerstoért. Wenn
y grof3 wird, dann dominieren die grof3en Potenzen des

Polynoms.

a 2 ..
"2~ Z fir groRen
ay, n

e Dies ist das gleiche Verhalten wie das der Taylor-Reihe
von ¥’ (gerade Koeffizienten)

e Dies ist das gleiche Verhalten wie das der Taylor-Reihe
von yey2 (ungerade Koeffizienten)

© 9 2,4,..
6y220y_"u Z Byyy
p= v
5, — 1




4.5 Der harmonische Oszillator 4

e FUrungerade Exponenten kann man eine ahnliche Anal-
yse machen:

oo 2”%1 1,2,5,..

ye! = ZO y,ﬂ = > By
U= v

e Aus dem Vergleich der Potenzen vgnkann mang
berechnen:

v—1
2

v=2u+1 & p=

1
By = (1/—1)!

v=1)] v=1)| 1 2
Porz _ (_f 2 = (_12 ) = - ~ — flr groRe/
B, (=B (B4 s+ v
e Ein unendliches Taylor-Polynom mit den Koeffizienten
aus Gl. 17 hat das selbe asymptotische Verhalten wie

692

e Die Potenzreihe verhalt sich asymtotisch wid Dies
Uberwiegtg‘%?ﬂ! Daher muss die Potenzreihe abbrechen!

e Die Reihe bricht ab, wenn der Zahler in GIl. 17 Null ist:
2v+1—-A=0 v=0,1273,..

2w +1=M\ 2By
%4 = e
hw
2 1 1
Eyzhw(12/+ ):hw(y—i—§)

e Da 1 der tiefste Zustand ist, hat der harmonische Os-
zillator eine NuIIpunktsenergiyw.
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4.5 Der harmonische Oszillator 4

e Die Energieniveaus im harmonischen Oszillator sind agiidi
tant (iw).

1 1
Ewl—Eth(y—l—l—i—é—V—?)hw

e Mit der Rekursionsformel 17 kann man die WF berech-
nen.

1. Man Berechnex flr den entsprechenden Zustand
Qu+1=]A)

2. Nun fahrt man die Koeffizienten des Polynoms auf
ay odera; zurlck 17.

3. ag bzw. a; kann man aus der Normierungsbedin-
gung berechnen.

e Die Wellenfunktion ist aul3erhalb des Potentials nicht
Null!

e Daher ist die Wahrscheinlichkeitsdichte auf3erhalb des

Potentials grof3er als Null.

= Man kann das Teilchen aul3erhalb des Potentials finden!
Das gibt es klassisch nicht. Es ist ein typisches quanten-
mechanisches Phanomen. Man nennt es Tunneln in das

klassische Potential — Tunneleffekt.
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4.5 Der harmonische Oszillator
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4.5 Der harmonische Oszillator
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4.5 Der harmonische Oszillator 4

e Zusammenfassung harmonischer Oszillator:

e Die WF ist ein Produkt aus einem Polynom (Hermite-
Polynom, H,(y)), e=2v" und dem Normierungsfaktor
Ny
U, (y) = N, Hye 3R
e Furdie Hermite-Polynome gilt folgende (einfachere) Rekur
sionsbedingung:

(
Ho(y) =
Hi(y) =2y
Hy(y) = 4?J2 — 2
Hy(y) = 8y° — 12y

e FUr die Normierungskonstante qilt:

(tvinr)
B /A /(2V - )

v
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4.6 Teilchen auf dem Ring 4

4.6 Teilchen auf dem Ring

X

BN

e Der Hamilton Operator des Systems lautet:
A ;2 2 2
H=— 0 + 0
2m \ 0r?2  0y?
e Wegen der Form des Problems ist es glinstig Zylinderko-
ordinaten zu wahlen:

xr =1 cos(¢)

y = rsin(¢)
o> 9*  9* 19 1 8
Ox? * oy? ~ o * ror * 2 0?2
¢ Die Ableitungen nach fallen weg, da das Teilchen auf
dem Ring liegen soll(ist konstant).

A 21 d? h? d
H

omride® 21 d¢?

e | = mr? ist das Tragheitsmoment.
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4.6 Teilchen auf dem Ring 4

e Die Schrodunger-Gleichung miit = 0 lautet:

h2 d?
_§W®(¢) = Ed(9)
d? 2[F
dT&CDW) = —?Cb((ﬁ)

e Die Gleichung hat die gleiche Struktur wie beim freien
Teilchen.

e Eine allgemeine Losung der Gleichung ist:
® = Ae™? 4 Be "¢

2[F
=\

e Die Randbedingungen sind in diesem Fall die Anschluss-
bedingungen der WF nach einem Umlauf:

O(¢) = B¢ + 2m)
Ae™® & Be~ s — Aeimu(dt2m) 4 ge—inu(d+2m)
_ Aeimlgbeiml%r + Be—imlgbe—imﬂﬂ
e Die Euler-Formel lautet:
€' = cos(¢) + isin(¢)
"™ = cos(2m) +isin(27) = 1
=1 =0
e Dies qilt auch fur alle ganzzahligen Vielfache von.
Somit wird der Faktoe*"?" eins, wennn; ganzzahlig

ISt:
m;=0,%1,£2, ...
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4.6 Teilchen auf dem Ring 4

e Die erlaubten Energien sind:
m%hQ
21

Ep, =

4.6.1 Drehimpuls

e Klassisch ist der Drehimpuls:

ik
L=rxp=lx y =z

Pz Py Pz

e Die z-Komponentek) des Drehimpulses erhalt man als:

e Der entsprechende quantenmechanische Operator ist dann:

A h 0O h O
l,=0— —y——
1 Oy 1 0x
e Nach Transformation auf Polarkoordinaten erhalt man:
[ — h 0
° 109

e Wenn wir [, auf die WF des Teilchens auf dem Ring
anwenden = 0), dann ergibt sich:

[LAe™® — }—?({%Aeimm = hmyAe'™?
i

e Die Funktion ist Eigenfunktion z{i
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4.6 Teilchen auf dem Ring 4

e Die Normierung der Funktion:

/ drip*e = 1

27 2
/ dpA*e™ M0 g9 = \A|2/ do = 2r|A|* =1
0 0

e Konventionsgemal wird reell gewahlt.

e Damit ergibt sich die Normierung zu:
1

A=
V2

my; > 0

=
=

my < 0




4.7 Teilchen auf einer Kugeloberflache 4

4.7 Teilchen auf einer Kugeloberflache

e Der Hamilton-Operator lautet jetzt:

2
gL v
2m

e In diesem Fall empfiehlt sich eine Transformation auf
spharische Polarkoordinaten

x = rsin(f) cos(¢)

y = rsin(f) sin(¢)
z =1cos(f)

r .= Abstand des Punktes zum Ursprung
¢ = Winkel von der positiverx-Achse zur Projektion
des Vektors in diecy-Ebene 7 bis )

6 := Winkel von der positiverr-Achse zu~ (0 bis )
<

e Der Laplace-Operator ist in diesem Fall:



4.7 Teilchen auf einer Kugeloberfldche 4

e Der letzte Term ist der Legendre-Operator

0* 1 0 0

2 ; _
N = Srwae s as 5

e Der Legendre-Operator ist der Winkelanteil des Laplace-
Operators. Da beim Teilchen auf der Kugeloberflache
der Radius konstantist, missen wir folgende Schrddinger-
gleichung lésen:

21 E
R

e Glucklicherweise ist das ein bekanntes Problem aus der
Mathematik. Man kann die LOosung nachschlagen.

A*(0, ¢) = (6, 0)

e Die Eigenfunktionen sind die Kugelflachenfunktionen
und werden mit dem Symbat,,, abgekirzt.

e Die Funktionen erflllen folgende Gleichung:
AV, = =1 + 1) Y,
e Die Indizes! undm; erflillen folgende Nebenbedingun-

gen:
1=0,1,2,3,...

m; = l, (l — 1), coey —

¢ Die Kugelflachenfunktionen sind aus zwei Faktoren zusam-
men gesetzt:

Y}ml(@, ¢> - @lmz<‘9)q)ml(¢>
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4.7 Teilchen auf einer Kugeloberfldche 4

1
Yoo = ——=
W=
I /3
Y10 = =1/ — cos(0)
2V m
I /3
)/lztl = :F§ % Slﬂ(@)@iw
L /5
Yoo = V- 3cos™(0) — 1)
1 /15
Yoi1 = F5\/ 57 cos(6) sin(#)e*"?
T

e Die Funktion®,, (¢) haben wir beim Teilchen auf dem
Ring schon untersucht.

e Die Funktiono,,, (0) heil3en zugeordnete Legendre-Funktionen

e Die Kugelflachenfunktionen werden nach den Eigen-
werten des Legendre-Operators und nadélassifiziert.

e Die Energie ergibt sich zu:

hQ

El’ml — l(l ‘|‘ l)ﬁ

e Die Energien hangen nicht von; ab. Fir jede$ gibt
es(2l+1) my-Werte. Die Energien sind alg0! + 1)-
fach entartet.

e Die Kugelflachenfunktionen sind Eigenfunktionen des
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4.7 Teilchen auf einer Kugeloberfldche 4

[.-Operators:
h o 1
O, (0)——
a¢( l l( )\/%

e Der Eigenwert des Legendre-Operators entspricht dem
Betrag des klassischen Drehimpulses.

e Die kinetische Energie einer Kugel (Spezialfall) mit dem
Tragheitsmoment und der Winkelgeschwindigkeit
ist klassisch: o
E/{;m = —Icu = 2]
e Die linke Seite der Glelchung ist analog zur Transla-

tionsbewegung.

e Die GroR3e (der Betrag) des Drehimpulses ist in diesem
Fall:
L = +/21FE};,

e Wenn wir den quantenmechanischen Ausdruck mit dem
klassischen Ausdruck vergleichen, dann ergibt sich:

VI(I + 1)k := Betrag des Drehimpulses

e Der Betrag des Drehimpulses ist gequantelt—im Gegen-
satz zum klassischen Fall sind nicht alle Betrage zuge-
lassen.

e Dam;h der Eigenwert vor, ist, entsprichtn;i der z-
Komponente des Drehimpulses.

e Dal gequantelt ist, ist auch,; gequantelt — es ist also
nicht jeder beliebige Wert zugelassen.
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4.8 Wasserstoffahnliche Atome 4

Figure 7: Vektordarstellung der 5 moglichen Orientierungen des Dnphlses fll =
2.

e Man kann die WF nicht zusétzlich nathundi, klassi-
fizieren, da die entsprechenden Operatoren nicht.mit
kommutieren.

e Daher sind diec undy Komponenten nicht spezifiziert.

4.8 Wasserstoffahnliche Atome

e Der Hamilton-Operator solcher Systeme ist:

A h? h? Ze?
H=——V3;——V—
omxg N 2m. ¢ Adweyr
h
h=—
2T

m. := Masse des Elektrons

my = Masse des Kerns

o .= Permittivitat des Vakuums

r = |, — Rg| := Elektron-Kern-Abstand
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4.8 Wasserstoffahnliche Atome 4

7 = Kernladung

e Ein Schlusselschritt zur Lésung des Problems ist die
EinfUhrung von neuen Koordinaten. So kann man die
Bewegung des Elektrons von der des Kerns separieren.

e Die neuen Koordinaten sind:

e Wobeim die Gesamtmasse ist:

m =me,+ my

e Die Transformation auf die neuen Koordinaten laf3t das
Potential im Wesentlichen gleich: & |7]).

e Der Laplace-Operator ist:

0? 0? 0?

dx? i y? i 077

e Wenn keine Kopplungen unter den Komponentemn =

auftreten, dann kann man die Komponenten getrennt
untersuchen.

e Hier treten keine Kopplungen auf, daher wollen wir nur
die x-Komponente untersuchen. Die anderen Kompo-
nenten ergeben sich analog.

T =X — Tp
meg me

X =—xg+—x,
m m
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4.8 Wasserstoffahnliche Atome 4

¢ Die Differenzialoperatoren erhalt man durch Koeffizien-
tenvergleich der totalen Differenziale in den alten und in
den neuen Koordinaten.
0  mg 0 0
orx m 0X * ox
o me 0 0
or. m oX  Ox
e Dies kann man nun fur die x-Komponente der beiden
Laplace-Operatoren mit den entsprechenden Vorfaktoren
einsetzen:

(10 10
2 <mK8:E%( " m€8x§>
_h_2<1 i 0 ar+ 1 [m o ar>
2 \mg | mO0X Ox me. | moX Oz
__h_2<1 (m3 0> mrg 0 0 mxg O 0 82]

my | m? 0X° " m 00X m oXox | o
1 [mg * m.d 9 m.d 0O 82]>

m20X2  m 0zdX m 0XOx i Ox?
:_h_2<[m;(+me] 0? +[ 1 N 1] 82>
2 m?  m?2l 0X? myg M| 0x?
h* o2 h* o?
2moX?2  2udx?
e FUr die anderen Komponenten gilt das Gleiche.

Me

e Daher lautet der Hamilton-Operator in den neuen Koor-
dinaten:
A h? h? Ze?
H=—V3i— —V*—
om ° 20 Amegr
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Wasserstoffdhnliche Atome 4

Vs ist die Bewegung des Schwerpunktes — z.B. Trans-
lation.

Die Translation ist in den neuen Koordinaten unabhang-
ing von der Bewegung des Elektrons im Kernpotential.
Daher kann man die Bewegung des Elektrons im Kern-
potential und die Bewegung des Gesamtsystems separi-
eren.

Somit missen wir nur noch die folgende Schrodinger-
gleichung lésen:
h? Ze?

_ V) —
20 4 Amegr

=L

Dieses Problem I6st man am besten in Kugelkoordi-
naten:
1 9

1 2
o VY

Ze
2mh2eqr

2uk
Nz

’lp pu—
Hier ist ein Produktansatz vielversprechend:
(r,0,¢) = R(r)Y (0, ¢)

Y (0, ¢) sind die Kugelflachenfunktionen.

R(r) sind die radialen Wellenfunktionen der wasserstof-
fahnlichen Atome:

1 92 I(1+1

;wTR(T)Y(Q,Cb) — (: )
SuE

= = - R(r)Y(6,0)

Ze
2mh2eqr

R(r)Y (0, ¢)
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4.8 Wasserstoffahnliche Atome 4

e An dieser Stelle kann man durch die FunktiBip, ¢)
dividieren. Man muss also nur noch die Differenzial-

gleichung inr 13sen.

1 07 [(l+1) Ze
-2 1 R(r) - R R
+,,, 8T2TR<T) 72 () + 2mh2eqr )
2uk
=~ Ar)

e Nun fuhrt man folgende Abklrzungen ein:

IT=rR(r)
B Ze
a_27Th2€0
b=1(l+1)
2u| E|
2 _
A= 72
b
W+<9—3>H:VH (18)
roor

e Wir schranken die Untersuchung auf gebundene Zustande

ein (£ < 0). Damit ist das minus auf der rechten Seite
im \ enthalten.

e Aus dem asymptotischen Limit fir — oo ergibt sich
eine Exponentialfunktion als Ansatz fir die WF:

1= e:l:/\T’

e Wegen der Quadratintegrierbarkeit der WF fallt die Ex-
ponentialfunktion mit dem positiven Vorzeichen heraus.

87



4.8 Wasserstoffahnliche Atome 4

e Nun setzen wir die WF als Polynom in r und der Expo-
nentialfunktion an:
1= L(rje ™
82 0 ! _—Ar —Ar
= (L" = AL' = AL’ + N°L) e

e Nun setzt man die 2-te Ableitung in Gl. 18 ein:

(L —2AL'+ N*L) e M+ (9 — %) Le ™ = \N2Le ™™
T T
L' — 2L + (9—%> L=0
r r

e Mit dem Ansatz:

r
n=0

1 e

ﬁL(’r) = Z T
n=0

e Einsetzen liefert:
Z ¢ (nn—=1)=b]r" 2+ [=2Xn+a]r" ') =0

n=0
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4.8 Wasserstoffahnliche Atome 4

e Nun wollen wir nach den Potenzen vesortieren. Da-
her miussen wir die Summationsgrenzen modifizieren:

ch nin —1) —b]r" 2 = Z Cnt1) [(n + 1)n — b 7" L

n=-—1
= co(=b)r 4+ ci(=b)r ' + Z Cni) [(n+ D — b "
n=1
ch [—2An +a] "t = coar™t + Z o [=2\n 4 a]r" !
n=>0 n=1

e Dar eine kontinuierliche Variable ist, mlssen die Ko-
effizienten von jeder Potenz inverschwinden:

—bCO =0
—bc; + acg =0

e Nach Ricksubstitution volhergeben die ersten beiden
Gleichungen:
—l(l + 1)60 =0
—l(l + 1)01 + acy = 0
e Aus diesen beiden Gleichungen kann mgn= 0 ex-

trahieren und; = 0 wenn,l # 0. (fir [ = 0 ergibt sich
acy = 0).

e Aus den restlichen Koeffizienten kann man die Rekur-
sionsbedingung der Koeffizienten bestimmen:
(n+1)n—>0)cpy1 +(—2n+a)c, =0

2An — a
Cn
n+1)n—2>b
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4.8 Wasserstoffahnliche Atome 4

e Wie beim harmonischen Oszillator miissen wir noch das
asymptotische Verhalten der Potenzreihe untersuchen:

Crtl 2 n —a

Cn (m+1)n—2>

e FUr grolRe- dominieren wieder die grof3en Potenzen von
r = grol3en. Fur grol3e: geht das Verhaltnis der Koef-
fizienten gegeR?.

e Die Taylor-Reihe vore?\* ist:

62>\:c _ Z (2>")nxn _ Z ann ﬁn _ (2)\)71
n=0

n! n!

n=0
e Das Verhaltnis der Koeffizienten ist:

ﬁn+1 o (2)\)(”“)77,' B 2\
B (n+DI2N)"  (n+1)

e Das Verhéltnis fur groR3e ist 22.

e Eine unendliche Potenzreihe verhalt sich wA&. Dies
uberwiegte="" und die Potenzreihe muss wie beim har-
monischen Oszillator abbrechen. Dies ist die Quan-
tisierungsbedingung:

20N = a

e Nach Rucksubstitution ergibt sich die Energie zu:

2ulEl,  Zep

9 —
" h? 2mh2eg
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4.8 Wasserstoffahnliche Atome 4

P
" 32n2m2h2e’

P 1
32m2h%e3 n?

e n ist die Hauptquantenzahl.

E, =

e Die Drehimpulsquantenzahiird haufig auch mit Buch-

staben indiziert:
Buchstabes|p|d|f|g]...

Zahl |0]1/2|3]4]...
e Nun schreiben wir die Rekursion einmal rickwarts. Es
ist in diesem Fall besser den Indexnit v zu ersetzen:
viv+1)—=11+1)
Cy —
20\ — a

Cv+1
e Daran sieht man, dass der Koeffizient verschwindet, wenn
[ = .

e Aus der Rekursionsbedingung folgt, dass damit auch
alle Koeffizienten miw < [ verschwinden.

e Somit ergibt sich flr den ersten nicht verschwindenden
Koeffizientenv > [

e Es muss auch Koeffizienten geben, die von Null ver-
schieden sind, da die WF sonst komplett verschwindet.

e Der Laufindexv muss immer kleiner oder gleich dem
Grad des Polynoms sein.

n>uv
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4.8 Wasserstoffahnliche Atome 4

n>uv>|

n >
e FUrm,; hatten wir folgende Bedingungen gefunden:

lZle—l

e Damit ergibt sich fur die moglichen Kombinationen der
Quantenzahlen:

Entartung

[ n

1 1

1

3

O = OO
W
D

W WWWWWWWWNDNDNDNERERS
NNMNMNMNNMNMNNPEFPRPPRPRPORPEPRPPEPOO S
1
=

N - O
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4.8 Wasserstoffahnliche Atome 4

e Die radialen Wellenfunktionen der wasserstoffahnlichen
Atome (1-Elektron Atome) sind:

7 3/2
Rls =2 (—) e—Zr/a

a

ARG Z
RQS _ - | = 1 — _T 6—ZT/2a
V2 \ a 2a

1 /2Z2\"?
R _ —ZT/QCL
726 (@> "

3/2 2,.9
Ry — 2 g 1_22T+22 r o~ Zrf3a
a 3a 27a?

. 8 (Z 3/ Z?“_Z27“2 —Zr/3a
5P 274/6 \ a a 6a?

A N\ T2
Ray = ~ 7,26—27*/3@
T 81V30 (a)

e Die Wahrscheinlichkeit ein Teilchen in einem Raum-
bereich zu finden erhalt man wenn man tber die Wahrschein-
lichkeitsdichte integriert.

P/d:v/dy/dzllf*\lf

e Wenn man in Kugelkoordinaten arbeitet, dann ist das
Volumenelement

dx dy dz = sin(0)r* dr d¢ db

e Das kann man leicht Uber die Determinante der Jacobi-
Matrix nachrechnen.
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4.8 Wasserstoffahnliche Atome

Z=1
7=2 e
7=3 e
2y R
&
N
=
]
=t |
3
o
5 6

Figure 8: Radiale Wellenfunktion des 1s Orbitals fir verschiedenavg (7).
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4.8 Wasserstoffahnliche Atome 4

§
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g ois
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-0.05
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0 5 10 15 20

Figure 9: Radiale Wellenfunktionen des Wasserstoffatoms (2s,2p 8se3p, 3d un-
ten).
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4.8 Wasserstoffahnliche Atome 4

e Die Wahrscheinlichkeit flir das Wasserstoffatom berech-
net sich also nach;

/dr/dgb/d@R Y *r? sin(6)

e Wenn man die Wahrscheinlichkeit nur in Abhangigkeit
von r untersuchen mochte, dann muss man éhend
¢ integrieren

e Glnstigerweise sind die Kugelflachenfunktionen mit dem
Volumenelement normiert:

/OW d9 /0% do|Y | sin(0) =

e Daher ergibt sich die radiale Wahrscheinlichkeitsveutal
ZU:
P(r) = R’

an

e Wegen des Volumenelements geht die Wahrscheinlichkeitsieng
gegen Null, wenm gegen Null geht.

e Dies ist auch fur s-Orbitale der Fall, obwokl,; am
Kern am grof3ten ist.

e WWenn man an der Winkelverteilung interessiert ist, dann
macht man eine analoge Betrachtung wie bei der ra-
dialen Dichteverteilung. In diesem Fall integriert man
allerdings uber:

P(0,¢)d) = /dr 72 [, |* AL = /dr r? B2 Vi, |* d
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4.8 Wasserstoffahnliche Atome 4
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Figure 10: Radiale Dichteverteilung des Wasserstoffatoms.
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4.8 Wasserstoffahnliche Atome 4

e d{)ist in diesem Fall das Raumwinkelelement
sin(6)do do

e Die Normierungsbedingung fir dig,; ist:

/ dr r*R* =1
0

e Daher ergibt sich fur die Winkelverteilung:
P(0,¢) = [Yin,|
e DaY),, = NO(f)e"? ist, fallt die Abhangigkeit vorp
weg und wir erhalten:
P(0) = [Yim > = NYO(0) e %0 — N20(0)
e Wenn man diese Verteilung fur verschiedene Orbitale in

einem Polardiagramm plottet, dann ergibt sich die Form
der Orbitale.

I\I

"/

Figure 11: Zur Konstruktion eines Polardiagramms. Man plottetd) in Ab-
hangigkeit vory.

ZN
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4.8 Wasserstoffahnliche Atome 4

0.2

0.1
0.1 L i

0.0

0.1
04 b N e

0.2

0.2 I M ] I I
02 02 01 01 00 00 01 01 0.2

z

Figure 12: Polardiagramm der Winkelverteilung der Aufenthaltswahesnlichkeit
von 2p.;. Wenn6 von 0 bis 7 lauft ergibt sich nur der obere Teil des
Orbitals. Der untere Teil ergibt sich aus der Symmetrie uerdhchse.
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4.8 Wasserstoffahnliche Atome 4

0.1

01 |/

01 |

0.1 1 e e |
0.1 0.1 0.0 0.1 0.1
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z

Figure 13: Polardiagramme zur \eranschaulichung der Winkelvemegiluder
Aufenthaltswahrscheinlichkeit.§, 2p,, 2p+1)
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0.4
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01 |/
< 0.0
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Figure 14: Polardiagramme zur Veranschaulichung der

Aufenthaltswahrscheinlichkei8qo, 3d.1, 3d+2)

Winkelvemeiluder
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4.8 Wasserstoffahnliche Atome 4

4.8.1 Reelle wasserstoffahnliche Funktionen

e In Chemie Lehrbichern findet man haufig die reellen
Funktionen2p,, 2p,, 2p. statt den komplexen Funktio-
nen2po, 2p1, 2p—1

e Diese Funktionen kann man durch Linearkombination
aus den komplexwertigen Funktionen konstruieren. Aus
der allgemeinen Theorie wissen wir, dass jede Linear-
kombination von entarteten Eigenfunktionen eines Op-
erators wiederum eine Eigenfunktion mit dem gleichen
Eigenwert ist.

e Eine passende Linearkombination ist:

1 I AN 1\/? |
- — = —Zrf2a | = ] 2 +i¢
2 (P11 +p1-1) G (2%6(&) re 5 27Tsm(€)e

5/2 |
—I—L z re”2r/2 1\ / R sin(@)e™"
2v/6 \ a 2V 2m

1 (1 (2\"? _, .1 [3 | .
— — - T/Qa’_ N _ +Z¢ _Zgb
G (2\/6 (a) re 5\ 52 sin(6) ( e’ +e )

—e¥i 4 ¢ = — cos(g) — isin(g) = cos(—g) + isin(—¢)
= —cos(¢) — isin(¢) £ cos(¢) F isin(¢)
_ {—2 cos(¢)  fur —

—2isin(¢)  fur +

e Damitist das ganze Orbital reell. Mjt= r sin(0) sin(¢)
kann man leicht erkennen, dass diese Linearkombina-
tion dasp,-orbital ist.
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4.8 Wasserstoffahnliche Atome 4

e Eine analoge Linearkombination ergibt dasOrbital.
Hier ist nur darauf zu achten, dass aus der Addition der
beiden komplexen Exponentialfunktionen der Faktor

hinzu kommt.
1
Dy = —z\/§ (p11 + p1-1)

1
Pz = ﬁ (Pn — P1—1)

Pz = Do
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1.0
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Figure 15: Polardiagramme zur Veranschaulichung der Winkelabh&egigder
Aufenthaltswahrscheinlichkeit der reellgrOrbitale. (Ohne Vorfaktor)
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5 MO-THEORIE

5 MO-Theorie

5.1 Der molekulare Hamilton-Operator

e Der Hamilton-Operator eines Molekdls lautet allgemein:
N

ﬁ——zh—gw DRLEED D) s
B 2m, omy 4 Amegria

il A=1 =1 A=1

M

2747
i Z Z dmegr; AZ Z ZWE?TAi

1=1 j>1

(19)
— m. Masse des Elektrons
— m 4 Masse des Kerns
— A, B Kernindizes
— 1, 7 Elektronenindizes
— Z 4 Kernladung des A-ten Kerns
— V? zweite Ableitung nach den Koordinaten des i-ten

Elektrons
0> 0* 0
V:=A, =
' ox? i dy? i 0z}
— V7 zweite Ableitung nach den Koordinaten des A-

ten Kerns

5.2 Born-Oppenheimer Naherung

¢ In einem molekularen System kann man im Allgemeinen
die Bewegung der Kerne nicht von der Bewegung der
Elektronen abkoppeln, wie beim Wasserstoffatom.
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5.2 Born-Oppenheimer Néherung 5 MO-THEORIE

¢ In diesem Fall wird typischerweise die Born-Oppenheimer
Naherung verwendet.

e FUr eine Ubersichtlicher Darstellung wollen wir die Terme
der potentiellen Energie mit abkiirzen und das Prob-
lem auf eine Dimension beschranken. Damit ergibt sich
die Schrodingergleichung zu:

HY({z;}, {Xa}) =

N M
h? 9?2 [
-y -3 W({x;), {X
( 2m, Ox? ZmAﬁXfl—H/) (it 1Xa})

A=1

— BU({:}, {Xa})
(20)

e Als Wellenfunktion setzt man nun folgendes Produkt
an:

V({zi}, {Xa}) = Yz p; {Xap)x({Xa})

e Wenn wir diesen Ansatz einsetzen und entsprechend dif-
ferenzieren (Produktregel), dann ergibt sich:

M

. B2 0% R 0%x
Hipx = —x - 5wz T VX
; 2m, 07 = 2my 0X?
—ZM: m (00 ox 5%
oma \ 0XA0X,4  VOX?

(21)
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5.3 H 5 MO-THEORIE

e Wenn man die Losungen der elektronischen Schrddinger-
Gleichungen kennt:

N

S S vy = S

e Dann kann man die Schrddingergleichung der Kerne
aufstellen:

M
h? 0%y
-y = Xy = ¢
AZlQmA(‘?Xfl—i_g({ )X = €x

e Nun substituiert man die entsprechenden Terme in Gl.
21 und man erhalt:

M

Hipx = 'y — Z

K2 , 00 Ox 9%
QTTLA 8XA(‘9XA XaXi

¢ In Born-Oppenheimer-Naherung lasst man die Summe
weg. Dies ist typischerweise eine gute Naherung, da der
Vorfaktor durch die grof3e Masse der Kerne sehr klein
iSt.

53 Hy

A Rap B

Figure 16: Zur Veranschaulichung der Geometrie und der Indizierunghye
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5.3 H 5 MO-THEORIE

e In Born-Oppenheimer-Naherung lautet der Hamilton-
Operator furH,'":

. h2 2 1 1 1
- v2+€_(____+_)

2Me, 4deg

e Als Ansatz fur die WF wahlt man eine Linearkombina-
tion aus Atomorbitalen (LCAO)

) = Zcm

¢ In diesem Fall wollen wir uns auf eine minimale Basis
beschranken und als Basisfunktionen Eigenfunktionen
des Wasserstoffatoms verwendesn(undlsp).

[ = c1|ér) + ca|Pa)
e Einsetzen in die Schrodingergleichung ergibt:
H (c1]1) + e2ld)) = E (c1]hr) + c2|¢a))

e Nun multipliziert man von links mit¢,| und mit (¢
und erhalt zwei Gleichungen:

(b1 H 1) +co (1| H| o) = E (c1{dr]dr) + o] da))
ci{Gal H 1) +co (o] H| o) = E (c1{da|dr) + co(ha|da))

e Typischerweise fuhrt man folgende Abkilrzungen ein:
(gbi\ﬁ[\gbﬁ = H;; Matrixelement der Hamilton Matrix

(¢i]9;) = S;; Matrixelement der Uberlappmatrix
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5.3 H 5 MO-THEORIE

e Dadie Eigenfunktionen des Wasserstoffatoms orthonor-
mal sind, sind die Diagonaleintrage vSrkEins (5;; = 1)

e Damit ergibt sich das Gleichungssystem zu:
Hijci + Hipco = Eey + SEces
Hsici + Hooco = SEc; + Ecy

e Oder
(HH — E)01 + (Hu — ES)CQ =0
(Hgl — ES)61 + (HQQ — E)CQ =0
e Dieses homogene lineare Gleichungssystem hat nicht-

triviale LOsungen, wenn die Sakulardeterminante ver-
schwindet:

HH—E HlQ_ES o

Hyy — ES Hy—FE 0

e Aus Symmetrieliberlegungen kann man noch folgende
Vereinfachungen machen:

Hyy = Hy =«
Hoy =H12:5

e Damit ergibt die Determinante eine quadratische Gle-
ichung inE':

(0= B = (8- ES)" =0
(= E)* = (8~ BS)”
(a = E) = F (8- ES)
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5.3 H 5 MO-THEORIE

a+tf=+ES+E=FE(1£S)

a=xp
)
e Nun analysieren wir noch die Form venund 3:
a = (¢1|H|¢r1)
e’ 1 e’
= By — —— (| — -
! 47T€0<¢1|?“B‘¢1> * dreg R AR
2
e
— E S+ _ /
! dregRAp J

e Da wir Eigenfunktionen des Wasserstoffatoms als Basis
verwendet haben, ergibt sidh ; aus dem entsprechen-
den Teil des Hamilton-Operators.

e Den mittleren Term kann man klassisch als Coulomb-
Wechselwirkung der Ladungsverteilugg an Kern A
mit der Ladung an KerB interpretieren. Er wird typ-
ischerweise mij’ abgekirtzt.

Figure 17: Graphische Darstellung voi.

e FUr das Resonanzintegralmachen wir eine analoge
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5.3 H 5 MO-THEORIE

Analyse:
= (¢1| H|¢2)
= Ery(n]¢2) — <¢1\—\¢2> TR \Gilo2)

(& +€—2 5K
N ks dregR AR

e Im ersten Term wurde ausgenutzt, dasEigenfunk-
tion von einem Teil inH ist.

e Den mittleren Term kiirzen wir mit’ ab. Man kann ihn
als Wechselwirkung einer Uberlapp-Ladungsverteilung
zwischen beiden Kernen mit Kerfinterpretieren.

Figure 18: Graphische Darstellung vori.

e Nun verwenden wir diese Ausdrticke in der Energiegle-

ichung:
62
B — Els + AreoRap ] + (Els 47T€()RA ) S—K
T 1+ S
<E1$ + 47T60RAB) (1 + S) . ,]/ k'/

B 1+S 14+ S
62 YA k/

= Fis+ + J



6 DANK

e FUr E_ ergibt sich nach analoger Rechnung:

62 j/ — k!

E_ =F,+
! AregRap 1-— S8

e Damit haben wir den Ausdruck ftr die Aufspaltung der
Energieniveaus, die ggf. aus der Vorlesung allgemeine
Chemie bekannt ist.

E N
20
ElsA ElsB
o P2
loy,
Figure 19: MO-Diagramm fUrH.,' .
6 Dank

Ich mAchte mich herzlich bei meinen Studenten Tony Anacker,
Philipp Menzel und Christopher Robert Pech fir die sehr
hilfreichen Korrekturvorschlage bedanken.
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