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klassische Physik:

• Kraft = Masse ∗ Beschleunigung

• Kraft = Impulsänderung / Zeit

• Impuls = mv

• kinetische Energie = 1
2mv

2

• anziehende und repulsive Kräfte:

– Gravitationskraft

– Elektrostatik

– magnetische Kräfte

• Felder und Potentiale:

– Gravitation

– elektrostatisch

– magnetisch

• Schwingungen

• Wellen

klassische Physik

• Materie mit konstanter Masse
Geschwindigkeit
Impuls mv
Kraft = Impulsänderung

Zeit = Masse · Beschleunigung
Ladung
Felder: Gravitation, Elektrisch, Magnetisch

• Wellen: Oberflächenwellen, Schallwellen, Lichtwellen
Brechung
Beugung
von beschleunigter, abgebremster Strahlung geht eine elektromagnetische Welle aus
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Strahlung eines schwarzen Körpers

Abbildung 1: Wiensche Verschiebung

Rayleigh:
Annahme: Im schwarzen Körper gibt es Elemente, die schwingen können und aufgrund ihrer Schwingungen
elektromagnetische Strahlung aussenden
Equipartition: Energie pro Freiheitsgrad pro Molekül: 1

2kBT →∼ T
→ Abstrahlungsamplitude ∼ v2 ∼ λ−2 vλ = c
→ Abgestrahlte Leistung ∼ λ−4 Rayleigh-Jeans-Gesetz

Abbildung 2: Wiener Verschiebung mit Rayleigh-Gesetz

Planck modifiziert das Rayleigh-Jeans-Gesetz um die Annahme, dass nicht mehr alle Schwingungsampli-
tuden erlaubt sind, sonder nur ganzzahlige Vielfache einer Gradamplitude.
⇒ Plancksches Strahlungsgesetz:

dE

dλ
=

8πhc

λ5(e

(
hc

λkBT

)
− 1)

Das Strahlungsgesetz benötigt eine Konstante h, das
”
Wirkungsquantum“[h] = J · s

Für sehr große λ:
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Abbildung 3: Planksches Gesetz

e
hc

λkBT ∼ 1 + hc
λkBT

→ für hohe Werte von λ konvergieren Plank und Rayleigh-Jeans

Wärmekapazitäten von Festkörpern

Dulong-Petit-Gesetz:
Wärmekapazität eines Festkörpers:

cv,m = 3R⇒ U = 3NkBT

Abbildung 4: cv,m-T-Diagramm

Einstein: In einem Festkörper seien wiederum nur Vielfaches von Schwingungsamplituden erlaubt (nur
eine Frequenz berücksichtigt)

U =
3Nhν

e

(
hν
kBT
−1

)
Für große Werte von T:

→ e
hν
kBT ∼ 1 + hν

kBT
⇒ Dulong-Petit ist erfüllt.
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Der Photoelektrische Effekt

Abbildung 5: Schaltplan des Versuches

Abbildung 6: Erhöht man die Gegenspannung, so fließt irgendwann kein Strom mehr

Abbildung 7: Die Frequenz des Lichtes, die benötigt wird um Elektronen rauszulösen, ist Materialabhängig

Licht ist eine Welle, aber die Energie wird auf die Metalloberfläche
”
in Paketen“übertragen. hν
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Wellen-Teilchen-Dualismus

Streu- und Beugungsexperimente zeigen, dass sich Elektronen wie Wellen verhalten.

1925 - Entdeckung der Elektronendiffraktometrie

Beugung von Elektronen an einem Kristall

Abbildung 8: Beugung an einem Spalt [2]

Beugungsbedingung: d sinϑ = nλ
Beugung an einem Gitter:

Abbildung 9: Beugung an einem Gitter [1]

Konstruktive Interferenz, wenn nλ = 2d sin θ, das ist die Bragg’sche Bedingung.
Bestrahlt man einen Kristall mit Elektronen, so zeigen diese ganz analog zur Beugung elektromagnetischer
Strahlung Beugungsbilder.
Aufgrund der Bragg’schen Bedingung kann man nun den Elektronen Wellenlängen zuordnen.
⇒ de-Broglie-Beziehung:

λ =
h

p
=

h

mv

Beugung von Elektronen am Doppelspalt

Beugung von Licht am Doppelspalt (Young’sches Beugunsexperiment)

• wurde ca. 1800 verwendet, um zu zeigen, das Licht Wellennatur hat

• wurde 1961 verwendet um ebenfalls zu zeigen, dass Elektronen Wellennatur haben (Jönsson, Uni
Tübingen)
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• 1974 wurde gezeigt, dass diese Experiment auch dann zu Beugungsbildern führt, wenn die Wahrschein-
lichkeit dafür, dass 2 Elektronen im Strahlengang sind, verschwindend gering ist. Die Messung eines
Elektrons erfolgt mit einem sogenannte Elektronenmultiplier.

Abbildung 10: Beugung am Doppelspalt [3]

Rutherford’sches Streuexperiment

Abbildung 11: Versuchsaufbau [4], Text im Bild modifiziert

Aus der Intensitätsverteilung und der Annahme einer hyperbelförmigen Flugbahn konnte Rutherford den
Radius der Störzentren berechnen → Atome bestehen aus einem sehr kleinen Kern mit positiver Ladung.
Um den Kern ist nahezu nichts, wo sich die Elektronen mit sehr geringer Masse aufhalten.
Für das Elektron sind Zentrifugalkraft und elektrostatische Anziehungskraft gleich.

mv2

r
=

1

4πε0

q1q2

r2

mv2 = − 1

4πε0

q1q2

r
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Abbildung 12: Rutherfords Vorstellung vom Atombau

Das Rutherford’sche Atommodell erklärt nicht:

• Warum sich auf Kreisbahnen um den Kern bewegende Elektronen keine elektromagnetische Wellen
abstrahlen (nach klassischer Elektrodynamik müssten sie es tun)

• Warum Atome nicht bei jeder Wellenlänge Licht absorbieren bzw. emittieren könne

• Warum Atome in erster Näherung Kugeln und keine Scheiben sind

Die Emission von Licht durch Atome lässt sich durch Balmer-Serien beschreiben.
z.B. bei Wasserstoff gilt:

1

λ
= RH

(
1

22
− 1

n2

)
wobei RH die Rydberg-Konstante und n eine beliebige ganze Zahl ist.

Abbildung 13: Balmer-Serie[5]

Termschema nach Ritz

Sämtliche Linien der Absorption bzw. Emission lassen sich auf die Kombination zweier Terme zurückführen.

1

λ
= T1 − T2

Bohrsches Atommodell

• Elektronen umkreisen den positiven Kern auf kreisförmigen oder elliptischen Bahnen, wir betrachten
nur Kreisbahnen

• Die Kreisbahnen unterscheiden sich voneinander in der Energie der Elektronen

• Ein Elektron kann von Kreisbahn zu Kreisbahn wechseln, indem es Licht absorbiert oder emittiert,
dessen Frequenz = ∆E

h ist.
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• Auf der Kreisbahn herrscht Gleichgewicht zwischen Zentrifugalkraft und elektrostatischer Anziehungs-
kraft

• erlaubt sind nur Kreisbahnen deren Drehimpuls r × ~p ein Vielfaches von h
2π ist

• auf diesen Kreisbahnen strahlen die Elektronen keine elektromagnetische Strahlung ab

Drehimpuls ist ein Vielfaches von h
2π :

mvr =
nh

2π
⇔ 2πr =

nh

p
= nλ

Wobei der letzte Schritt mit Hilfe der de-Broglie-Beziehung erfolgt.
Diese Bedingung lässt sich so deuten, dass der Umfang der Kreisbahn ein Vielfaches der Wellenlänge des
Elektrons ist.

Berechnung der charakteristischen Absorptionen / Emissionen

mvr =
nh

2π
(1)

mv2

r
=

1

4πε0

q1q2

r2
(2)

Aus (1) und (2) folgt:
nh

2π
=

1

4πε0

q1q2

v
(3)

→ v =
q1q2

2hε0

1

n

v2 =
q2
1q

2
2

4h2ε20

1

n2

Energie des Elektrons auf der Kreisbahn setzt sich zusammen aus elektrostatischer Energie und kinetischer
Energie

∆Eelektrostat =

r2∫
r1

1

4πε0

q1q2

r2
dr = − q1q2

4πε0

(
1

r2
− 1

r1

)
= −m(v2

2 − v2
1)

∆Ekinetisch =
1

2
m(v2

2 − v2
1)

∆Egesamt =
1

2
m(v2

1 − v2
2)

Das Tauschen der Geschwindigkeit in der Klammer durch Addition

∆E =
1

2
m
q2
1q

2
2

4h2ε20

(
1

n2
1

− 1

n2
2

)
Für Wasserstoff:

1

λ
=

mee
4

8h3cε20︸ ︷︷ ︸
Rydberg-Konstante

(
1

n2
1

− 1

n2
2

)

Das Bohrsche Modell stimmt mit den beobachteten Spektren überein und wurde nachträglich zusätzlich
durch den Frank-Hertz-Versuch bestätigt. Es erklärt aber immer noch nicht, warum Atome keine Scheiben
sind und warum die Elektronen keine Energie verlieren. Es erklärt auch nicht, warum das unterste Niveau
kein magnetisches Moment hat.
In Verbindung mit der de-Broglie-Beziehung, die ca. 1 Jahr später aufgestellt wurde, führte das Bohrsche
Modell in eine Betrachtungsweise ein, in der das Elektron als stehende Welle aufgefasst wurde.

Die Beschreibung eines Teilchens als Welle funktioniert zunächst einmal, wenn wir das Teilchen auf einen
Kreis setzen und uns über Anfang und Ende der Welle keine Gedanken machen müssen.
Bei einem Teilchen, dass sich frei im Raum bewegt, können wir entweder annehmen, es sei eine unendlich
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ausgedehnte Welle (dann kann es überall sein), oder wir können annehmen, dass es ein Wellenzug ist.

(a) unendliche Welle (b) Wellenzug

Abbildung 14: Vergleich unendliche Wellen - Wellenzug

Vergleich mit der Akustik: eine schwingende Geigensaite, die ständig angeregt wird, sendet eine unendlich
ausgedehnte Welle, ein explodierender Knallkörper einen Wellenzug.
Wenn wir annehmen, dass ein Teilchen durch einen endlichen Wellenzug beschrieben werden kann, so können
wir diesen Wellenzug als eine unendliche Summe unendlicher Wellen auffassen. Dies bedeutet, dass unser Teil-
chen mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit einen von der De-Broglie-Beziehung abweichenden Impuls hat.

δx · δp =
h

2π
= ~

δx =
√
σ2
x =

√
< x2 > − < x >2

δp =
√
σ2
p =

√
< p2 > − < p >2

Schrödingers Interpretation der Wellennatur eines Teilchens

Ψ(x) = a · cos
2π

λ
· x+ i · a sin

2π

λ
· x

mit der Eulerschen Relation:

Ψ(x) = a exp

(
i
2π

λ
· x
)

Einsetzen der De-Broglie-Beziehung:

Ψ(x) = a exp

(
i
2π · x · p

h

)
= a exp

(
i

~
· x · p

)
∂Ψ(x)

∂x
= a

i

~
p exp

(
ixp

~
=
i

~
·Ψ · p

)
p ·Ψ =

~
i

∂

∂x
Ψ = −i~ ∂

∂x
Ψ

Das gilt nur für unendliche Wellen, deren Wellenlänge ortsunabhängig ist und somit auch p ortsunabhängig
ist.

∂2

∂x2
Ψ = a

(
i · p
~

)2

exp
(
i
x · p
~

)
=
−p2

~2
Ψ

Aus der klassischen Mechanik kennen wir die Hamilton-Funktion

E =
1

2
mv2 + V (x)︸ ︷︷ ︸

potentielle Energie

=
1

2

p2

m
+ V (x)

Schrödinger postuliert, dass wir die klassische Mechanik auf die Beschreibung von Teilchen als Welle übertragen
können, indem wir die klassischen Größen - Ort und Impuls - durch

”
Operatoren“ersetzen können.

• Ort → Ort · Wellenfunktion
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• Impuls → ~
i
∂
∂x Wellenfunktion

• potentielle Energie → potentielle Energie · Wellenfunktion

Dies bedeutet, dass die Hamilton-Funktion durch folgende Funktion zu ersetzen ist:

EΨ = − ~2

2m

∂2

∂x2
Ψ + V (Ψ) zeitunabhängige Schrödingergleichung

EΨ =

(
− ~2

2m

∂2

∂x2
+ V

)
︸ ︷︷ ︸

H

Ψ

Wobei H der Hamilton-Operator ist.
EΨ = HΨ

Schrödinger geht weiter, indem er annimmt, dass eine Welle ein komplexes dreidimensionales Gebilde sein
kann.
Daher wird aus ∂2

∂x2 Ψ

∂2

∂x2
Ψ +

∂2

∂y2
Ψ +

∂2

∂z2
Ψ

=

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)
Ψ

= ∇2Ψ

Wobei ∇ der LaPlace-Operator ist.

Zeitabhängigkeit

a = a0 exp

(
−i t
τ

)
= a0 exp

(
− i
~
ε · t
)

∂Ψ

∂t
= − i

~
ε exp

(
− i
~
εt

)
= − i

~
εΨ

i~
∂Ψ

∂t
= εΨ

Man kann zeigen, dass ε gleich der Energie unseres Teilchens ist.

⇒ HΨ = EΨ = i~
∂Ψ

∂t
zeitabhängige Schrödinger-Gleichung

In der Schrödinger-Gleichung ordnen wir einem Teilchen eine Wellenfunktion Ψ zu. Diese erstreckt sich über
den gesamten Raum und hat an jeder Stelle im Raum einen Wert, der im allgemeinen von Ort und der Zeit
abhängt.
Schrödinger hat gezeigt, dass

Impuls =
1

Ψ
· i~ · ∂

∂x
Ψ(für einen eindimensionalen Fall)

Impuls2 =
1

Ψ
· (−~2) · ∂

2

∂x2
Ψ

kinetische Energie =
1

2m

1

Ψ
· (−~2)

∂2

∂x2
Ψ

Die potentielle Energie V ist keine Funktion der Wellenfunktion. Wollen wir also die Gesamtenergie erhalten:

− ~2

2m

∂2

∂x2
·Ψ + V ·Ψ︸ ︷︷ ︸

Hamilton-Operator Ĥ=− ~2

2m ( ∂
2

∂x2
+ ∂2

∂y2
)+ ∂2

∂x2
)+V

= E ·Ψ
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Die zeitliche Ableitung der Wellenfunktion ergibt wiederum die Energie

i~
∂

∂t
Ψ = EΨ

Man kann deshalb schreiben
Ψ(x, t) = ψ(x) ·Θ(t)

Bornsche Interpretation der Schrödingergleichung

Die Wahrscheinlichkeit unser Teilchen in einem Volumen zwischen x1 und x2, y1 und y2, z1 und z2 zu finden
sei:

Wahrscheinlichkeit = P =

x2∫
x1

y2∫
y1

z2∫
z1

Ψ∗ ·Ψdz dy dx

Wobei Ψ∗ die konjugiert komplexe Zahl zu Ψ ist:

Ψ = a+ ib

Ψ∗ = a− ib
Ψ∗Ψ = a2 + b2

Die Bornsche Interpretation bietet zwei Vorteile:

• wir haben eine anschauliche Möglichkeit, die Aufenthaltswahrscheinlichkeit unseres Teilchens auszu-
drücken

• Wir schränken uns in der Lösung der Schrödingergleichung auf Funktionen ein, deren Raumintegral
Ψ∗Ψ gleich 1 ist

Allgemeine Erwartung an die Lösungen der Schrödingergleichung:

• Zeitabhängigkeit

i~
∂

∂t
Ψ = EΨ

– an jedem Ort verlaufen die zeitlichen Änderungen synchron

– die Zeitabhängigkeit des Realteils ist dann am größten, wenn der Wert des Imaginärteils am
größten ist. → Ψ∗Ψ kann zeitlich konstant sein, auch wenn die Wellenfunktion zeitabhängig ist.

• Ortsabhängigkeit

− ~2

2m

∂2Ψ

∂x2
= EΨ− VΨ

– Ψ muss eindeutig, integrabel (integrierbar) und normiert sein

– Ψ muss stetig und überall dort, wo Ψ nicht null ist, zweifach differenzierbar sein.

– —Krümmung— ∼ |Ψ|
– Krümmung richtet sich danach, ob E > V ist oder umgekehrt:

E > V → Krümmung ∼ −Ψ

E < V → Krümmung ∼ Ψ

– Ψ ist nicht automatisch gleich null, wenn E < V

Unsere Erwartung als Skizze:
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Abbildung 15: Die Krümmung der blauen Kurve ändert sich an dem Schnittpunkt mit der roten Funktion

1 Lösungen der Schrödinger-Gleichung

1.1 Lösung für das Teilchen im Kasten

Abbildung 16: Skizze zur Aufgabenstellung

HΨ = − ~
2m

∂2

∂x2
Ψ

Testfunktion:
Ψ = c · cos(kx) + d · sin(kx)
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Randbedingungen:
Ψ(x = 0) = 0⇒ C = 0

Ψ(x = L) = 0⇒ k =
nπ

L
n = 1, 2, 3, ...

E =
k2 · ~2

2m
=
n2π2~2

2mL2
=

n2h2

8mL2

Ableitungen:
∂

∂x
sin(kx) = k cos(kx)

∂2

∂x2
sin(kx) = k2 sin(kx)

Mit der Bedingung, dass das Integral unter der Kurve 1 ist:

1 =

L∫
0

ΨΨ∗dx =

L∫
0

D2 sin2
(nπx
L

)
dx

= D2

[
1

2
L−

sin
(

2nπ
L L

)
4nπL L

− 1

2
· 0−

sin
(

2nπ
L 0

)
4nπL 0

]

=
1

2
D2L

⇒ D =

√
2

L
oder D = −

√
2

L
oder D =

√
− 2

L
oder D = −

√
− 2

L

1.2 Lösung für den harmonischen Oszillator

V =
1

2
kx2

Wobei k die Federkonstante ist. Aus der klassischen Mechanik wissen wir:
√

k
m = 2πv (v =Schwingungsfre-

quenz)

⇒ ĤΨ = − ~2

2m

∂2

∂x2
Ψ +

1

2
kx2Ψ = EΨ (4)

Wir definieren:

y =

(√
k ·m
~

) 1
2

x⇒ x2 =
~√
k ·m

y2 (5)

∂y

∂x
=

(√
k ·m
~

) 1
2

,
∂2

∂x2
=

√
k ·m
~

∂2

∂y2
(6)

Aus (4),(5) und (6) folgt:

−~1

2

√
k

m

∂2

∂y2
Ψ + ~

1

2

√
k

m
y2Ψ = Eψ

∂2

∂y2
Ψ− y2Ψ = − 2

√
m

k

E

~︸ ︷︷ ︸
λ

Ψ

Wobei λ ein Parameter ist.
∂2

∂y2
Ψ− y2Ψ = −λΨ
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(
∂

∂y
+ y

)
︸ ︷︷ ︸

â

(
∂

∂y
− y
)

︸ ︷︷ ︸
â†

Ψ =

(
∂

∂y
+ y

)(
∂

∂y
Ψ− yΨ

)
1

=
∂2

∂y2
Ψ + y

∂

∂y
Ψ− ∂

∂y
(yΨ)︸ ︷︷ ︸

Kettenregel anwenden führt zu

−Ψ
∂

∂y
y − y ∂

∂y
Ψ− y2Ψ

ââ†Ψ =

(
∂2

∂y2
− y2 − 1

)
Ψ

â†âΨ =

(
∂2

∂y2
− y2 + 1

)
Ψ

â†âΨ = ââ†Ψ + 2Ψ

∂2

∂y2
Ψ− y2Ψ = −λΨ

∂2

∂y2
Ψ− y2Ψ + 1 = −(λ− 1)Ψ

â†âΨ = −(λ− 1)Ψ

â†ââΨλ = ââ†âΨλ + 2âΨλ

= −(λ− 1)âΨλ + 2âΨλ

= −(λ− 3)âΨλ

â†âΨλ−2 = − ([λ− 2]− 1) Ψλ−2

= −(λ− 3)Ψλ−2

⇒ Ψλ−2 = âΨλ

Das heißt, es sind Serien an Werten für λ und zugehörigen Wellenfunktionen Ψ zulässig, die sich auseinander
ergeben.
analog:

â†Ψλ = Ψλ−2

Deswegen heißt â Abbauoperator und â† Aufbauoperator.
Zunächst einmal sieht es so aus, als ob wir durch beliebig häufiges Anwenden des Operators â zu negativen
Eigenwerten und somit zu negativen Energien des harmonischen Oszillators gelangen könnten.
Wir fordern deshalb:

âΨλmin
= 0

â†âΨλmin
= −(λmin − 1)Ψλmin

= 0

⇒ λmin = 1

⇒ λ = 1, 3, 5, 7, 9, ... = 1 + 2n(nεN)

E =
1

2
~
√
k

m
λ = ~

√
k

m

(
1

2
+ n

)
Das heißt: es gibt diskrete Lösungen mit Wellenfunktionen ...,Ψλ+2, Ψλ, Ψλ−2,...
Daher ist die Energie gequantelt auf äquidistanten Niveaus mit ∆λ = 2.

∆E = ~
√
k

m
= ~2πν = hν
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